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RESUMO - O presente trabalho busca aplicar a solucdo hibrida da Técnica da
Transformada Integral Generalizada na solu¢do da equacdo da conducdo de calor em
aletas longitudinais bidimensionais de perfil ndo-variavel com condutividade térmica
dependente da temperatura com geracdo de energia decaindo exponencialmente com a
posicao caracterizando um problema néo-linear e ndo-homogéneo. Para isso, foi utilizada
a formulacdo em termos de variaveis adimensionais com objetivo de simplificar o estudo
do dominio da solucdo, a partir do balanco de energia aplicado no volume de controle.
Foram estudados dois casos limites para Biot tendendo a zero e infinito obtendo-se
resultados semelhantes aos obtidos pela sub-rotina FPS2H da biblioteca ISML contida na
linguagem de programacado cientifica Fortran 90/95.

1. INTRODUCAO

Uma variedade de problemas de conducdo de calor ndo-lineares tem sido tratada pela Técnica
da Transformada Integral Generalizada (em inglés GITT), a qual tem se mostrado como uma poderosa
ferramenta na solucdo dessa classe de problemas (Cotta, 1990; Cotta, 1993; Cotta e Mikhailov, 1997).
Essa técnica € baseada no uso de expansdes de autofungdes ortogonais para expressar as variaveis
dependentes desconhecidas (Silva e Sphaier, 2010; Sphaier et al., 2011).

Aletas (ou superficies estendidas) sdo projetadas com o objetivo de intensificar a transferéncia
de calor através do aumento da area de troca térmica em equipamentos térmicos (Ramos, 1993), em
funcdo disso sua analise desempenha um papel fundamental no estabelecimento da eficiéncia da
transferéncia de calor para diversas geometrias (Malik e Rafig, 2010).

O presente trabalho visa contribuir com o entendimento do fendmeno de transferéncia de calor
em superficies estendidas de perfil ndo-varidvel a partir da aplicacdo da GITT em um problema tido
como complexo em virtude da condutividade térmica ser dependente da temperatura e a existéncia do
termo de geracdo de energia, 0 qual decai exponencialmente com a posicdo caracterizando, desta
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forma, um problema néo-linear e ndo-homogéneo. A Figura 1 a seguir apresenta 0 modelo fisico
conceitual para o problema a ser estudado.
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Figura 1 — Representacéo conceitual do problema estudado.

2. ANALISE

O problema da conducéo de calor bidimensional com condutividade térmica variavel e geracédo
de calor na sua forma adimensional pode ser escrito como:

5 007 , 0 00

—| K(O)— | KO)— |=-Ge™™, 0<X 0<Y <l 1

ax[ ()ax}y av[ ()av} o° <X <l 0<¥< (12)

900Y) o pav)=o, o<y <1 (2a, b)
oX

(X, 0) =1 K(O)aeg((’l)JrBie(X,l):O, 0<X <1 (3a, b)

Com os seguintes grupos adimensionais:

T-T k k (T, -T

0= © ;X :i;Y :l;K(9)=—21+b9;b=M; (48.79)
T, -T, L, Ly K, K,
hL L gL’ :

Bi=—~;n=cL;y=—"2;G, =———— 51
e o

Propondo-se K(6) =U (X,Y)=1+b&(X,Y) e W(X,Y)=U?(X,Y), as Equagdes 1 a 3
sdo modificadas, resultando:
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oW, o'W .
=-G"(Y 6
x ) ©)
M:o; W(LY)=1, 0<Y<1 (7a, b)
oX
W(X,0)=d’=f; %+Bi’W(X,1):Bim, 0<X<1 (8a, b)
em que:
G (Y)=2bG"(Y)=2bGe™ 9)
. 2Bi _Bi,
Bi :W:VW (10)

O sistema composto pelas Equacdes 6, 7 e 8 é simplificado em um problema particular e
um filtrado (W, e W, respectivamente) a partir da seguinte proposta de solugo:

W (X,Y)=W, (X,Y)+W, (X,Y) (11)

2.1. Problema particular - w, (X,Y)

oW, oW, .

—2 4y =G (Y 12
x: () 12)
oW, (0,Y)

— =0 W, (1Y) =1, 0<Y<1 (13a, b)

oX
W, (X,1) _. .
W (X,0)=f; a—+B|mWP(X,1)=B|m, 0<X<1 (14a, b)

Considerando-se a seguinte proposta de solucao:

WP(X’Y):WPl(Y)+WP2(X’Y) (15)

Problema particular -W,,(Y):

2
% +2bGe™ =0 (16)
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m” Pl

W, (0)=f; dV\;P;((l)JrBiW (1)=Bi. (17a, b)

Problema filtrado -W,, (X,Y):

52WP2 2 azwpz
x: oy (18)
MW, (0.Y)
— 0 W, (LY)=1-W,, 0<Y <1 (19a, b)
MW,,(X,1) .
W,,(X,0)=0, a—Y+B|mWP2(X,1):O, 0<X<1 (20a, b)

O sistema formado pelas Equacdes 16 e 17 é solucionado analiticamente. O descrito pelas
Equacdes 18, 19 e 20 possui solucdo analitica pela Técnica da Transformada Integral Classica
(em inglés CITT), cujo problema de autovalor associado é:

‘;r; + BT, =0 (21)
_ dr, (1) _.
I, (0)=0; =yt Bi,I', (1) =0 (22a, b)

onde os autovalores sdo as raizes da equacao:

B cos(f3)+Bi, sin(5)=0 (23)
e a autofuncéo é:

[, (Y)=sen(5Y) (24)

A norma é definida por:

S 1 2 1 sen(283)
N, = jor, (Y)dY = jo[sen(ﬁ,v)] dy ZE_T (25)
O par transformada-inversa é:
W,,, (X)= _[:f“, (Y)W.,(X,Y)dY  Transformada (26)
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W,,(X,Y)= if, (Y)W,,, (X) Inversa (27)

em que a autofuncdo normalizada é:

TS (28)

N

Operando-se o sistema de Equacges 18, 19 e 20 com a integral jolf“l (Y)__dY, resulta:

d*W, 2 am
dTZZI_ﬂI 7WP2| =0 (29)
WV;;;((O) =0; W,, (1) = j:fl (1-W,,)dY (304, b)

O sistema de Equacdes 29 e 30 foi solucionado analiticamente para cada indice | de forma
analitica utilizando a rotina DSolve do software Mathematica.

2.2. Problema filtrado - W, (X,Y)

oW, o oW,

x: Ty 70 .
%XQYLO; W, (1Y) =0, 0<v <1 (32)
W. (X,0)=(f-W,); (33)

W, (X.1) oW, (X.1)
oY oY

+Bi, (W, (X,1)+W, (x,1))% =Bi, 0<X<1

O sistema de Equac0es 31, 32 e 33 é solucionado pela GITT. Cujo problema de autovalor
associado é definido pelas Equacdes 34 e 35 a seguir:

dy,
o +u’¥, =0 (34)
dl};i—x(o) =0; V¥, (1)=0 (354, b)
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onde os autovalores g4 sdo calculados a partir de:

cos(z) =0 (36)
e a autofuncéo é definida como:

¥, (X) =cos(x X) (37)

A norma é calculada:

[ty 2 ot 2 3 1
N, —L‘Pi (X)dX _jo[cos(,uiX)] dX = (38)
O par transformada-inversa para W, (X,Y ) é:

W, (Y)= j:‘i’i (X)W_(X,Y)dX  Transformada (39)

W, (X,Y)= i\ig (X)W, (Y)  Inversa (40)
onde a autofuncdo normalizada é:

Operando-se as Equagdes 18, 19 e 20 com a integral '[ol‘i'i(X)_dX , 0 resultado é:

dZV\_/ ' .2 _
- n_ B =0 (42)
Y4

_ 1. nt ot . nt _ ) dVV o
W, = [ W (f-W,)dX; D D" C W W, +> C, W, —2Bi, - Bi W_=C, (43a,b)
=0

j=0 k=0

O sistema definido pelas Equacdes 42 e 43 foi solucionado numericamente pela rotina
NDSolve do software Mathematica, onde os coeficientes sdo calculados pelas Equacbes 44 a
sequir:

Mo 4x (44a, b, ¢)

dX;  C,=[W¥wdx; C,=2[¥7

Loy

Tijk
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Dois casos limites foram escolhidos para verificacdo da solucdo proposta neste trabalho, e
os resultados foram comparados com os obtidos através método de diferencas finitas pela sub-
rotina FPS2H da biblioteca IMSL (IMSL, 1991) contida na linguagem de programacdo Fortran
90/95. No Caso 1 considera-se b = 0, Bi — oo e as demais constantes iguais a unidade enquanto
que no Caso 2, b =0, Bi — 0 e as demais constantes iguais a unidade.

A convergéncia da solucdo pela GITT foi realizada considerando o numero de termos do
problema particular (NTP) e o nimero de termos do problema filtrado (NTF). A Tabela 1 mostra
a convergéncia para os Casos 1 e 2 para NTP =35e NTF =0, 10 e 15.

Tabela 1 - NTP =35, NTF variavel
Caso 1
NTF=0
0.3 0.6

Caso 2
NTF=0
0.3 0.6

X\Y 0.0 1.0 X\ 0.0 1.0

0.0 1.00000
0.5 1.00000
1.0 1.00000

0.85955 0.72701
0.73097 0.55824
0.00056 -0.01124

0.65252
0.48166
-0.00909

0.0 1.00000
0.5 1.00000
1.0 1.00000

0.71837 0.41384
0.63035 0.33345
-0.00847 -0.00660

0.00000
0.00000
0.00000

NTF =10

NTF =10

X\Y 0.0

0.3 0.6

1.0

X\Y 0.0

0.3 0.6

1.0

0.0 1.00000
0.5 1.00000
1.0 1.00000

0.85955
0.73097 0.55824
0.00056 -0.01124

0.72701

0.65252
0.48166
-0.00909

0.0 1.00000
0.5 1.00000
1.0 1.00000

0.71837 0.41384
0.63035 0.33345
-0.00847 -0.00660

0.00000
0.00000
0.00000

NTF =15

NTF =15

X\YY 0.0

0.3 0.6

1.0

X\Y 0.0

0.3 0.6

1.0

0.0 1.00000
0.5 1.00000
1.0 1.00000

0.85955
0.73097
0.00056

0.72701
0.55824
-0.01124

0.65252
0.48166
-0.00909

0.0 1.00000
0.5 1.00000
1.0 1.00000

0.71837 0.41384
0.63035 0.33345
-0.00847 -0.00660

0.00000
0.00000
0.00000

Como pode ser notado na Tabela 1, nos casos estudados, o problema ndo é influenciado

pelo nimero de termos na solugdo do problema filtrado. J& a Tabela 2 mostra a convergéncia da
solucéo para NTF = 10 com NTP = 10, 30 e 40. Nota-se a convergéncia da solugdo de acordo
com 0 aumento do nimero de termos da solugdo particular e a dificuldade da convergéncia em X
=1
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Tabela 2 - NTF =10, NTP variavel

Caso 1 Caso 2

NTP =10 NTP =10
X\Y 0.0 0.3 0.6 1.0 X\ 0.0 0.3 0.6 1.0
0.0 1.00000 0.85955 0.72701 0.65252 0.0 1.00000 0.71837 0.41384 0.00000
0.4 1.00000 0.78208 0.62097 0.54315 0.4 1.00000 0.66724 0.36501 0.00000
0.9 1.00000 0.22765 0.14152 0.11551 0.9 1.00000 0.20554 0.09029 0.00000
1.0 1.00000 -0.06881 0.03919 0.03178 1.0 1.00000 -0.06118 0.02299 0.00000

NTP =30 NTP =30
X\Y 0.0 0.3 0.6 1.0 X\ 0.0 0.3 0.6 1.0
0.0 1.00000 0.85955 0.72701 0.65252 0.0 1.00000 0.71837 0.41384 0.00000
0.4 1.00000 0.78208 0.62097 0.54315 0.4 1.00000 0.66724 0.36501 0.00000
0.9 1.00000 0.23020 0.13989 0.11417 0.9 1.00000 0.20777 0.08935 0.00000
1.0 1.00000 -0.02332 0.01311 0.01061 1.0 1.00000 -0.02077 0.00770 0.00000

NTP =40 NTP =40
X\Y 0.0 0.3 0.6 1.0 X\ 0.0 0.3 0.6 1.0
0.0 1.00000 0.85955 0.72701 0.65252 0.0 1.00000 0.71837 0.41384 0.00000
0.4 1.00000 0.78208 0.62097 0.54315 0.4 1.00000 0.66724 0.36501 0.00000
0.9 1.00000 0.23020 0.13989 0.11417 0.9 1.00000 0.20777 0.08935 0.00000
1.0 1.00000 0.01751 0.00983 0.00796 1.0 1.00000 0.01560 0.00578 0.00000

Nas Tabelas 3 e 4 os dados dos Casos 1 e 2, com 40 termos, podem ser observados e
comparados com a solugdo do mesmo problema pela sub-rotina FPS2H. A sub-rotina converge
para uma malha uniforme 101x101.

Tabela 3 - Resultados Caso 1
GITT (Presente Trabalho)
X\Y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0 1.00000 0.90960 0.81081 0.72701 0.67187 0.65252
0.4 1.00000 0.85293 0.71881 0.62097 0.56269 0.54315
0.8 1.00000 0.53476 0.34727 0.26870 0.23264 0.22161
0.9 1.00000 0.31545 0.18501 0.13989 0.12017 0.11417
1.0 - 0.02567 0.01353 0.00983 0.00837 0.00796
FPS2H
X\Y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0 1.00000 0.90960 0.81081 0.72701 0.67187 0.65252
0.4 1.00000 0.85293 0.71881 0.62097 0.56269 0.54315
0.8 1.00000 0.53476 0.34727 0.26870 0.23264 0.22161
0.9 1.00000 0.31545 0.18501 0.13989 0.12017 0.11417
1.0 - 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
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Na Tabela 3 nota-se que os resultados obtidos pela GITT possuem boa concordancia com
os obtidos pela sub-rotina FPS2H principalmente para pontos ndo muito proximos do contorno
em X = 1. Na Tabela 4, para o Caso 2, o comportamento observado na Tabela 3 é repetido.

Tabela 4: Resultados Caso 2

GITT (Presente Trabalho)
X\Y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0 1.00000 0.81732 0.61734 0.41384 0.20975 0.00000
0.4 1.00000 0.77793 0.56127 0.36501 0.18242 0.00000
0.8 1.00000 0.50589 0.28642 0.16912 0.08244 0.00000
0.9 1.00000 0.30082 0.15417 0.08935 0.04372 0.00000
1.0 - 0.02441 0.01094 0.00578 0.00259 0.00000

FPS2H

X\Y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0 1.00000 0.81732 0.61734 0.41384 0.20975 0.00000
0.4 1.00000 0.77793 0.56127 0.36501 0.18242 0.00000
0.8 1.00000 0.50589 0.28642 0.16912 0.08244 0.00000
0.9 1.00000 0.30082 0.15417 0.08935 0.04372 0.00000
1.0 - 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

Em ambos os casos estudados, os valores em X = 1 apresentam comportamento oscilatorio
caracteristicos de solucBes por séries. Porém, esse comportamento € suavizado aumentando-se o
namero de termos na solucdo do problema particular. Além disso, é observado nas Tabelas 3 e 4
que em X = 1 esse comportamento também é suavizado nos pontos proximos de Y = 1.

Verifica-se que nas Tabelas 3 e 4 no ponto (1,0) para os resultados da GITT e da sub-rotina
FPS2H néo sdo informados valores em virtude de nesses pontos ocorrerem singularidades.

4. CONCLUSAO

A partir da andlise de convergéncia da solucdo pela GITT, realizada levando em conta NTP e
NTF com b = 0 e as demais constantes iguais a unidade, conclui-se que nos casos estudados o
problema n&o é influenciado pelo nimero de termos na solugdo do problema filtrado, uma vez que
quando b = 0 a solucédo do problema é uma solugédo do problema particular. Percebe-se também que a
convergéncia da solugdo melhora a medida que é aumentado o nimero de termos da solugdo
particular e que existe uma dificuldade na convergénciaem X = 1.

Foi possivel observar que os resultados obtidos pela GITT possuem boa concordancia com 0s
obtidos pela sub-rotina FPS2H para pontos ndo muito préximos do contorno em X = 1. Os resultados
em X = 1, em ambos os casos estudados, apresentam comportamento oscilatério, o que é comum em
solucdes por séries, no entanto, é possivel suavizar essa oscilacdo a medida que se aumenta o nimero
de termos na solugdo do problema particular. Nota-se também que em X = 1 esse comportamento é
atenuado nos pontos proximos de Y = 1.
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Conclui-se, deste modo que o0 objetivo deste trabalho foi alcangado, uma vez que foi
demonstrada a complexidade do comportamento do fendmeno de transferéncia de calor em
superficies estendidas quando a condutividade varia com a temperatura, bem como a técnica
empregada foi capaz de resolver os casos propostos alcancando convergéncias satisfatorias.
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