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RESUMO – Neste trabalho propõe-se um estudo de identificação de sistemas aplicado 
a um processo de neutralização de pH. Modelos auto regressivos (ARX,ARMAX e 
NARX) foram utilizados para o desenvolvimento de modelos de predição do pH 
efluente de um sistema de neutralização. O conjunto de dados utilizados para 
identificar o processo foi obtido experimentalmente em uma planta piloto de 
neutralização utilizando-se soluções de NaOH e HCl com concentrações de 4,0 ×10-3 
M. Os modelos desenvolvidos demonstraram serem capaz de prever a 1 e 5 passos à 
frente o valor do pH do efluente do reator. Índices de desempenho fit (porcentagem da 
variação da saída em relação ao valor real) superiores a 98 % foram alcançados para 
predições 1 passo à frente e de aproximadamente 92 % para 5 passos à frente para os 
modelos ARX, ARMAX e NARX. Assim, os modelos ARX e ARMAX apresentam 
potencial para serem utilizados em controladores MPC. 

 

1. INTRODUÇÃO  

Pode-se determinar um modelo matemático por meio de uma análise fenomenológica do 
sistema ou por meio de identificação de sistema. Quando os fenômenos que descrevem o sistema 
são bem definidos modelos fenomenológicos são utilizados, porém, quando o sistema é muito 
complexo sendo os fenômenos que o descreve de difícil entendimento realiza-se uma modelagem 
por meio de identificação de sistema. A identificação de sistema é a metodologia de criação de 
modelos matemáticos de sistemas dinâmicos com base em dados de entrada e saída (Girault et al., 
2010) e pode compreender uma variedade de modelos que descrevem o sistema assim como 
diferentes critérios de seleção e parametrização (Diversi et al, 2010). 

Sistema de neutralização de pH é um dos processos mais importante nas indústrias química, 
biológica e petroquímica. O desenvolvimento de modelos de neutralização de pH iniciou-se com 
Kramers (1956) e Geerlings (1957) a partir de estudos realizados em um reator CSTR. Um rigoroso 
estudo da dinâmica de sistemas de neutralização de pH em reatores CSTR foi apresentado por 
McAvoy et al. (1972) e reforçado por Gustafsson (1982) e Gustafsson e Waller (1983). Desde 
então, a modelagem de sistemas de neutralização do pH se tornou parte fundamental de projetos 
de controladores destes sistemas. 
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Muitos trabalhos de identificação de sistemas não lineares utilizando modelos auto 
regressivos vem sido realizados para descreve processos como coluna de destilação, neutralização 
de pH, processos biológicos, amplificadores de potência, sistemas de potência de vapor, sistemas 
de refrigeração dentre outros (Eskinat, et al., 1991; Kalafatis, et al., 1995; Hunter e Korenber, 
1986; Roll, et al., 2005; Kim e Konstantinou; Zhao et al., 2014; Guo et al., 2014). Neste trabalho 
realizou-se a identificação de um sistema de neutralização de pH por meio modelos auto 
regressivos ARX, ARMAX e NARX. 

1.1. Modelos AR (Auto-regressivos)  

Segundo Aguirre (2007), em identificação de sistemas, uma representação muito útil, é o 
modelo auto-regressivo (AR) que é representado pela Equação 1: 

���� = ����� − 1� + ����� − 2� + ⋯+ ����� − ���  (1) 

Representação em tempo discreto (Aguirre, 2007): Considere o seguinte modelo geral 
representado pela Equação 2: 

�������� = ����
�������� +

����
���� ����  (2) 

sendo q-1 o operador de atraso, de forma que y(k)q-1=y(k-1), ν(k) ruído branco e A(q), B(q), C(q), 
D(q) e F(q) polinômios definidos pelas Equações 3-7: 

���� = 1 − ����� −⋯− ������� (3) 

���� = ����� +⋯+ �� ���! (4) 

"��� = 1 + #���� +⋯+ #�$���% (5) 

&��� = 1 + '���� +⋯+ '�(���( (6) 

)��� = 1 + *���� +⋯+ *�+���+ (7) 

Modelos ARX (Auto-regressivo com entrada exógena): O modelo ARX, Equação 8, pode 
ser obtido substituindo na Equação 2, C(q) = D(q) = F(q) =1 sendo A(q) e B(q) polinômios 
arbitrários: 

�������� = �������� + ���� (8) 

Quando existe no modelo p saídas e r entradas este é considerado multivariável e pode ser 
escrito conforme Equação 9: 

,��� = ��,�� − 1�…+ ���,�� − ��� + ��.�� − 1�…+ ��!.�� − � � + /��� (9) 
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sendo �0 ∈ 	3454 , �0 ∈ 	3456  e ,��� = 7�����	�����…�4���8
9

, .��� �

:�����	�����…�6���;9, /��� � 7<����	<���� …<4���8
9
. 

A(q) e B(q) na Equação 8 podem ser definidas como matrizes em que cada elemento é um 
polinômio, assim: >��� � ? � ����� �⋯� ����

��� ; @��� � ����� 
⋯
 ����
��!. 

Modelo ARMAX (Auto-regressivo com média móvel e entradas exógenas): O modelo 
ARMAX, Equação 10, pode ser obtido substituindo na Equação 2, D(q) = F(q) = 1 sendo A(q), 
B(q) e C(q) polinômios arbitrários: 

�������� � �������� 
 "������� (10) 

Modelo NARX (Auto-regressivo não-linear com variáveis exógenas): Os modelo NARX 
são modelos discretos no tempo que explicam o valor de saída y(k) em função de valores prévios 
de saída e de entrada e pode ser representado pela Equação 11: 

���� � )7��� � 1�, …��� � ���, ��� � BC�, … ��� � � �8	 (11) 

2. METODOLOGIA 

2.1 Planta piloto 

Para a realização do experimento utilizou-se o sistema de neutralização de pH disponível no 
Centro Universitário da FEI, Figura 1.  

   

Figura 1 – Planta piloto de neutralização de pH: 1) módulo de automação de comunicação; 2) 
inversor de frequência; 3) conversores Fieldbus; 4) conversor de pH; 5) micro computador; 6) 

sensor de nível; 7) sensor de pH; 8) reator; 9) bomba de ácido; 10) bomba de base; 11) bomba de 
efluente; 12) tanques pulmão de ácido e base; 13) reservatório de ácido e de base 

2.2 Identificação do sistema 

Para o desenvolvimento do modelo por meio de identificação de sistemas realizou-se ensaios 
a fim de obter dados experimentais para o treinamento (R1) e validação dos modelos (R2). Para 
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todos os ensaios utilizou-se soluções de NaOH e HCl com concentração igual a 4×10-3 mol⋅L-1. 
Os modelos desenvolvidos são modelos MISO (mult-imput single-output) onde as entrada são u1: 
vazão de solução básica (NaOH) e u2: vazão de solução ácida (HCl) e a saída é y1:pH. 

Para a obtenção dos dados para treinamento e validação dos modelos, realizou-se um estudo 
do comportamento dinâmico do sistema para a determinação do tempo de acomodação (ta) obtendo 
ta = 400 s para perturbações na vazão de NaOH e ta = 500 s para perturbações na vazão de HCl. 
Uma vez determinado o tempo de acomodação determinou-se o tempo de mudança (tsw) nos sinais 
das variáveis u1 e u2 por meio da Equação 12 (SEBORG et al., 2004): 

DEF = DG 3⁄  (12) 

Assim, o tempo de mudança (tsw) para as perturbações na vazão de NaOH foi igual a 133 s 
e na vazão de HCl igual a 167 s. Com a definição dos tempos de mudança nos sinais das variáveis 
de entrada u1 e u2 foram realizados os ensaios R1 e R2. 

ENSAIO R1: Neste ensaio, representado pela Figura 2 (a e b), fixou-se a vazão de HCl 
variando a vazão de NaOH a cada 133 s e posteriormente variando, a cada 167 s, a vazão de HCl 
e fixando a vazão de NaOH. ENSAIO R2: Para a validação dos modelos realizou-se um ensaio 
variando as vazões de NaOH e HCl separadamente, com base nos tempos de mudança (tsw) de 
cada vazão, conforme apresentado na Figura 2 (c e d). 

 
Figura 2 – Dados de treinamento e validação dos modelos auto regressivos 
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2.2.1 Seleção da estrutura de modelos: Um dos aspectos importantes na determinação da estrutura 
de modelos é a escolha da ordem do modelo. Por exemplo, para modelos lineares pode-se utilizar 
o critério de informação de Akaike (AIC) (AKAIKE, 1974) definido como (AGUIRRE, 2007): 

�?"��J� = KL�:MN66O� ��J�; + 2�J  (12) 

onde: N é o número de dados, MN66O� ��J� é a variância do erro de modelagem (erro de predição de 
um passo à frente) e �J = 'PQ7RS8 é o número de parâmetros do modelo.  

Com o auxílio do MATLAB®, obteve-se as estruturas ARX: Critério MDL (na=[2], nb=[ 
4 1] e nk=[1 1]); Critério AIC e melhor ajuste (na=[4], nb=[4 4] e nk=[1 1]) . 

var=arxstruc(dados_treinamento,dados_de_validação,struc([na] [nb] [nk])); 
selstruc(var);  

3. RESULTADOS  

Os modelos ARX, ARMAX e NARX para predição do pH do efluente do sistema de 
neutralização foram desenvolvidos no MATLAB® utilizando-se, respectivamente, os comandos:  

m = arx(dados_treinamento,[na nb nk]) 
m = armax(dados_treinamento,[na nb nc nk]) 
m = nlarx(dados_treinamento,[na nb nk], sigmoidnet( 'num' ,10)) 

A validação dos modelos foi realizada com predição a 1 passo à frente, para a verificação do 
desempenho do modelo, e com predição a 5 passos à frente para a verificação da possibilidade de 
utilização do modelo em controladores MPC (Controle Preditivo baseado em Modelo). A 
verificação do desempenho dos modelos foi realizado por meio do comando (MATLAB®): 

compare(dados_validação, modelo, passo_de_predição) 

O desempenho dos modelos AR’s é avaliado por meio da porcentagem da variação da saída 
em relação ao valor real (fit) que é representado pela Equação 13. 

*PD = T���O6U����V��O6U��V��WV�
X 5 100%	  (13) 

3.1 Modelo de predição ARX 

O modelo MISO utilizando a estrutura ARX (na=[4], nb=[4 4] e nk=[1 1])  para predição do 
pH (y1) tendo como variáveis de entrada as vazões de NAOH (u1) e de HCl (u2) pode ser escrito 
explicitamente por: ����,�D� = ����.�D� + <�D�, onde:  

���� = 1 − 1,51300��� + 0,47900��� − 0,02776��` + 0,06338��b  
�1��� = 0,00438��� + 0,04486��� − 0,03619��` − 0,01065��b  
�2��� = 0,00367��� − 0,00866��� − 0,00975��` + 0,01369��b  
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A validação do modelo ARX é apresentado na Figura 3.  

 
Figura 3 – Predição do pH utilizando estrutura ARX: a) predição 1 passo à frente; b) predição 5 

passos à frente. 

3.2 MODELO DE PREDIÇÃO ARMAX 

O modelo MISO ARMAX (na=[4], nb=[4 4], nc=[1] e nk=[1 1]) para predição do pH pode 
ser representado explicitamente como: ����,�D� = ����.�D� + "���<�D�, onde: 

���� = 1 − 2,27500��� + 1,67000��� − 0,42680��` + 0,03217��b  
�1��� = 0,00403��� + 0,04176��� − 0,07664��` + 0,03124��b  
�2��� = 0,00395��� − 0,01186��� − 0,01287��` + 0,02070��b  
"��� = 1 − 0,76460���  

Na Figura 4 é apresentada a validação do modelo ARMAX. 

 

Figura 4 – Predição do pH utilizando estrutura ARMAX: a) predição 1 passo à frente; b) 
predição 5 passos à frente. 
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3.3 MODELO DE PREDIÇÃO NARX 

O modelo MISO NARX (na=[3], nb=[3 3] e nk=[1 1]) , para predição do pH, foi 
desenvolvido utilizando-se o estimador da não-linearidade do tipo sigmoidnet com 10 termos de 
expansão da rede sigmoide. A função sigmoide da rede é baseada na função representada pela 
Equação 14: 

)�c� = �c − d� + ��*��c − d�e�� − #�� + ⋯+ ��*��c − d�e�� − #�� + ' (14) 

onde: P e Q são matrizes de projeção (m×p); r é um vetor (1×m) que representa o valor médio do 
vetor regressor calculado a partir de dados de estimativa; d, ak e ck são parâmetros; L é um vetor 
(p×1) e bk são vetores (q×1) sendo q o número de componente de x usado na função sigmoide. 
Sendo: f é a função é a função sigmoide definida pela Equação 15: 

*�f� = �
Ngh� (15) 

A validação do modelo NARX é representada pela figura 5. 

 

Figura 5 – Predição do pH utilizando estrutura NARX: a) predição 1 passo à frente; b) predição 5 
passos à frente. 

4. CONCLUSÃO 

 Os Modelos Auto regressivos desenvolvidos apresentaram bom desempenho na predição do pH 
do efluente do reator de neutralização. Para os modelos ARX, ARMAX e NARX foram obtidos fit 
(coeficiente de desempenho adotado) superiores a 98 % quando realizada a simulação com valores reais 
com predição a 1 passo à frente. Para as simulações 5 passos à frente os modelos AR’s apresentaram fit 
de aproximadamente 92 % que representa também um bom desempenho para os modelos. A simulação 
1 passo à frente é importante quanto a validação do modelo e a simulação 5 passos à frente demostra se 
os modelos desenvolvidos tem potencial para serem utilizados em controles MPC. Assim, os modelos 
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ARX e ARMX desenvolvidos apresentam potencial para a utilização em controladores MPC. O 
desenvolvimento do Modelo NARX foi apenas para comparação com os modelos lineares. 
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