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RESUMO - O potencial de Gibbs-Donnan aparece quando ions ndo permeaveis
sdo desigualmente distribuidos entre duas soluces eletroliticas separadas por uma
membrana de permeabilidade seletiva, que permite a passagem de certos ions
livremente entre as duas solu¢fes. Essa distribuicdo de ions deve obedecer as leis
da termodinamica e ao principio da eletroneutralidade. O objetivo deste trabalho é
utilizar a equacdo de Poisson-Boltzmann (EPB) levando em conta as cargas
moveis (ions) e as cargas fixas (proteinas localizadas, por exemplo)
simultaneamente nos dois lados da membrana, calculando, além das
concentrac@es ibnicas, o potencial transmembrana. Os resultados mostram que a
solucéo obtida da equacdo de Poisson-Boltzmann é consistente e concordante com
o0 potencial de Gibbs-Donnan calculado pela equagéo de Nernst.

1. INTRODUCAO

O potencial de Gibbs-Donnan ocorre quando ions ndo permeaveis sdo desigualmente
distribuidos entre duas solucdes eletroliticas separadas por uma membrana de permeabilidade
seletiva, que permite a passagem de certos ions entre as duas solucGes. A distribui¢do de ions
obedece as leis da termodindmica e ao principio da eletroneutralidade entre os dois
compartimentos (a e ) separados pela membrana (KRYSINSKI; TIEN, 1986).

Para obter a diferenca de potencial entre os dois compartimentos Prausnitz,
Lichtenthaler e Azevedo (1999) abordam a igualdade de potencial quimico do solvente entre
os dois compartimentos, assim como a igualdade de potencial quimico do sal entre os
referidos compartimentos. Estes autores ressaltam que a igualdade do potencial quimico
referente a cada ion é incorreta. Haynie (2008) defende a mesma abordagem. Porém, na
literatura, encontram-se controvérsias a respeito do assunto. Krysinski e Tien (1986),
Sperelakis (2001) e Mafe et al.(1993) relatam a igualdade de potencial quimico de cada
espécie idnica e ndo do sal.

Ambos 0s caminhos convergem para uma equacdo que relaciona as concentragdes de
equilibrio dos eletrdlitos presentes em cada compartimento.

De acordo com a abordagem de Prausnitz, Lichtenthaler e Azevedo (1999), o potencial
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elétrico através da membrana pode ser calculado pela equacao de Nernst:

Ay BT af €
l/)_FZi nai“

sendo Ay a diferenga de potencial transmembrana, R a constante universal dos gases, T a
temperatura, F a constante de Faraday, z; a valéncia do ion i e a; a atividade do ioni. E
comum considerar a atividade do ion i igual a concentracédo deste.

Controversamente, Krysinski e Tien (1986) igualam o potencial quimico dos ions,
considerando que o desenvolvimento de um diferencial de pressdo ndo afeta
significativamente a distribuicdo de soluto. Independentemente da abordagem utilizada,
ambos os desenvolvimentos conduzem a diferenca de potencial calculado pela equacdo de
Nernst.

O potencial de Gibbs-Donnan contribui para o potencial de membrana e particdo i6nica
observados em células biologicas. Nestes sistemas, as macromoléculas presentes no meio
citoplasmatico sdo consideradas como polieletrélitos impermeaveis a membrana plasmatica.

O objetivo deste trabalho consiste em resolver a equacgdo de Poisson-Boltzmann (EPB),
com a inclusdo da densidade volumétrica de cargas fixas (polieletrélitos), para os dois meios
simultaneamente e obter perfis de concentracdo dos ions e a diferenca de potencial
transmembrana. Uma questdo importante &€ mostrar que a solugdo da EPB é consistente com o
potencial transmembrana obtido por meio da equacéo de Nernst.

2. TEORIA

2.1. Equacéo de Poisson-Boltzmann

A equacdo de Poisson-Boltzmann é uma equacéo diferencial parcial de segunda ordem.
Em sua forma classica, é obtida a partir da equacdo de Poisson ao se considerar que a
concentracdo de ions varia com a distancia em relagdo a superficie de acordo com a
distribuicdo de Boltzmann, sendo afetada pelo potencial eletrostatico e pela temperatura,
conforme abordagem de Gouy-Chapman para dupla camada elétrica.

A distribuicdo de Boltzmann pode ser descrita por

—eZil/J> 2
kgT

Ci = C;€XP (

em que c; € a concentragdo do ion i (nimero de ions por unidade de volume), c;. € a
concentracdo do ion i a uma distancia infinitamente grande da fase sélida (no seio do fluido,
Vs = 0), e € a carga do elétron, z; € a valéncia do ion i, 1 é o potencial eletrostatico, kg € a
constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta.

O produto ez;y representa o trabalho necessério para transferir um ion do seio da
solugédo (Y, = 0) para o ponto em que o potencial € igual a y; o produto kT representa a
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energia térmica (LIMA, 2008a).

A equacdo de Poisson, que relaciona a densidade volumétrica de carga p; com o
potencial eletrostatico i, pode ser escrita da seguinte forma:

gV (eVY) = —p, (3)
sendo &, a permissividade do vacuo e ¢ a constante dielétrica do meio.

A constante dielétrica do meio (¢) pode ser considerada uniforme, como na teoria de
Gouy-Chapman, ou funcao da posicao no espaco, em uma abordagem mais realistica (LIMA,
20084, b, c, d).

Quando ndo héa cargas elétricas envolvidas, o lado direito da Equacdo (33 anula-se,
fazendo com que a equacdo de Poisson reduza-se a equacdo de Laplace. Havendo cargas
elétricas envolvidas, a densidade volumétrica de carga p; é expressa pelo somatorio das
densidades volumétricas de carga moveis (p.,) e fixas (pf):

pL = Pm + Py (4)

Pm = € Z ZiCi (5)
i

6

pl=eZZicl-+pf ()

l

Substituindo a Equacdo 6 na equacdo de Poisson (Equagdo 3), e utilizando a
distribuicdo de Boltzmann (Equacdo 2), para expressar a concentracdo de ions, obtém-se a
equacao de Poisson-Boltzmann, dada por:

£V - (Vi) = —e Z 2iC100 €XP <—:SLT¢> by 7)

i

As condicdes de contorno comumente associadas & Equagdo 7 podem ser de dois tipos:
potencial especificado na superficie ou densidade superficial de carga o especificada na
superficie. Neste trabalho, especificou-se a densidade superficial de carga em x — o e
x — —oo sendo iguais a 0, conforme as Equacdes (8) e (9).

V(%) ]300 = 0 (8)
Vp(x)|xn-00 = 0 (9)
A equacdo de Poisson-Boltzmann foi adimensionada e resolvida por meio do método

dos elementos finitos com aproximacdo em spline de segunda ordem em um sistema
estacionario e unidimensional em coordenadas cartesianas (BARBOSA, 2014).
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2.2. Densidade Volumétrica de Carga Fixa

Utilizou-se uma funcdo de regularizacdo para expressar a densidade volumétrica de
carga fixa entre os dois compartimentos separados pela membrana de permeabilidade seletiva,
de forma a garantir a continuidade e eliminar possiveis problemas numéricos (BARBOSA,
2014).

Fungdes de regularizacdo sdo usadas para unir duas funcdes distintas de uma mesma
variavel independente. Essa metodologia é importante quando se deseja utilizar a equacdo de
Poisson-Boltzmann simultaneamente para os dois meios, em que se podem obter respostas um
pouco diferentes em cada compartimento. A func¢do de regularizagéo serve para gerar uma
funcdo continua em todo o intervalo da referida varidvel (FREITAS et al., 2012).

A funcdo de regularizacdo utilizada aqui consiste na fungédo tangente hiperbdlica. Sejam
duas funcgdes genéricas g(x) e h(x) de tal forma que:

_{9&x),  parax<x’ (10)
fo) = {h(x), para x > x*

A funcdo f(x) é descontinua. Para compatibilizar as duas solucdes e transforma-la em
uma fungéo continua F (x), realiza-se o seguinte equacionamento:

F(x) =v(x)h(x) + [1—v(x)]g(x) (11)
sendo:
1 + tanh (x — x*) (12)
v(x) = >

O paréametro n relaciona-se a suavidade da curva. Altos valores de n geram curvas mais
suaves, enquanto que baixos valores geram curvas mais bruscas.

3. RESULTADOS

Por meio da abordagem de Krysinski e Tien (1986), Sperelakis (2001) e Mafé et al.
(1993) torna-se possivel a utilizacdo da distribuicdo de Boltzmann para descrever o perfil de
concentracdo ao longo de uma solucdo eletrolitica, uma vez que nestas abordagens hd uma
igualdade de potencial quimico dos ions entre as duas fases separadas pela membrana
semipermedvel. A utilizacdo da distribuicdo de Boltzmann (Equacdo 2) vem da imposicao de
que o potencial quimico de cada ion deve ser invariante com a distancia.

A equacdo de Poisson-Boltzmann classica unidimensional em coordenadas cartesianas
na presenca de cargas fixas foi resolvida a fim de comparar com os resultados obtidos pelo
equilibrio de Gibbs-Donnan. Em todas as situacdes analisadas nesta se¢do, 0 meio consiste
em uma solucdo aquosa com eletrolitos a temperatura de 310,15 K e constante dielétrica do
meio igual a 74,16. Além disso, a membrana semipermeavel ndo apresenta carga.

O primeiro caso analisado refere-se a um sistema eletrolitico com NaCl. No equilibrio,

Area tematica: Engenharia das Separagdes e Termodinamica



(BQ 19 a 22 de outubro de 2014

Congresso Brasileiro de Floriandpolis/SC
Engenharia Quimica

em um dos compartimentos ha uma concentracdo equivalente constante de proteina (com
carga liquida negativa) igual a 100 mEg/L, enquanto que no outro compartimento a
concentracio no seio da fase fluida é igual a 70 mM de Na® e 70 mM de CI". O perfil de
densidade volumétrica de carga fixa em MCm™ pode ser observado na Figura 1. Para a
construcdo da funcdo de regularizacdo de densidade volumétrica de carga fixa utilizou-se
valor de n igual a 0,1.

De acordo com o principio da eletroneutralidade e leis da termodindmica, as
concentragdes de Na® e CI" no meio que contém a proteina sdo respectivamente iguais a
136,02 mM e 36,02 mM. Segundo a equacéo de Nernst, o potencial de Gibbs-Donann entre os
dois compartimentos separados pela membrana é igual a -17,754 mV.

Por meio da equacdo de Poisson-Boltzmann, obteve-se uma diferenca de potencial entre
0s seios das fases fluidas igual ao previsto pelo potencial de Gibbs-Donnan (Figura 1B); o
mesmo fato ocorreu em relagdo as concentracdes de Na* e CI no seio da fase fluida do
compartimento a esquerda (Figura 1C). A membrana é considerada de espessura infinitesimal.
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Figura 1 — Perfil de densidade volumétrica de carga fixa (A), potencial elétrico (B) e
concentracdes de Na* e CI (C) nas proximidades de uma membrana semipermeavel. A linha
tracejada preta em 0.1 um refere-se a localizagdo da membrana. O compartimento da
esquerda possui uma concentracao equivalente constante de proteinas igual a 100 mEg/L no
seio da fase fluida, enquanto que no outro compartimento a concentragao no seio da fase
fluida é igual a 70 mM NaCl.
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O segundo caso analisado consiste no compartimento a esquerda apresentando 500 mM

de um cétion impermeével a
concentracdo de 340 mM do sal

membrana e o compartimento a direita apresentando
NaCl. Segundo o equilibrio de Gibbs-Donnan, o potencial

elétrico entre os dois compartimentos é igual a 18,209 mV e as concentragdes de Na* e CI" no
seio da fase fluida do compartimento a esquerda sdo iguais a 172,02 mM e 672,02 mM,

respectivamente.

Para a construcdo do perfil de densidade volumétrica de carga fixa utilizou-se a funcéo
de regularizacdo com valor de n = 0,1.

A solucdo da equacdo de

Poisson-Boltzmann com carga fixa forneceu os mesmos

valores para o potencial elétrico e concentragdo dos fons Na* e CI" no seio da fase fluida do
compartimento a esquerda, como pode ser observado na Figura 2.

p, (MCm?)

6751

600
525
450
375+
300

Concentracdo (mM)

225

150

B
>
E
>
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
X (um)
""""""
I - —[Na1]
" - - -[cn
|
\
(IR
U e e
"
W
/
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
X (um)

Figura 2 — Perfil de densidade volumétrica de carga fixa (A), potencial elétrico (B) e

concentragdes de Na* e CI™ (C)

na presenca de uma membrana semipermeavel na qual o

compartimento a esquerda possui uma concentracdo de cation impermeavel igual a 500 mM e
concentragdes de Na* e CI iguais a 172,02 mM e 672,02 mM, respetivamente, no seio da fase

fluida, e o compartimento a direi
mM de NaCl. A linha tracejad
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O terceiro caso consiste na presenca de proteina em um dos compartimentos, com
densidade volumétrica de carga fixa igual a -4,34 MCm™ (concentrago equivalente igual a 45
mEQ) no seio da fase fluida na presenca dos ions Na*, K e CI" A concentragdo desses ions no
seio da fase fluida ausente de proteina é igual a 140 mM, 10 mM e 150 mM, respectivamente.

Segundo a teoria do equilibrio de Gibbs-Donnan, o potencial elétrico entre os dois
compartimento no terceiro caso € igual a -3,99 mV e as concentragdes de Na*, K" e CI" no
seio da fase fluida referente ao compartimento com proteina sdo iguais a 162,57 mM, 11,61
mM e 129,18 mM.

Assim como nos casos anteriores, obteve-se 0 mesmo resultado para a diferenca de
potencial e concentracdes de ions no seio da fase fluida do compartimento que contém o ion
impermeavel através da resolucdo da equacdo de Poisson-Boltzmann (Erro! Fonte de
referéncia ndo encontrada.).
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Figura 3 — Perfil do potencial elétrico (A) e concentracdes de Na*, K™ e CI" (B) na
presenca de uma membrana semipermeavel, na qual o compartimento a esquerda possui uma
concentracdo equivalente de proteina impermeavel igual a 45 mEq e o compartimento a
direita possui concentragdes no seio da fase fluida iguais a 140 mM de Na*, 10 mM de K™ e
150 mM de CI'. A linha tracejada preta em 0.1 um refere-se a localizacdo da membrana.

A linha tracejada preta refere-se a localizacdo da membrana semipermeavel.

Dessa forma, é possivel observar que o potencial de Gibbs-Donnan (diferenca de
potencial transmembrana) surge automaticamente da resolucdo da equagdo de Poisson-
Boltzmann e, desta forma, ndo precisa ser imposta para tratar sistemas carregados e contendo
membranas.

4. CONCLUSAO

Com base nos resultados obtidos, conclui-se que a equagdo de Poisson-Boltzmann com
a inclusdo de carga fixa pode ser uma ferramenta Util para analisar potenciais e concentragdes
ibnicas de sistemas contendo membranas de permeabilidade seletiva, tipicas de membranas
bioldgicas. Essas membranas apresentam potencial de Gibbs-Donnan (diferenca de potencial
transmembrana) que surge automaticamente da resolucdo da equacéo de Poisson-Boltzmann,
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conforme mostrado aqui.
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