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RESUMO - A determinacdo da taxa de amostragem, em controle digital, € uma
etapa importante no projeto de um sinal para identificacdo de sistemas dinamicos
a partir de dados do processo. E uma etapa que freqiientemente é dada pouca
atencdo pelos Engenheiros Quimicos na area de controle de processos. Este
trabalho tem como objetivo aplicar um método de determinacdo de taxa de
amostragem que satisfaz o teorema de Shannon-Nyquist e esclarecer como o
falseamento de frequéncias (aliasing) é potencialmente prejudicial a identificacéo
de sistemas. Um estudo de caso é realizado através de simulacdo a fim de
demonstrar a importancia deste trabalho.

1. INTRODUCAO

O procedimento de amostragem de dados produzidos pelo sistema é uma caracteristica
inerente do controle digital. E inevitdvel que a amostragem cause a perda de alguma
informac&o, porém é possivel minimizar este efeito.Esta perda de informagdo ocorrida na
amostragem é melhor descrita no dominio da frequéncia. Suponha que um sinal S(t) é
amostrado com um periodo de amostragem T, tal que S(t) = S(kT), para k=(1,2,...). Seja
ws = 2m/T a frequéncia de amostragem e wy = wy/2 a frequéncia de Nyquist. Ja é
conhecido que uma funcdo senoidal com frequéncia maior que wy ndo pode, quando
amostrada, ser distinguida de uma frequéncia no intervalo [-wy, wy] (Ogata, 1997). Por
consequéncia, se esta frequéncia de amostragem for tal que|w| > wy, havera sobreposicao de
sinais tal que coswkT = coswkT e sinwkT = sinwkT, sendo—wy > & > wy, indicando
falseamento do sinal amostrado.

O fendmeno de falseamento de frequéncias, ou aliasing, ocorre porque partes do
espectro de um sinal amostrado que correspondem as frequéncias mais altas que wy, Serdo
interpretadas como contribui¢bes de frequéncias mais baixas que wy (Equagdes 1-5).
Consequentemente o espectro do sinal amostrado serda uma superposicdo de diferentes partes
do espectro original.

@r(s) = ¢ (@ + kwy) 1)
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Ondegr € espectro total,¢. € 0 espectro em tempo continuo, w é a frequéncia do sinal
continuo, ws a frequéncia de amostragem do sinal, k uma constante de relacdo entre as
frequéncias de amostragem e de Nyquist. Com R.(7) sendo a fungdo de auto-correlagcdo para
0 espectro em tempo continuo e R (IT)a para o espectro total, as fun¢des de ¢, e ¢ sdo
obtidas pela transformada de Fourier de suas respectivas fungdes de auto-correlagdo (Aguirre,
1997).
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A determinacdo da taxa de amostragem €, portanto, um aspecto importante no
desenvolvimento de sinais para identificacdo de sistemas, uma vez que é uma técnica de
modelagem para controle de processos na qual modelos dindmicos sdo construidos através de
dados observados do sistema (Ljung, 1987). Se o sistema estiver sendo amostrado com uma
taxa de amostragem ndo adequada, os algoritmos de deteccdo de estrutura e estimacdo de
parametros, mesmo 0s mais avancados, ndo produzirdo modelos que representem o
comportamento do sistema adequadamente.

Segundo o teorema de Shannon-Nyquist, reapublicado por Shannon (1998), a
frequéncia de amostragem wg deve ser pelo menos duas vezes maior do que a frequéncia mais
alta wy presente no sinal analdgico, em que wy é a frequéncia de Nyquist, representada pela
Equacéo 6.

Ws = 2 * wy (6)
2. ESTUDO DE CASO

A influéncia de diferentes taxas de amostragem em um sistema digital foi avaliada em
um modelo de dois reatores isotérmicos denominados 1 e 2, em série, ndo interativos, com
reacdo de primeira ordem e operando com vazdo de entrada e saida constantes a volume
constante. O reator 1 é alimentado com uma corrente de reagente com concentracdo Ca;, €
descarregado no reator 2 com uma corrente de concentracdo Ca;. O modelo fenomenoldgico
dos reatores em série podem ser representados pelas equacdes 7 e 8, respectivamente.

dCa; F @)
T —FlCain—FlCal—koCal
dCa, F (8)

dt = V_anl _V_anz - kocaz

Utilizando transformada de Laplace e transformando em variavel desvio obteve-se um
modelo de funcdo de transferéncia de segunda ordem Gp(s)representada pela Equacéo 9,
relacionando a saida do segundo reator com a entrada do primeiro reator.
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Tabela 1 — Parametros do modelo dos reatores CSTR em série

Parametros do modelo Valor(Unidade)
F (Vazao) 6.5 L/min
V12 (Volume) 24 L
k, (constante cinética) 0.017 min™
Cy(s 0.9987 9
Gr(s) = 2 ©)

Cayn(s) 0.1346s2 +0.734s + 1

Pela Figura 1, determina-se a largura de banda do processo e a frequéncia de Nyquist

através do diagrama de Bode que corresponde aoponto de -3 dB, que representa o valor
absoluto da magnitude para a qual a funcdo de transferéncia de poténcia assume metade do
seu valor méximo, indicando a largura de banda (Woyczynski, 2011). A largura de banda do
processo foi determinada como 1.74 rad/s, sendo esta justamente a frequéncia maxima de
interesse do sistema. Forgou-se entdo uma variagdo senoidal com frequéncia de 1.74 rad/s na
concentragcdo Ca;, na corrente de alimentacdo do reator 1 e verificou-se a variagdo nos
valores de concentracdo Ca, na corrente de saida do reator 2 de forma continua, como
mostrado na Figura 2. Os valores de Ca[mol/L] estdo apresentados em variavel desvio em
torno de um determinado regime permanente arbitrario, tal que C, = C4(t) — Cy gp-

Diagrama de Bode
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Figural - Diagrama de Bode para a funcéo de transferéncia Gp(s).
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Concentragdo de A na alimentacdo do reator 1 e na saida do reator 2
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Figura 2 — Concentracdes Ca;, € Ca, a uma frequéncia de 1,74 rad/s.

Vale mencionar que pelo diagrama de bode, na frequéncia de 1.74 rad/s ha um
deslocamento no angulo de fase de 65.2 graus entre o sinal continuo de saida Ca, em relagéo
a entrada Ca;,, devido principalmente ao atraso de transporte de massa em decorréncia ao
tempo de residéncia do reagente nos reatores. A atenuacgéo entre as amplitudes dos valores de
Ca;,eCa, é aproximadamente em varidvel desvio igual a 0.707 [mol/L] na escala absoluta,
que na escala logaritmica equivale a -3 dB.

Ao realizar a amostragem do sinal de Ca, a uma taxa de 1.74 [rad/s], observa-se pela
Figura 3 que o periodo de amostragem esta em sincronia com a oscilacdo do sinal continuo de
Ca,, ou seja, cada amostragem captura 0 mesmo valor de concentracao, proporcionando uma
falsa interpretacdo de que a concentracdo na saida do reator 2 é constante. Isto corrobora com
os resultados apresentados no espectro de poténcia na Figura 4, que sera discutido mais
detalhadamente adiante. A taxa de amostragem correta de Ca,, seguindo o teorema de
Shannon-Nyquist, tem que ser pelo menos 3.48 rad/s.

E possivel observar qualitativamente o fenémeno de falseamento na Figura 3 quando a
concentracdo Ca, € amostrada a 1.64 [rad/s]e a 1.84 [rad/s]. Ambas frequéncias estdo a 0.1
[rad/s] da frequéncia de Nyquist, apesar disso observa-se que, aparentemente, as fungdes
senoidais discretas estdo ambas com a mesma frequéncia de oscilacdo, mesma amplitude
porém com um atraso de fase de alguns graus, cerca de 5,7 graus pelo diagrama de Bode da
Figura 1,estando ambos graficos na mesma escala de tempo. O mesmo pode ser observado
qualitativamente para os pares de frequéncia 1.74 +0.2 [rad/s] e 1.74 + 0.3 [rad/s], também
apresentados na Figura 3.

Uma analise mais quantitativa em relagdo a frequéncia de sinais amostrados ou séries
temporais pode ser realizada através do espectro de poténcia apresentado na Figura 4. Através
da transformada rapida de Fourier(FFT) um sinal arbitrario € decomposto em um somatério
de senos e cossenos com seus respectivos coeficientes. Porém é mais interessante conhecer o
conteddo absoluto de informagdo que esta presente em uma determinada frequéncia,
independentemente se faz parte da funcdo seno ou cosseno. Esta informacdo esta contida no
valor absoluto dos coeficientes da FFT para cada frequéncia. Para obter a poténcia do sinal,
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eleva-se o quadrado o valor absoluto do coeficiente da série de Fourier e isto é considerado a

poténcia do sinal [W/Hz], conforme Storey (2002).

Sinal da concentragcdo Ca amostrado com diferentes taxas de amostragem
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Figura 3 - Sinal da concentracao de Ca (mol/L) no reator 2
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Figura 4 - Espectro de poténcia
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A frequéncia dominante do sinal em um espectro de poténcia é determinada pelo
maior valor absoluto do coeficiente da FTT elevado ao quadrado, ou seja, sdo 0s picos do
espectro que foi gerado em uma taxa de amostragem constante. Estes picos indicam a
frequéncia dominante do sinal com aquela taxa de amostragem. Por exemplo, na frequéncia
de amostragem de 1.74 rad/s, a frequéncia dominante no espectro de poténcia é 0 Hz como se
observa na Figura 4, ou seja, ndo ha oscilagdo nos pontos amostrados.

Quando a frequéncia de amostragem de uma funcéo senoidal vai aumentando até o
limite superior da largura de banda (frequéncia de Nyquist), a frequéncia dominante do sinal
resultante vai diminuindo como foi discutido anteriormente e pode ser visto qualitativamente
na Figura 3. Este efeito ocorre quando wy,qs: € ultrapassada, pois cada incremento na taxa
de amostragem causa um aumento na frequéncia dominante do sinal amostrado.

Porém como pode ser visto na Figura 4, o sinal da concentracdo Ca, amostrado com
taxas de 1.64 [rad/s] e 1.84 [rad/s] possuem frequéncias dominantes quase iguais. Foi dito
anteriormente que na Figura 3, a amostragem a 1.64 [rad/s] e 1.84 [rad/s] apresentavam
comportamento similar no dominio do tempo qualitativamente, aparentando na verdade ser a
mesma onda senoidal, s6 que com maior angulo de fase. O que é um fato interessante, pois
1.84 [rad/s] é maior que 1.64 [rad/s]. Isto é a caracteristica que define o falseamento de
frequéncias, quando uma taxa de amostragem superior a largura de banda do processo se
apresenta como uma frequéncia menor que a frequéncia de Nyquist. A mesma analise é valida
para as taxas de amostragem de wyyqyise £0.2 [rad/s] € wyyquise 0.3 [rad/s].

Apesar do espectro descrever apenas alguns caracteristicas de um sinal, muitas
propriedades relacionadas a identificacdo de processos dependem apenas do espectro dos
sinais envolvidos (Ljung, 1987). No projeto de sinais em identificacdo de sistemas, é
importante que o sinal de identificacdo excite todas as frequéncias relevantes do processo, diz
entdo que o sinal de identificacdo é persistentemente excitante. Um sinal de identificacdo
branco possui poténcia espectral ndo-nula em todas as frequéncias, como observado na Figura
5b, e fungéo de autocorrelagdo nula exceto na origem (Aguirre, 1997).

Os processos quimicos possuem em geral um perfil passa-baixa, similar a um filtro de
ruidos passa baixa, onde o perfil dominante de poténcia do sinal de saida se encontra em
frequéncias mais baixas. O que condiz com observacfes reais, uma vez que 0S Processos
quimicos possuem dindmicas mais lentas. Em regime permanente, ao se realizar uma
mudanca no estado de referéncia (setpoint) em um reator CSTR ou em uma coluna de
destilacdo, a dindmica do processo para se atingir um novo estado estacionario ocorre em um
tempo razoavel, podendo durar horas ou dias. Enquanto que em sistemas elétricos as
constantes de tempo séo pequenas, favorecendo o deslocamento das frequéncias dominantes
do processo para valores mais altos. Um sinal de identificagdo com caracteristicas que
favorecem processos mais lentos pode ser visto na Figura 6.
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Figura 5 — Sinal de identificagdo PRBS branco.

PRBS com M=63, Tclk = 8*T
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Figura 6 — Sinal de identificacio PRBS “passa-baixa”

4.CONCLUSAO

O falseamento de frequéncia pode potencialmente interferir na identificacdo de
sistemas. Porque componentes de alta frequéncia dobram e deslocam-se para regifes do
espectro onde tipicamente encontra-se informacdo relevante a dindmica dos processos
quimicos e ao comportamento estatico do modelo “real” do processo. Podendo interferir e/ou
amplificar coeficientes de modelos causando polarizacdo de pardmetros ou até mesmo
alterando a estrutura e ordem do modelo.
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