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RESUMO - Este trabalho apresenta uma metodologia baseada em principios da estatistica
classica para determinar as regides de estabilidade robusta de sistemas lineares ou nédo
lineares, com um nivel de conservadorismo muito menor que aqueles apresentados pelas
metodologias deterministicas. O carater aleatorio das raizes do sistema, representado pelas
distribuices de probabilidades diz respeito ao universo de todos os resultados possiveis
para o fendmeno, garantindo o mapeamento através da métrica de distancia estatistica
associada a funcédo chi-quadrado para um aceitavel o nivel do erro a, resultando em uma
elipse a qual pode ser facilmente identificada e estabelecida. Comparagfes com 0s
métodos classicos de andlise da estabilidade como o lugar das raizes, o conceito de
entrada limitada-saida limitada, ou a estabilidade por Liapunov, também estdo inclusas na
analise do trabalho. Tais comparacfes tém indicado que os resultados obtidos através da
metodologia proposta sdo menos conservativos e consequentemente produz uma analise e
mapeamento da regido de estabilidade robusta, considerando todas as variaveis, 0s
parametros e as interacdes simultdneas entre eles, sem a necessidade de avaliar
contribuicbes isoladas relativas a analise de estabilidade. O método proposto permite
também monitorar continuamente a regido de estabilidade, avaliando a sua tendéncia, e
com isso determinado a necessidade de tomada de decisdo, em tempo habil, a fim de
restaurar tal regido.

1 INTRODUCAO

A estabilidade é uma das caracteristicas mais importantes do sistema (Ogata, 2010). A
analise da estabilidade deve ser aplicada ndo somente em relacdo a dinamica do sistema de
controle, mas também com relacdo as etapas iniciais dos projetos de tais sistemas. De acordo com
Nerendra e Annaswamy (2012) o primeiro passo para verificar a estabilidade de um sistema seria
o0 desenvolvimento de modelos do processo adequados a descrever o comportamento do sistema
dindmico.

Os trabalhos académicos no ambito de sistemas de controle tém tratado as incertezas, em
sua maioria, como deterministicas ou vinculadas a estimacdo de probabilidade associada aos
métodos classicos de otimizacdo. Nesse sentido, as perturbagdes introduzidas a um sistema estdo
associadas as raizes da equacao caracteristica, que sao consideradas variaveis aleatoria, havendo,
portanto, uma distribuicéo de probabilidade vinculada a cada uma delas.
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Este trabalho apresenta os conceitos de estabilidade classica com uma viséo deterministica,
com o correspondente tratamento matematico, o qual ndo considera as efetivas interacbes entre as
varidveis analisadas, como também a estabilidade do ponto de vista estatistico, com a qual se
pode estabelecer a estabilidade do sistema para qualquer perturbagdo ocorrida no mesmo. Vale
salientar o tratamento estatistico diz respeito ao universo de todos os resultados possiveis para o
fendmeno. Diferente de outros métodos de analise da estabilidade, que requerem a estimacéo de
probabilidade em sua esséncia, a estabilidade baseada em principios estatisticos é direcionada a
estabelecer a regido de confianga para cada raiz da equacdo caracteristica do processo (Silva et,
al, 2012a).

Para identificar a condigcdo de estabilidade do sistema, inclusive sob o aspecto dindmico,
este trabalho visa estabelecer o mapeamento do lugar onde se encontram as raizes no plano
complexo determinando assim a regido de estabilidade do sistema, além de estabelecer um
comparativo entre as metodologias classica e estatistica.

2 CONCEITO DE ESTABILIDADE CLASSICA

A andlise de estabilidade de um sistema tem sido normalmente realizada por duas teorias
classicas para equacionar os problemas derivados de tal analise: a teoria da estabilidade devida a
Lyapunov e a teoria da estabilidade Entrada-Saida, as quais sdo baseadas em técnicas de analise
funcional (Nerendra e Annaswamy 2012). Decorrentes de tais teorias surgem 0s conceitos para
estabilidade de Lyapunov, que considera a estabilidade como uma propriedade interna do sistema
e trata com o efeito de perturbacGes momentaneas, resultando em mudancas nas condigdes
iniciais. Ja as definicbes para a teoria da estabilidade entrada-saida, como o nome sugere,
considera o efeito de pertubacdes externas sobre o sistema.

A definigdo de limites previamente estabelecidos para as variaveis de interesse, dentro dos
quais o sistema deve permanecer estavel, também tem sido adotado como uma estratégia para se
garantir a estabilidade do sistema dindmico. Entretanto, tais estatégias tém se mostrado
substancialmente conservadoras.

2.1 ESTABILIDADE E O LOCAL DAS RAIZES

As definicGes de estabilidade estdo bem estabelecidas e exploradas ndo sé do ponto de vista
académico, mas também como resultado da implementacéo pratica

Assim, a definigéo de estabilidade para sistemas lineares pode ser resumida com a seguinte
declaracdo: um sistema de controle linear € instavel se qualquer das raizes de sua equagéo
caracteristica estiver sobre o0 eixo imaginario ou a sua direita. Caso contrario, o sistema é estavel
(Coughanowr e Koppel 1965).

Um dos problema da metodologia determinista reside em ndo considerar as interagoes
entre as varidveis como também o assim chamado “problema inverso”, podendo-se ainda
observar que as raizes do sistema estdo claramente associadas ao modelo probabilistico com
densidade de probabilidade uniforme, esta mostrada na Figura 01. Desta forma, as raizes da
equacdo caracteristica podem ser estabelecidas com definigéo de sua localizacao.
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Figura 01 — Diagrama da distribuicdo uniforme.

2.2 ESTABILIDADE DE LYAPUNOV

Estabilidade para sistemas ndo-lineares dada pela teoria de Lyapunov. Consideremos o
seguinte sistema:

X = AX x(t,) =X, (01)

A técnica para determinar o comportamento das trajetorias da equacdo 01 nas vizinhangas
da origem quando F(0) = 0, foi estudada pelo matematico russo A. A. Lyapunov e tem sido
mencionado como sendo o método direto de Lyapunov, com minimo local. Uma versdao mais
geral do lema Lyapunov tem sido usada, parcialmente, para mostrar a conex&o entre estabilidade
exponencial e observabilidade para sistemas lineares (Sastry e Bodson, 2011).

Teorema 01. Lyapunov:

(a) todos os autovalores A rementem no semi plano esquerdo aberto;

(b) x = 0 € um ponto de equilibrio estavel exponencialmente da equacédo 01;

(c) para todos os C € R™*" (com m arbitrario), tal que o par [C, A] é observavel, existe uma
simétrica positiva definida P € R."*" que satisfaz;

ATP+PA=-C'C (02)

(d) para alguns C € R™*" (com m arbitrario), tal que o par [C, A] esta sendo observado, existe
uma simétrica positiva definida P € R "*" satisfazendo a Equacéo 02.

2.3 ESTABILIDADE ENTRADA-SAIDA

Outra abordagem geral da estabilidade é baseada nas técnicas de andlise funcional, usada
por Popov e posteriormente desenvolvida por Sandberg e Zames (Nerendra e Annaswamy, 2012).
Os resultados obtidos com esse método de entrada e saida, apresentam uma grande semelhanca
aos resultados obtidos pelo método de Lyapunov.

A Figura 02 mostra um diagrama de um sistema por realimentagdo na sua forma candnica,
a partir do qual uma analise mais detalhada da configuracdo resulta nas expressdes descritas
abaixo. Tal formalismo mostra-se particularmente Gtil na analise de estabilidade de sistemas
interconectados, apresentando o problema tipico do sistema deterministico por realimentacéo.
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Figura 02 — um sistema candnico realimentado

Decorrente da Figura 02, as seguintes informacdes podem ser obtidas, resultando em:
Y. =Gg (03); y, =G,e, (04); & =u, -y, (095); & =u,—y, (06).
com isso, as seguintes expressoes para Y,, Y,, € &, sdo dadas por:
Vi <& +B (O7); |y 2 7.8, +B, (08); e =u = vof <[ui|+]y.| (09).
Substituindo o valor de &, na Equagéo 10, encontramos as seguintes correlagdes:

lea]| < Jul+ 72lleal+ By @0) = ) <[]+ 7 (Jus |~ y:))+ B, (11)
= |le]| < Juu]+ 72 (“Uzll ~[re, + Bz”)+ B, (12)
onde:
o] < fJua ]|+ ;/2(||u2||—||7/152 + BZ||)+ B, (13) =& =|u+r2fu.|-r2rilie]+ 7.8, + B 14)
1
= (1_727/11|51” = ”ul”"‘ 72”“2”"‘ 7,B, +B, (15) = ”51” < (1—[”u1|| +72”u2”+72 B, + Bl] (16)
_727/1)

Portanto, considerar y,7, =1 implica em uma regido instavel para o sistema
realimentado, desde que a Equacdo 16 tende a infinito. A estabilidade s6 serd mantida
caso y,7, #1 . Vale ressaltar que tal resultado é alcangado para os casos onde nenhuma
correlagéo entre as variaveis € verificada.

3  ASSOCIACAO ENTRE ESTABILIDADE ROBUSTA DETERMINISTICA
E AESTABILIDADE SOBRE A OTICA ESTATISTICA

A estabilidade robusta deterministica pode ser considerada associada ao conceito de
distribuicdo uniforme, cuja variaveis aleatorias sdo uniformemente distribuida como uma fungao
densidade de probabilidade, que é constante sobre o intervalo em consideragdo. Na andlise da
estabilidade do ponto de vista deterministico para sistemas de varias variaveis, estabelece-se a
faixa de variacdo de cada variavel pelo cruzamento dos limites extremos de cada variavel e para
tal especificacdo s@o determinadas as condi¢cdes do processo para se manter estavel, ou seja, a
regido de estabilidade robusta seria para duas variaveis, por exemplo, dada pelo retangulo da
Figura 03(a). Também pode ser observado que esta figura reflete 0 mesmo comportamento
apresentado pela distribuicdo uniforme bivariada, ou seja, dizer que as variaveis ndo tem grau
algum de interacdo pode ser semelhante dizer que obedecem a uma distribuicdo uniforme de
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acordo com a Figura 3(b) do ponto de vista estatistico, visto que ndo ha& contracdo ou
descontracdo de espacos. Entretanto, ndo é razoavel assumir que as varidveis aleatdrias sejam
sempre distribuidas uniformemente. Portanto, a analise do ponto de vista deterministico mostra-
se ser um caso particular da analise de estabilidade sob Otica estatistica.
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Figura 03 - a) Representacdo da regido conjunta bivariada. b) Fungéo de distribui¢do uniforme
bivariada (fdcp).

A Figura 03 (b) representa a funcéo de distribuicdo conjunta de probabilidade (fdcp), onde
admiti-se a independéncia das varidveis. Mostra tambem a forma de uma superficie plana
limitada pelos eixos x e y, cuja representacdo revela a correspondéncia com a Figura 3 (a).

4  ESTABILIDADE BASEADA EM PRINCIPIOS ESTATISTICOS

De forma diferente de outros métodos que requerem a estimacdo de probabilidade em suas
estratégias, a Estabilidade baseada em principios estatisticos é direcionada a estabelecer a regido
de confianga para cada raiz da equacdo caracteristica do processo em questao.

A técnica usada considera a relacdo existente entre a métrica Euclidiana e a distancia
estatistica. A distancia estatistica tem essa denominagdo uma vez que utiliza variancia e
covariancia das amostras. Para tornar possivel a determinacdo dos contornos da elipse, regido de
confiancga, as formas quadréaticas sdo estabelecidas. Esses resultados se originam das partes reais e
imaginarias de numeros complexos vinculados a distribuigéo chi-quadrado (Silva et. al, 2012b).

4.1 FORMULACAO MATEMATICA

Para formular essa teoria, considera-se um ponto P qualquer com coordenadas x,(parte real)
e X, (parte imaginaria) em um plano complexo onde a distancia Euclidiana de P para origem O e
dada pela Equacdo 17 (Silva et. al, 2014).

d(0,P) =/(x))% +(x,)? (17)
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Normalizando as coordenadas obtemos a distancia estatistica:

2 2
X X

d(0,P) = 6—1 i —2 (18)
. )

Em notacio vetorial pode ser escrita como sendo d*(O,P)= X'y, "X onde o, é e a
variancia de componentes do vetor X, dai X =[x,,x, ] e o somatério é dado por:

o, 0
=% 0] @9

GxZ
Generalizando a Equacdo 19, temos que:
d?(u,P) = (X =) (X = 1) (20)

Na qual descreve a equagdo de uma elipse com centro no valor esperado da variavel
aleatdria X. Para uma variavel bidimensional a Equacdo 20 descreve os contorno de uma elipse
centrada em z(x,,, 1,,), Onde 0s seus eixos podem n&o ser necessariamente na mesma diregao
que o plano de coordenadas.

Sem perder a generalidade, a Figura 05 ilustra o grafico da Equacdo 20, conforme a
Figura 05:
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Figura 05 — Representacdo grafica da equacéo 20.

O movimento de rotacdo e a translacdo dos eixos podem ser expressos pela Equagéo
(x -X)= P(x * —i*), resultando na supresséo dos termos de covariancia cruzada.
Onde a matriz ortogonal P é dada por:

o_ {cos 6 —sin 9} 1)

sin@d cosd

Para assegurar 0 movimento de rotacdo é necessario que o valor do determinante de P (det
P) seja igual a 1. Os eixos (xf, x;)séo rotacionados por um angulo ¢a partir de (x;,x,).
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Substituindo a Equacédo 21 na Equacédo 20 obtemos a seguinte equacao:
d2(u,P)=(x* —,ux*) P’y tp(x" —,ux*) (22)

Uma vez que a matriz ¥ ™ é simétrica e P uma matriz ortogonal, é possivel diagonalizar
> *resultando em uma matriz diagonal D, ou seja D' =P’y P, substituindo esta equagdo na
Equacao 24 obtemos a seguinte equacéo:

dz(:ux*’P):(X*_lux*)lD_l _l(x*_lux*) (23)

Vale salientar que a Equacdo 23 descreve a forma quadratica de uma elipse centrada no
valor esperado da varidvel aleatdria X* sem o termo de covariancia cruzada.
Pode se reescrever a Equacdo 23 para duas dimensdes, assim obtemos a Equacéo 24:

X —y*) (x —y*)
2 (1 X 2 X
d(,ux*,P) = S+ o
X; O-x;

(24)

o

Considerando a definicdo da varidvel »? (chi-quadrado) através da expressdo matematica

mostrada abaixo
2
22=U2 1. +U2=3U? =z[uj (25)
i-1 i-1 o]

observa-se que X;—z; esta relacionada com a média e v € chamando de grau de liberdade. Das
equacOes 23 e 25 verifica-se que d(yx*,P)2 possui uma distribuicdo »?, ou seja, pode ser
representada por uma z* com v grau de liberdade e como resultado obtemos a Equagéo 29. Vale
salientar que o contorno de uma elipse é determinado como sendo (1-«)100% da probabilidade
para o qual « corresponde a um desejado nivel de significanciae v=2 .

* 2 *
d(yx,s,P)zz(X1 ;f) +(X2 ;5 =y* (26)

O conjunto de pontos dado pela distancia estatistica circunscreve o contorno do elipsoide, o
qual limita regido da estabilidade para um determinado nivel de significancia « = 0,05, podendo
entdo ser mapeado.

5 CONCLUSOES

Uma metodologia foi desenvolvida tendo como objetivo estimar a regido robusta de
confianca para a estabilidade e, consequentemente, mapear 0s contornos das elipses resultantes
associadas com as raizes aleatorias da equacdo caracteristica. O procedimento adota o nivel de
significancia o = 0,05.
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A metodologia estabelece os limites para as variaveis de interesse, raizes do sistema, com
base nos principios estatisticos, e com isso a regido de confianga robusta. Tal metodologia
implica uma associacao do conceito de distancia estatistica com a distribuicdo qui-quadrado.

Uma vez associada a estabilidade robusta deterministica a estabilidade sobre a Otica
estatistica, pode ser observado que a estabilidade robusta deterministica segue o modelo da
distribuicdo uniforme, onde a probabilidade das raizes caracteristicas € a mesma durante todo
intervalo, enquanto o modelo estatistico trabalha com a determinacdo da regido de estabilidade
robusta levando em consideracao as interag@es entre todas as varidveis consideradas no processo.
Isto tem permitido mapear a regido de estabilidade com possibilidade de monitoramento online
do sistema
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