g Xl Congresso Brasileiro de Engenharia
@&_}"’é e E 9 é ﬁ_g Quimica em Iniciagao Cientifica
o i\ _ - -

Cnngress?Brasileito de Engenhaﬂ Un|Camp - Camplnas - SP

guimicn om miciacso crontiica 20195 19 a 22 de julho de 2015

SOLUCAO DE EQUACAO DE BALANCO POPULACIONAL
VIA TECNICA DA TRANSFORMADA DE LAPLACE.

C. H. RODRIGUES DE MOURA!, C. DA SILVA BATISTA!

! Universidade Federal do Para, Faculdade de Engenharia Quimica
E-mail para contato: carlos.moura@jitec.ufpa.br

RESUMO — A descrigdo de uma variedade de processos envolvendo a formagao
de sistemas particulados requer um entendimento das equag¢des de balanco
populacional (PBE). Essas equacdes buscam prever a evolucao da distribui¢ao de
uma ou mais propriedades que caracterizam o individuo, particulas ou entidades, e
a PBE dinamica ¢ em esséncia uma equacao de balanco de nimero para descrever
essa evolugdo. O desenvolvimento de métodos para resolver a equacao de PB tem
sido uma 4rea de investigacdo ativa ao longo das duas ultimas décadas. Para esse
trabalho, propde-se usar a Técnica da Transformada de Laplace na solu¢ao de
problemas de balango populacional (PB) com formulagdes hiperbdlicas e nao
lineares na forma integro-diferencial parcial o qual ¢ raramente tratada
analiticamente. A partir da sua resolucdo, ¢ possivel estimar a fun¢do densidade
de tamanho de particulas, e assim prever o comportamento dinamico do sistema
fisico.

1. INTRODUCAO

Com vistas de implantar um projeto para uma nova planta quimica para regido
Amazonica, ¢ imperioso compreender o processo de precipitacdo do tri - hidréxido de
aluminio (AI(OH)3) no Processo Bayer, j& que o mesmo ¢ responsdvel pela morfologia,
granulometria, qualidade da alumina e consequentemente ¢ responsavel direto pela qualidade
do aluminio primario produzido nas redugdes.

A precipitagdo acontece através de varias etapas, sendo resultado de varios
mecanismos, dentre eles a nucleacdo, cementagdo, agregacdo e quebra, conforme mostra a
figura 1. Como o processo ¢ rapido, com mistura em vdrias escalas, desempenha um
importante papel na determinacdo da distribuicdo de tamanho do cristal final (CSD) e na
morfologia dos cristais (MARCHISIO et al., 2002).

Figura 1 — Precipitacdo de particulas: nucleag¢do, cementagdo, quebra e aglomeragao.
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O estabelecimento de um modelo de Balango Populacional (PB) em um sistema de
precipitagdo ¢ geralmente simples. Nas formulagdes matematicas sdo estabelecidos os termos
para descrever a aglomeracao de cristais, o processo onde os cristais colidem e aderem para
formar uma entidade maior, crescimento de cristais pela deposi¢do de soluto da solugdo, e
nucleacdo. No entanto, a resolucdo da equacao de PB pode ser dificil, especialmente quando a
aglomeragdo estd presente. Solugdes analiticas existem apenas para casos simples, por
exemplo, onde qualquer aglomerag@o ou o crescimento € o Unico processo cinético envolvido
no sistema. O desenvolvimento de métodos para resolver a equacdo de PB tem sido uma area
de investigagdo ativa ao longo das tltimas duas décadas.

A equagao de Balanco Populacional (PBE) dada pela Equagdo (1) foi proposta por
Ilievski (2001) que representa a precipitacdo com supersaturacdo constante e nucleo de
aglomeragao da gibsita (subproduto do processo Bayer em refinaria de alumina) independente
do tamanho da particula.

a”(avt’t e 8”((;”) +§j0vn(v, (v =7, 0)dv = Bn(v,0) [ n(¥,0)dv (1)

Sujeito as seguintes condic¢des inicial € de contorno:

n(v,0) Z&e’”v" (1.a)
Vo
n(0,£)=0 (1.b)

Na Equagdo (1) acima, o termo G=dv/dt, ¢ a taxa de crescimento de particulas de
volume v, n(v,t) ¢ a fungdo nimero de densidade cristalina, A(v,v) € o coeficiente de
coagulagdo para particulas de volume v e v . O primeiro termo do lado direito esta
relacionado a taxa de crescimento de particulas por transferéncia de material para particulas
individuais, o segundo representa o acimulo de particulas na escala de tamanho (v,v+dv) pela
colisio de duas particulas v—v e para formar uma particula de volume (assumindo
conservagao de volume durante a coagulagdo), o terceiro representa a taxa de perda na escala
de tamanho de particula (v,v+dv) pela colisdo com todas as outras particulas.

2. METODOLOGIA
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A técnica da Transformada de Laplace ¢ uma ferramenta poderosa na determinagdo de
solugdes de equagdes diferenciais ordinarias com condigdes iniciais. O operador L ¢é um
operador integral (linear) que remove derivadas, transformando EDOs em equagdes algébricas
simples. A transformada de Laplace ¢ definida por uma integral variando de zero a infinito. A
seguir algumas particularidades da transformada de Laplace (RAINVILLE, 1964; BALDINO,
1979):

I) Defini¢ao da transformada de Laplace: Seja F(t) uma funcdo de t definida para t>0.
Entdo, a transformada de Laplace de F(t) ¢ representada por ¢ definida por:

L{F()}=f(s)=] e F(o)dr 2)

II) Notagao: Se uma fun¢do de t ¢ indicada em termos de uma letra maiuscula, tal como
F(t), G(t), Y(t), etc., a transformada de Laplace da funcao ¢ denominada pela letra minuscula
correspondente, isto €, f(s), g(s), y(s), etc. Em outros casos, um til (~) pode ser usado para
denotar a transformada de Laplace.

IIT) Condigdes suficientes para existéncia da transformada de Laplace: Teorema: Se F(t)
¢ seccionalmente continua em todo intervalo finito 0<t<N e de ordem exponencial y para >N,
entdo sua transformada de Laplace f(s) existe para todo s>y.

IV) Métodos para encontrar transformadas de Laplace: Ha varios métodos disponiveis
para determinar transformadas de Laplace, como indicado na seguinte lista: Método direto,
M¢étodo das séries, Método das equagdes diferenciais, Método em relagdo a um parametro,
Diferenciagdo em relagdo a um parametro, Métodos diversos, Uso de tabelas.

V) A transformada inversa de Laplace: Se a transformada de Laplace de uma F(t) ¢ f(s),
isto ¢, se L {F (t)}: f(s) , entdo F(t) é chamada transformada inversa de Laplace de f{s) e

Fity=L

-1
escreve-se simbolicamente {f (S)}, onde ¢ chamado operador da transformada

inversa de Laplace.

VI) Métodos para encontrar transformadas inversas de Laplace: Método das fragdes
parciais, Método das séries, Método das equagdes diferenciais, Diferenciagdo em relagao a um
parametro, Métodos diversos usando os teoremas acima, Uso de tabelas, A formula complexa
de inversao.

3. RESULTADOS

Para resolver o modelo matematico dado pela equacdo integro diferencial parcial
proposto por RAMABHADRAN et al. (1976), a técnica da transformada de Laplace foi
empregada. Para este caso, considerou-se a taxa de coagulacdo constante (B = ) e taxa de

condensagao linear:
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on(v,t) +G6[vn(v,t)] _p o*n(v,t) ﬂj 0T (v —7.)dv

ot ov @ vt (3.1)
— Bn(v,t) jo n(v,t)dv
Com as seguintes condi¢cdes de contorno e inicial:
n(0,£)=0
a9 _ (3.1.a.)
ov
n(v,0) = Ny e
Yo

Aplicando a transformada de Laplace em cada termo da Equagdo (3.1), a fim de
remover a varidvel independente v, obtém-se:

L [ on(v, t)} on(s,t) L[@[vn(v t)]} dﬁ(s,t) (3.2.a.)
| Ot ot ov ds
L y”@’”}:ﬁﬁ(s,z) (3.2.)
| oOv
L[ jovn(v, Hn(v-v, t)dﬂ =71(s,1)* (3.2.d)
(3.2.¢)

L [n(v, t)] =n(s,t)

Portanto, a equagdo diferencial transformada para este caso, a partir dos resultados das
Equagdes (3.2), juntamente com a condi¢do inicial, dada pela Eq. (3.1.c), também

transformada, sdo escritas como:

aﬁ(sat) —Gs an(s’t) (S t)+ ﬂo l’l(S t) —ﬂMO(t)l’l(S t) (33)
ot Os
n(s,0) =(N0—/v°) 3.4)

s+(1/vy)

O momento de ordem zero Mo(t) que aparece na Eq. (3.3) € obtido a partir da sua
defini¢ao usual sendo dado por (RAMABHADRAN et al., 1976):

2N, (3.5)

Mo(t) = jo n(v,t)dv = AN

Rearranjando,
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anés’t ) _Gs a”és’t ) —(D,,5* - BMoYi(s,1) +%ﬁ(s, £y (3.6)
t S

Resolvendo a Equacao (3.6) através do método das caracteristicas:

ﬁzﬁz—Gs (3.7.a)
dn dt
s, = s exp(Gt) (3.7.b)
Gn(gj,t) =(D,s* — fMo)n(s,t) +%ﬁ(s, % (3.7.¢)
Substituindo a Eq. (3.9.b) na Eq. (3.4), obtém-se a condi¢ao inicial:

N,

(No/v,) (3.9.d)

n(s,0) =
(,0) sexp(Gt)+(1/v,)
Resolvendo a Eq. (3.9.c) pelo teorema de Bernoulli e usando a distribui¢do inicial dada
pela Eq. (3.9.d), resulta:
2 2
n(s,t)= 'BONO_ZD = (3.7.e)

2, 55"t
2:80N3C67Dabs (2 "’ﬁoNot)2 —e A% (2+ ByNyt) ((0)

Onde,

—D 5% (2+ By Not)

p=—pe " N +D,s*(2+B,Nyt) Ei{

DabS2 (24 ByNt)
AN, } (3.7.9)

Entao em ¢ = 0 tém-se

ONO

—ZDG,,SZ —2Dabsz 2D 2
28N, (vyse +1)+2e M | —pe P N, +2D,,57 E{ﬁ Cl }
(3.7.2)

C= 2
86N,

Substituindo a Equacao (3.7.g) na Equagdo (3.7.¢), chega-se na Equagdo (3.8) abaixo:
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_DubSZ (4+N,yByt) —4D,,5°

Dy’ AT 2
sy = e NO%+N0501)[2ﬂ0N0[2+26 AN B e M @+ BN+

2D,s° X
e“'s(2 + BNot)v, )+ 4D e o g2 2+ ﬂoNol‘)(Ei |:—2D”bs :| + (3 10)
BN
BN,

4. CONCLUSAO

Para a solucdo dos modelos matematico, aplicou-se a técnica da transformada de Laplace
nas equacdes diferenciais parciais em relacdo ao volume com o coeficiente de coagulacio

constante ( S = f,). Além do método das caracteristicas, a solu¢cdo de Bernoulli foi utilizada

para a solucdo do modelo de balanco populacional. O préoximo passo sera desenvolver
codigos computacionais em linguagem Fortran 90/95 para estimar a fun¢do densidade de
particulas, n(v,t). Resultados numéricos serdo obtidos e comparados com os disponiveis na
literatura para sistemas particulados, o que vai nos permitir uma avaliag@o critica da presente
metodologia de solugao.
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