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RESUMO

Este trabalho trata da implementacdo e avaliagdo do método DQST (Direct Quadrature
Spanning Tree Method), para a solugdo numérica da equagdo de balango populacional.
Embora este método ja tenha sido utilizado na solucao de problemas acoplando balango
populacional com dinamica dos fluidos computacional, falta uma analise mais
aprofundada da acuracia do mesmo. Com isso, este trabalho trata do levantamento das
atuais limitagdes do método, através da comparacao dos resultados obtidos com solugdes
analiticas reportadas na literatura. Estes resultados serdo utilizados no desenvolvimento
de trabalhos futuros, onde modifica¢des ao método DQST serdo propostas.

1 INTRODUCAO

A modelagem por balango populacional
(BP) ¢ uma ferramenta versatil na andlise de
sistemas particulados, ja tendo sido aplicada a
analise de colunas de borbulhamento, leitos
fluidizados, extracao liquido-liquido, secagem
de solidos etc. (MARCHISIO e FOX, 2013).

Com isso, diversos métodos numeéricos
j& foram desenvolvidos para a solugdo da
equacao de balanco populacional (EBP), sendo
os mesmos geralmente classificados em
métodos de Monte Carlo, métodos seccionais,
métodos baseados em momentos e métodos
hibridos, como os métodos de momentos
fechados por quadratura, entre outros
(RAMKRISHNA, 2000).

Recentemente, = Vikhansky  (2013)
desenvolveu o método DQST, que ¢ um
método numérico adaptativo para a solucdo da
equacdo de balanco populacional (EBP)
monovariada e multivariada. Este método
possui caracteristicas tanto dos métodos de
discretizagdo, como o método das classes com

pivos moveis de Kumar e Ramkrishna (1996),
quanto dos métodos baseados em quadratura,
como o DQMoM (MARCHISIO e FOX,
2005). Entretanto, o método DQST tem a
vantagem de ndo necessitar da inversdo de uma
matriz mal condicionada, que ¢ o caso dos
métodos baseados em momentos fechados por
quadratura, e nem parte da defini¢do prévia de
uma malha para o espaco das variaveis internas
da distribui¢do, que ¢ o caso dos métodos
seccionais.

Assim, a principal diferenga entre o
DQMoM e o DQST estd no tratamento dos
termos fonte. No DQMoM, a fungdo
distribuicdo ¢ discretizada em N pesos e N
abscissas, e as equacdes para a evolugdo
temporal dos mesmos ¢ obtida a partir da
conservagao dos 2N momentos da equagao de
balango populacional. Desta forma, os termos
fontes para os pesos e abscissas sdo obtidos
através da solucao de um sistema linear. O
problema desta abordagem ¢ que o sistema
linear obtido ¢ mal condicionado quando N ¢
grande. Ja o método DQST tem como objetivo
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a conservacao apenas dos trés momentos de
ordem mais baixa (¢g, 41 € U;), utilizando uma
metodologia de conservacao e redistribuicao
local dos momentos, de forma semelhante ao
método do pivdo movel, de Kumar e
Ramkrishna (2006).

Recentemente, a versdo monovariada
deste método foi implementada na versao de
desenvolvimento do software Star-CCM+® da
CD-Adapco®, sendo aplicado a problemas de
dindmica  dos  fluidos  computacional
(Computational  Fluid Dynamics, CFD)
(VIKHANSKY e SPLAWSKY, 2015). No
entanto, a acuracia do método ainda ndo foi
avaliada de forma apropriada, através da
comparagdo com solugdes analiticas. Além
disso, ndo ¢ apresentada nenhuma metodologia
de inicializa¢do para o método.

Este trabalho tem como objetivo a
avaliagdo da convergéncia do método DQST
para o caso monovariado, com a avaliagao das
metodologias de inicializagdo existentes e o
desenvolvimento de uma nova metodologia de
inicializagao.

2 METODOLOGIA NUMERICA
2.1 A Equacao de Balanco Populacional

A equagdo de balango populacional ¢
obtida através da aplicacdo de principios de
conservacao a funcdo densidade numérica de
particulas, f(x,y,t), que ¢ funcdo do vetor
contendo as propriedades internas da particula
(x), de propriedades externas que variam
espacialmente (y), e do tempo (©).
Desprezando a dependéncia funcional das
varidveis externas e considerando a
distribuicdo como sendo monovariada e
considerando apenas a quebra e agregagdo de
particulas, podemos escrever a PBE como:

of (x,t)

T H%(x,t) + H?(x,t) (1)
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onde ¢ H* e HY sdo os termos fontes de
agregacdo e quebra, respectivamente,
definidos por:

H%(x,t) = J-xmaxa(x,x’)f(x, Of (', t)dx'
0
—lf aCe,x") flx—x",t) f(x',t) dx’ (2)

HP(x, t)x= b(x)f (x,t)
—f 9(x)b(x)P(x|x)f (x', t)dx’ 3)

onde a(x,x") € a frequéncia de agregacao, b(x)
¢ a frequéncia de quebra, 9(x") ¢ o numero de
particulas filhas originadas na quebra da
particula mae de tamanho x' ¢ P(x|x") ¢ a
distribuicdo de probabilidade condicional das
particulas filhas originadas na quebra de uma
particula de tamanho x'.

2.2 O Método DQST

Uma defini¢do importante na deducao
do método DQST ¢ a definicdo do operador
momento de ordem k, dado por:

L.() =j (D)xkdx )
0

Além disso, o método utiliza uma
discretizagdo da func¢ao densidade numérica de
particulas na forma:

fD ~ ) wi©8e - §(®) )

i=1

onde w; e & sdo os pesos e abscissas da
quadratura, respectivamente.

Desta forma, substituindo a aproximacao
acima na equacao de balango populacional e
aplicando o operador momento para k = 0,1,2
obtemos o seguinte conjunto de equagdes:



N dw:
Z tl_H{N} ©)
i=1
N dg‘
> = (7
i=1
Zifﬂ—if?dw"—m’”
Ltde Lt dt P (8)

onde H™ ¢ a aproximagio usando N pontos de
quadratura do momento de ordem k dos termos
fonte de quebra e agregagdo e ¢, =&w; € a
chamada abscissa ponderada. Estes termos sao
divididos em um termo de nascimento e outro
de morte, dados por:

Na agregacdo, estes termos sdao dados por:
1 N N
B =30, 2.6+ &) e Emm (10
j=11=1

a{N}

—520. 2, @+ eaww )

]:1 =1

NIH

J& os termos de nascimento e morte por quebra
sao dados por:

N

B = Z b(&;)9(8))mi (§)) wy (12)
=1
N
DM = _zb(ff) & wj (13)
=1

Com o termo r(¢;) sendo definido como:

§j
. (§5) =f0 v*P(v| §;)dv (14)

A fim de fechar o problema, Vikhansky
(2013) analisa os processos de para cada
particula representativa {§,w;} de forma
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individual. A discretizagao temporal método
de Euler explicito fornece as seguintes
equacoes:

w49 = w® 4 BEO () — pFP (1) +

4

+B2D () — DD ()14t (15)
Cl-(t+At) — cl(l’) [ 1(1.(i) (t) _ D{L(l) (t) +
+ BP9 (£) — PO ()] At (16)

onde D™ e DY sdo os termos fonte de
momento de ordem & devido, respectivamente,
a agregacdo e a quebra da particula i, enquanto
que B*? ¢ B sdo termos fonte de momento
de ordem k por nascimento de particulas por,
respectivamente, agregacdo e quebra, que sdo
atribuidos a particula i. Analisando o processo
de morte por agregacdo da particula i, temos
que:

N

j=1

Analogamente, os termos fonte de
momentos oriundos da morte por quebra da
particula i sdo:

b(l) —b(&)EFw; (18)

No entanto, os termos fonte de
momentos devidos ao nascimento de particulas
necessitam de um tratamento especial, uma vez
que as particulas nascidas ndo correspondem a
nenhuma particula ja existente na distribui¢ao
discretizada. Assim, cada termo de nascimento
¢ tratado como uma taxa de formacgao de w*
particulas de tamanho &*. A determinacdo dos
valores de w* e £* depende do tipo de processo,
podendo inclusive ser utilizadas vdrias
particulas representativas para um dado
evento. Em seguida, cada particula filha gerada
¢ redistribuida entre um par de particulas
representativas da distribuicao
[{&, Wi, {&i41, Wisa )], tal que & < & < &,4. Neste
processo, a fim de garantir a conservagdao do
segundo momento, se a particula formada for
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maior que a ultima abscissa, ou seja, &y < €%, a
particula ¢ atribuida ao par
[{Ev-1,wn-1}, &w, W3], € caso a particula
formada seja menor que a primeira abscissa, ou
seja, &< ¢, a particula ¢ atribuida ao par
[{é1, w1}, {€,, w,}]. Assim, para o nascimento por
agregacao, a redistribuicao ¢ escrita como:

By = Ki(EHw (19)
By = [1 - K,(£)] w (20)
Bf W = Ki (E ) —— G+ &w +
3 1)
+ 7(&- =& )K(E)w”
Bfw(i"'l) - W*E* _ Blar(l) (22)

onde, na formulacdo monovariada de
Vikhansky e Splawski (2015) a fungdo K;(¢*)
correspondente ao intervalo i tem a forma:

2-mrn, n1n<0
K@Ey=1{mn 0<n<i

2, 1<r

(23)

onde,

€
T E (24)

E possivel mostrar que utilizando as
equagdes acima o segundo momento ¢
conservado durante a redistribuicao. Os termos
de nascimento por agregacao sao descritos pela
formacdo de N? particulas filhas, obtido pela
combinacdo das particulas mae duas a duas.
Com isso, as particulas representativas geradas
na agregacao das particulas j e / sdo dadas por:

1
wj = (1 - E‘Sﬂ) a(§), §)wjw, (25)

E;l = fj +& (26)

O termo de nascimento por quebra
também recebe um tratamento especial. Neste
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caso, partimos da analise da distribuicdo de
particulas filhas geradas na quebra da particula
mae de indice j, que ¢ dado por:

BPU(x) = 9(&;)b(&;)P(x|¢;)w; 27)

Vikhansky e Splawski (2015) realizam a
discretizagdo da distribuicdo de particulas
filhas em M’ particulas representativas:

MI

P(x[¢;) = Z w Ve — g7 (28)
=1

levando ao nascimento de M’ particulas
representativas com fonte de momentos de
ordem k dada por (g ‘{j})kwl*'{j}ﬁ(f )b(E)w;.

Entretanto, a metodologia usada na
discretizagdo e o nimero de particulas M’ ndo
foram especificados nos testes realizados por
Vikhansky e Splawski (2015), de forma que
neste trabalho foram implementadas e testadas
diferentes estratégias. Uma delas parte da
discretizagdo da distribui¢do de particulas
filhas em duas particulas representativas &'V e
&7V, de mesmo peso w*Ul, que sdo calculadas
a partir dos 3 momentos de ordem mais baixa:

{.
ulV = J J P(x|¢;) dx =2w*1} (29)
0

. §j
W = [ p(alg)x dx =
0
— ({:;"{]’}_'_ E;‘{j})w*’{j} (30)

. &5
W = [ p(alg) 2 dx =
0

_ [(E;,{j})z + (fg,{j})z]w*,{j} 31)

E possivel resolver o sistema acima
para obter:

b.{j}

wHl) = ”02 (32)
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b,{j b{j} bij b,(j}\?
MIUL+J4MOUh%U}_(#JH) 3)
= X7,
2.“-0 U}

;U}zzg%%;i__ETU}
758 (34)
Uma opcdo na discretizagdo da
distribuicao de particulas filhas ¢ a aplicacao
do algoritmo de Chebschev modificado
(GAUTSCHLI, 2004), que retorna um conjunto
de M’ pesos e abscissas que reproduz
exatamente os momentos de ordem k=
0,...,2M’ — 1 da distribuicdo, na forma:

Mr
. . K
b, *, *,
u’ Uy _ E w, {J}(El {J}) '
=1
para k
=0,..2M -1

(35)

2.3 Metodologia de suavizacao

A metodologia de suavizagdo ¢ a
responsavel pela adaptatividade do método, ¢
tem como objetivo a distribuicdo igualitaria do
primeiro momento entre os pivos durante toda
a solucdo transiente da equacdo de balanco
populacional. Este procedimento permite que
o0s pesos e abscissas da distribuicdo se adaptem
as modificacdes, diminuindo o gasto de
recursos computacionais usados na evolugdo
de particulas pouco importantes, aumentando a
eficiéncia computacional do método. Assim,
considerando que cada abscissa possui dois
vizinhos de indice i —1 € i+ 1, escrevemos as
seguintes equacdes:

AWl' =K;i —Ki_1 (36)

1
Ag; = E(Ei+1 + &K

2 G+ EK 37

onde x; ¢ o momento de ordem 0 transferido da
particula i + 1 para a particula i. Para tornar o
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equacionamento geral definimos «, € xy como
sendo nulos, uma vez que o primeiro pivo nao
tem vizinhos do lado esquerdo e o ultimo ndo
possui vizinhos do lado direito. Os parametros
k; sao calculados com base na minimizagao do
somatorio dos quadrados das abscissas
ponderadas apos aplicagao dos incrementos,
escrita como:

1

N-1
1
Kk = argmin —Z (Ci + 5 Gig1 + 80K
<2 4 2

i=

1 2
— 5 G+ 80K ) (38)

Aplicando a condi¢do de gradiente nulo para
minimizagdo da equa¢do acima, obtemos um
sistema linear com matriz tridiagonal dado por:

aiki_q + bik; + ik = d;

(39)
onde,
a; = —(§—1 + &) (Eir + &0
by = 2(&i41 +8)°
¢ = —(&ip1 + &) (Eivz + Siv1)
di = 2(i41 +$)(Giv1 — i)
ag=cy_1 =0 (40)

Apo6s a solucdo do sistema linear, os
incrementos sdo aplicados de acordo com as
seguintes equagoes:

w =w® i -, 41)

4

1
oW =¢+ > Girr + 8K

1
—5 Qi1 )k (42)

Quando uma formulacdo peso-abscissa
¢ usada, a equacdo de evolucdo da abscissa se
torna a seguinte:

(0),, (0)
§owi |

+1 (Szi+i1 + &K — (o1 + 8K (43)

2 Wi(n)
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2.4 Metodologia de Inicializaciao

Para comparagdao da solucdo obtida
pelo método DQST com solugdes analiticas
em que a condi¢do inicial ¢ fornecida como
uma distribui¢do continua, a aproximacao
discreta da mesma deve ser calculada. Existem
diversas metodologias de discretizagdo para
distribui¢des mono e multivariadas. Uma
possibilidade seria a aplicagdo do método de
Chebschev modificado, que dados 2N
momentos da  distribui¢do  inicial, a
metodologia retorna os N pesos e abscissas que
retornam os 2N momentos de forma exata.
Entretanto, este algoritmo falha para N grande
(= 15), de forma que este método nao seria util
na analise da convergéncia do método DQST
para N grande. Assim, foi desenvolvida uma
metodologia de discretizacao baseada no
método das classes, mas que conserva somente
os momentos de ordem 0 e 1 da distribuigao, a
fim de se testar a convergéncia do método
DQST para N grande. Para obtermos uma
metodologia de inicializagdo compativel com a
de suavizacdo, buscamos uma aproximagao
que distribui igualmente o primeiro momento
entre os pesos e abscissas, de forma que:

_ Apy .
=, Vi (44)

onde Ay, ¢ o momento de primeira ordem
atribuido a cada par peso-abscissa, calculado
por:

ap =5 (45)

O célculo dos pesos e abscissas €
baseado na definigdo dos momentos seccionais
de Kumar e Ramkrishna (1996). Para a
definicdo da primeira abscissa fazemos:

Auy =f0 xf (x)dx (46)
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O lado direito da equagdo acima deve
ser resolvido para obtencdo do valor de x;, o
que pode ser feito de forma numérica ou
analitica. Uma vez que x, ¢ obtido, calculamos
0 peso relativo ao primeiro intervalo por:

wy = fxlf(x)dx 47)

A metodologia ¢ aplicada sequencialmente
para cada intervalo, ¢ o método pode ser
generalizado por:

Apy = fn xf(x)dx; i=1,..,N—1 (48)

w; = Li f(x)dx (49)
A

=, (50)

A fim de se melhorar a robustez do método, no
ultimo par peso-abscissa faz-se:

N-1
WN:MO_ZWL‘ (51)
i=1
_ Apy
=Y (52)

2.5 Procedimento Numérico

As integrais que surgem no
procedimento de inicializagdo podem ser
calculadas de forma analitica ou numérica. Nos
testes realizados, estas integrais foram
resolvidas numericamente através da rotina
gsl integration gng da biblioteca
GSL (Gnu Scientific Library) (GALASSI et al,
2015). As equagdes ndo-lineares associadas ao
calculo dos intervalos foram resolvidas através
do método da secante. Além disso, com a
finalidade de avaliar os erros oriundos do
procedimento de suavizagdo, uma forma
iterativa com sub-relaxacdo do mesmo foi
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implementada. O procedimento iterativo ¢
aplicado da seguinte forma:

1. Definir niimero de repeti¢oes, N,
2. Fazer Ny,,, vezes:
2.1 Calcular k; através da solucao do
sistema linear
2.2 Fazer k; =
loop

2.3 Aplicar a suavizagdo com k;

Finalmente, a solug¢do transiente da
EBP ¢ obtida pela aplicagdo das etapas
descritas nas sec¢oes anteriores de acordo com
o seguinte algoritmo:

1. Definicdo dos modelos de quebra e
agregacao, condicdo inicial, nimero de pontos
de quadratura, metodologia de discretizacao da
quebra, passo de tempo (4t) e tempo total de
simulagdo (t/a),
2. Inicializagdo utilizando a metodologia
mostrada na Secdo 2.4 ou o algoritmo de
Chebschev modificado.
3. Aplicacdo da metodologia de suavizagdo a
condigdo inicial, uma ou Ny,,, vezes.
4. Repetir para cada passo de tempo:
4.1 Célculo dos termos fonte de quebra
e agregacao.
4.2 Incremento dos pesos e abscissas.
4.3 Solucdo do sistema linear para
obtencdo dos «k; e aplicagdo da
metodologia de suavizagao.
4.4 Escrita da solugdo em arquivo e dos
erros em relacdo a solugdo analitica, se
houver.
4.5 set < tfindl fazer t =t + At €
volta para 3.1.
set > t/™al terminar o algoritmo.

3 RESULTADOS E DISCUSSAO
3.1 Metodologia de Inicializa¢ao
Nesta se¢do o comportamento da

metodologia de inicializagdo desenvolvida
serd comparado ao método de Chebschev
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modificado. Na primeira iteragao do algoritmo,
apds a aplicacio da metodologia de
inicializagdo, ¢ realizada pela primeira vez a
metodologia de suavizagdo. Desta forma, os
erros reportados nesta secdo para cada
metodologia de inicializacdo sdo os erros
obtidos apds aplicacdo da suavizagdao. A
influéncia do niimero de repeticdes no erro
obtido na inicializacao da distribui¢do f(x,0) =
e~ pela aplicacao do algoritmo de Chebschev
modificado é mostrada na Fig. 1. E possivel
observar que a utilizacdo de repeticdes na
metodologia de suavizacdo diminui o erro
obtido. Porém, mesmo utilizando um nimero
alto de repeticdes, o erro relativo ao segundo
momento nao zera, sendo o erro minimo obtido
da ordem de 1072 para 4 pontos de quadratura
e de 107! para 16 pontos, de forma que se
observa um aumento do erro com o niimero de
pontos de quadratura.

Figura 1 — Comportamento do algoritmo de
Chebschev modificado apos a suavizagao.
103 T T T T T T T

Nloop
1 ,,,,,
102 F 5 B e
10 - X
wh o105 ]
Wl 100 o o]
+ SPTE Shi o
10 | S . B E
i’ / E ©
10-2 i:: ———I 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18

Os erros minimos obtidos pela
aplicacdo do algoritmo de Chebschev foram
comparados com a metodologia apresentada na
Se¢ao 2.4. Os erros obtidos sao mostrados na
Tabela 1. Para N =2, o algoritmo de
Chebschev apresenta erro nulo para o segundo
e o terceiro momento, uma vez que a solucdo
obtida, além de conservar os quatro primeiros
momentos da distribuicdo, possuia uma
distribuicdo igual do primeiro momento entre
as abscissas, de forma que ndo ha necessidade
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de aplicagdo da suavizagdo. Por outro lado, o
erro obtido na aplicagdo da metodologia
desenvolvida diminui com o aumento de N, em
oposicdo ao comportamento do algoritmo de
Chebschev modificado. Com N = 16, o erro
obtido pela nova metodologia ¢ menor tanto
para o momento de segunda ordem quanto para
o de terceira ordem. Outra vantagem da nova
metodologia ¢ a aplicabilidade da mesma para
N ainda maiores. A Fig. 2 mostra o
comportamento do erro dos momentos de
segunda e terceira ordem para a nova
metodologia com N variando entre 2 e 1024.

Tabela 1 — Comparagdo entre o método de
Chebschev modificado (M1) e a metodologia
desenvolvida (M2) ap6s a suavizacao.

&(%) &3(%)
N MIl M2 M1 M2
2 0 17,7 0 37,1
4 1,63 6,55 2,11 17,3
8 3,54 2,50 3,17 8,24
16 7,51 0,98 14,1 3,98
Figura 2 — Comportamento dos erros dos

momentos de segunda e terceira ordem utilizando
a nova metodologia de inicializagdo (M2).
10° . . .

><‘\x
10! £ +><>< E
107% ¢ R X 3
103k e >< 4
o X
_
0 k ]
2 oot +
3 e
10-5 1 1 1
1 10 100 1000
N
3.2 Agregacio pura

Neste caso os testes foram realizados
para frequéncia de agregacdo dada por
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a(x,x') = 1. A metodologia de inicializacao
utilizada ¢ a M2, sem sub-relaxagdo. Os
resultados para convergéncia com o nimero de
pontos de quadratura utilizando um passo de
tempo At = 10~* sao mostrados na Figura 3. Os
erros obtidos para o momento de ordem 0 sdo
inicialmente da ordem de 10712, estabilizando
em 1075 durante a integracdao temporal, ¢ ndo
variam com o numero de pontos de quadratura.
Realizando uma convergéncia com o passo de
tempo foi possivel observar que este erro ¢é
relativo a integracdo temporal. O momento de
primeira ordem ¢ totalmente conservado, com
erros na faixa entre 107'* e 1071¢.

Figura 3 — Comportamento dos erros dos
momentos de ordem 0, 1 ¢ 2 para o caso de
agregagdo pura com frequéncia de agregagio
constante.

Ja os erros dos momentos de segunda ordem
possuem uma grande influéncia com o nimero
de pontos de quadratura utilizados, variando
entre 10! para 4 pontos de quadratura até 10~*
com 128 pontos de quadratura. Foi possivel
observar que 0s erros permaneceram
praticamente constantes durante a integragao
temporal, de forma que os erros obtidos sdo
oriundos exclusivamente da metodologia de
inicializagdo empregada. Os perfis dos
momentos Uo € Uy apresentaram
comportamentos semelhantes aos mostrados
na Figura 3 para os outros casos teste
avaliados, ndo sendo influenciados pelo
nimero de pontos de quadratura utilizado.
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Assim, as analises apresentadas daqui em
diante considerardo apenas o momento de
segunda ordem.

3.3 Quebra e Agregacao Simultaneas

Nesta secao sera avaliado o caso com
agregacdo e quebra simultineas, para o caso
particular cuja solucdo analitica foi obtida por
McCoy e Madras (2002), com condi¢ao inicial
f(x,0)=¢e™™, b(x)=x, P(x|x")=H(K —x)/x,
9(x") =2 e a(x,x") =1, 0 que corresponde ao
caso de equilibrio entre quebra e agregacdo,
em que a solu¢do ¢ invariante. A metodologia
de inicializacdo utilizada é a M1, sem sub-
relaxagdo. O passo de tempo utilizado foi 4t =
107%,

Foi realizada a analise da convergéncia
com o numero de pontos de quadratura na
distribuicdo f(x,0) e na discretizagdo da
distribuicao condicional de particulas filhas,
P(x|x"). A Figura 4 mostra a influéncia do
numero de pontos de quadratura para o caso
analisado utilizando a metodologia de
discretizagdo para P(x|x") que utiliza duas
particulas de mesmo peso. E possivel observar
erros entre 1072 ¢ 1072 em todos os casos. Este
resultado mostra a necessidade de avalia¢ao da
influéncia da discretizagdao da distribuicao de
particulas filhas. Para isso, foi realizada a
discretizagdo usando o método de Chebschev
modificado com M’'=1,..4 pontos de
quadratura. A Figura 5 mostra os erros obtidos
para N = 8. E possivel observar a diminuigao
do erro com o aumento de M’, de forma que os
erros estdo na faixa entre 107* e 1073. A Figura
6 mostra a mesma analise para N = 128. Os
erros obtidos s3o menores que no caso anterior,
sendo da ordem de 10~* para M’ = 4, mostrando
que o nimero de pontos de quadratura usado
em cada discretizagdo tem grande influéncia
no erro do segundo momento.
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Figura 4 — Erro dos momentos de segunda ordem
com o numero de pontos de quadratura para
solu¢do invariante de McCoy e Madras (2003).
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Figura 5 — Erros dos momentos de segunda ordem
com o numero de pontos de quadratura usados na
discretizacdo da distribuicdo de particulas filhas
comN = 8.
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Figura 6 — Erros dos momentos de segunda ordem
com o numero de pontos de quadratura usados na
discretizagdo da distribuicdo de particulas filhas
comN = 128.
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4 CONCLUSAO

O método DQST foi implementado e os
resultados obtidos foram comparados com
solucdes analiticas reportadas na literatura. O
erro do momento de segunda ordem para o
caso de agregagao pura foi relativamente alto,
mas ocorre principalmente devido a
metodologia de inicializacdo, ja& que nado foi
possivel observar acumulo de erros durante a
solucdo transiente da EBP. No caso com
quebra e agregacdao simultaneas, foi possivel
observar uma grande influéncia da
discretizagdo da distribuicdo condicional de
particulas filhas na acuracia do método.
Trabalhos futuros utilizardo estes resultados
preliminares na proposi¢ao de modifica¢des ao
método, com foco na melhora da acuracia do
mesmo no calculo do momento de segunda
ordem.

NOMENCLATURA
a frequéncia de agregacdo, T ™1
b frequéncia de quebra, T~1
f funcao densidade numérica de
particulas
H termo fonte da EBP, 71
M’ numero de pontos de quadratura

usados na discretizacao da distribuicao
condicional de particulas filhas geradas na
quebra

P distribuicdo condicional de particulas
filhas geradas na quebra

w peso da discretizagdo da fungdo
densidade numérica

X variavel genérica da EBP

K vetor de transporte de ntimero de
particulas na suavizagao

U momento da distribui¢cdo

& abscissa da discretizacao da funcao
densidade numérica

C abscissa ponderada da discretizagdo da
fungdo densidade numérica

) numero de particulas filhas geradas na

quebra
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