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RESUMO

A Segunda Lei de Fick da Difusédo é vastamentezatiih na descricéo fisica
e matematica de processos de transporte de calmassa. Mediante as
consideracOes adequadas, esta equacdo admitecsah@iiica. Uma das
formas de obter a solugdo analitica para a Segueidde Fick € por meio
do método da separacdo de variaveis. A solucadtaes deste método é
uma seérie infinita, geralmente composta pelo pwdde funcdes
trigonométricas e exponenciais. Um modelo basead&egunda Lei de
Fick foi proposto e sua solugcdo analitica em d@ii®btida para modelar
matematicamente o processo de hidratacdo de gedssjal O modelo foi
validade frente a dados experimentais de umidad&iegdo do tempo para
diferentes temperaturas. As difusividades efetif@am ajustadas por
regressdo ndo linear. O méto@ootstrap foi utilizado para avaliar as
incertezas que ocorrem no ajuste da difusividadestDdo se baseou na
andlise da influéncia que a quantidade de terma®da (solucdo analitica)
exerce na variabilidade dos valores de difusividafi#iva ajustados. Os
resultados mostraram que a Vvariabilidade destesoregl diminui
consideravelmente conforme mais termos da sérieceagiderados na
solugdo analitica. A partir de cinco termos comnsides na seérie, a
variabilidade da difusividade se torna estavelnt@rvalo de predicdo dos
valores calculados pelo modelo também foram inflisgfos pelo niamero
de termos da série, se tornando mais estreito®moafmais termos eram
considerados.

1 INTRODUCAO de transporte, por exemplo. Uma vez
resolvida, descreve como calor ou massa se

Uma das maneiras mais difundidas em transporta num meio, tanto em funcdo da

literatura para a descricao da difusdo de massa posicdo, quanto do tempo (BIRD;

e calor em regime transiente é utilizando-se a STEWART; LIGHTFOOT, 2002; WELTY et

Segunda Lei de Fick da Difusdo. Sua deducédo al., 2008). Por ser composta por uma equacgao

e exemplos de sua utilizagdo podem ser diferencial parcial, sdo necessarias para sua

encontrados em livros didaticos de fenbmenos
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solucdo uma condicdo inicial e duas
condi¢bes de contorno.

A Segunda Lei de
admite solucdo analitica quando hipoteses
adequadas sédo levadas em conta. Crank
(1975) apresentou uma gama de solugdes
analiticas para a equacdo da difusdo para
varias geometrias diferentes. Destaque deve
ser dado aos problemas que possuem
varidveis separaveis e que admitem solucéo
em forma de série infinita.

Esta metodologia ~matematica é
amplamente utilizada para a descricdo do
processo de difusdo de massa na hidratagao e
secagem de alimentos, geralmente truncando
a solugdo no primeiro termo da seérie, com
principal intuito de estimar a difusividade
massica que € um parametro importantissimo
nos processos difusivos . Solucdes analiticas
em série da equacdo da difusdo ja foram
aplicadas em processos de hidratacéo de arroz
branco e integral (ENGELS et al., 1986),

Fick da Difusao

feijdo guandu (KADER, 1995), soja
(GOWEN et al, 2007), cereal matinal
(TUTUNCU; LABUZA, 1996), aveld
(MARTINEZ-NAVARRETE; CHIRALT,

1999) e legumes de forma geral (SEYHAN-
GURTAS; AK; EVRANUZ, 2001).

Exemplos de aplicacdo de solucbes em
série também sdo encontrados na secagem de

alimentos como carne  (TRUJILLO;
WIANGKAEW; PHAM, 2007), batata
(HASSINI et al, 2007), tomate

(FIORENTINI et al.,, 2015). Todos estes
trabalhos se utilizaram de solugBes analiticas
em série que para a geometria que se
adequasse melhor ao formato de cada
alimento analisado. O trabalho de Liu, Chen e
Hou (2012) se destaca por apresentar uma
analise tedrica do ajuste de coeficientes de
difusdo para problemas de secagem como um
todo, utilizando-se da solucdo apresentada por
Crank (CRANK, 1975) para difusdo em uma
barra infinita. Em seu trabalho os autores
analisam a qualidade das difusividades
ajustadas pela equacéo analisada e os fatores
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gue mais interferem na qualidade de suas
estimativas.

Uma pratica comum presente em alguns
dos trabalhos citados anteriormente é a
consideracdo apenas do primeiro termo da
solucéo analitica em série. Isto torna possivel
a linearizagdo da solugéo, por meio da
aplicacdo do logaritmo natural em ambos 0s
lados da igualdade, e faz com que a obtencao
da difusividade se reduza a obtencdo do
coeficiente angular da reta resultante
(HASSINI et al., 2007; LIU; CHEN; HOU,
2012; MARTINEZ-NAVARRETE;
CHIRALT, 1999; TUTUNCU; LABUZA,
1996). Porém, esta pratica descarta os demais
termos da série, que possui infinitos termos.

Em sua formulagdo original, o

bootstrap € uma variagcdo do método de Monte
Carlo que numericamente determina a forma
da distribuicio (CHERNICK, 1999;
DIACONIS, EFRON, 1983). Dada uma
amostra aleatéria e independente, o método

consiste nas seguintes etapas (OLEA;
PARDO-IGUZQUIZA, 2010):

1. Obtenha aleatoriamente uma
amostra com reposicado da amostra
original,

2. Calcule e salve as estatisticas de
interesse,;

3. Retorne a etapa 1 e repita o

processo pelo menos 1000 vezes;
Apresente corretamente os valores
obtidos para cada estatistica,

5. Pare.

Todavia, na presenca de correlacdo
temporal a etapa 1 é inapropriada pois a
reamostragem pode resultar em uma amostra
contendo dados nao correlacionados.

Uma das primeiras solucbes para o

4.

problema de bootstrap com dados
correlacionados foi proposta por Solow
(1985). A ideia béasica do trabalho foi

transformar dados correlacionados em dados
nao correlacionados. Journel (1994) propos
um método de reamostragem condicional
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baseado na distribuicdo do erro. Berkowitz e
Kilian (2007) apresentaram uma

reamostragem bootstrap em bloco para dados

com dependéncia temporal. Liang el al (2013)
propuseram um metodo de reamostragem
através de sub amostras, todavia, aplicavel

apenas em grandes bancos de dados. Outras
abordagens podem ser verificadas em Olea e X(r,0)=X,

Pardo-Iguzquiza (2010) e Chrysikopoulos e
Vogler (2004).
Cribari-Neto e Zarkos (2001, 2004)

apresentaram uma série de vantagens de
aplicacdo dos meétodos bootstrap, desde a

facilidade de obtencdo de novas estimativas,
construcdo de intervalos de confianca e
correcao de viés.

Neste contexto o objetivo do presente
trabalho foi o de modelar matematicamente a
hidratacdo de grdos de soja utilizando-se a
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umidade de equilibrio é  atingida
imediatamente.

2
X _p(20X 3% M
ot ror or

Or (2)
— =0 t>0 (3)

r=0

X(Rt) =X, t>0 4)

sendo X a umidade em base secX, a
umidade inicial em base secX,, a umidade
de equilibrio em base secsn, a coordenada

solucdo analitica em série da Segunda Lei de radial, R o raio dos gréost a coordenada

Fick da Difusao. Pretendeu-se também

estudar as incertezas na obtencdo destes

parametros utilizando-se o métoBootstrap,
principalmente analisando-se como 0 numero
de termos da série influencia na variabilidade
da difusividade ajustada e nos intervalos de
predicdo do modelo.

2 TEORIA

A Segunda Lei de Fick da Difuséo foi
obtida a partir de um balangco de massa
transiente num elemento diferencial do
volume de um grdo de soja, considerado
esférico e a volume constante. A Equacéao (1)
apresenta a Segunda Lei de Fick da Difuséo,
gue, para este trabalho, teve a difusividade
efetiva (D) considerada constante. A
Equacao (2) é a condi¢do inicial do problema

e estabelece que no inicio da hidratacdo os

grdos possuem umidade conhecida e
uniformemente distribuida. A Equacéao (3) € a

condicdo de simetria no centro da esfera e a .
Equacdo (4) é a condicdo de contorno na SendoX (r.t)=
superficie e estabelece que neste ponto a

temporal eD a difusividade efetiva.

O modelo constituido pelas Equacoes
(1) a (4) possui solugdo analitica na forma
X(r,t) =Y (r)W(t) sendoY uma variavel que
e funcdo apenas dee W uma variavel que é
funcdo apenas de. Quando aplicada a
Equacédo (1), a solucdo na forma apresentada
separa suas variaveis e possibilita a obtencéo
de uma solucdo analitica. A solucdo analitica
€ obtida pelo método da separacdo de
variaveis que pode ser encontrado em livros
de matematica e fendmenos de transporte
(BIRD; STEWART; LIGHTFOOT, 2002;
KREYSZIG, 2011; WELTY et al., 2008) A
Equacéo (5) apresenta a solucéo obtida, que &
equivalente a solucdo originalmente proposta
por Crank (1975).

()

x%r,t):%i(_?m sen(ngrje[_ g }

X(r,t)=Xq
Xo = X '



A condicdo de contorno representada
pela Equacéo (3) causa uma indeterminacgéo
na forma 0/0 quando aplicada a solucao
analitica (Equacéo (5)), pois quando- 0 0
termo  sen(nmr/R)Ir tende a esta
indeterminacdo. Para contornar este problema
e obter uma solugdo valida no centro dos
graos esféricosr(=0), avalia-se o limite da
Equacéo (5) quando - 0 utiliza-se a regra
de L’'Hopital para resolver este limite
(SMITH, 1987). A Equagéo (6) apresenta a
equacao resultante que é valida em0.

X' (0,t) = 22 - 1)“+1e[_0mi} 6)

Geralmente em sistemas particulados
mede-se experimentalmente a umidade média
da particula ao longo do tempo. Desta forma,
para que fosse possivel comparar o0s
resultados do modelo com os valores
experimentais médios de umidade, torna-se
necessario calcular a média geométrica dos
valores de umidade na particula. Isto pode ser
feito por meio da Equacéo (7).

R
IX*(r,t)rzdr

jrzdr
0

(7)

sendo X a umidade média no volume dos

graos.

Inserindo-se a Equacao (5) na Equacgao
(7) e efetuando-se os célculos, foi possivel
obter o perfil médio de umidade em funcéo do
tempo, Equacdo (8), cujas previsdes podem
ser comparadas com a cinética da hidratagcéo
dos gréos obtida experimentalmente.

zpes o3

X (1) :%z“n— ®)
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3 MATERIAIS E METODOS
3.1 Umidade em func¢éo do tempo

Os valores de umidade foram obtidos
para as temperaturas de 10, 20, 30, 40°€ 50
e foram utilizados grédos de soja do cultivar
CD 202, fornecidos pela Cooperativa
Agropecuaria Mourdoense Ltda (COAMO). O
volume de 1,5 L de solugédo de benzoato de
sédio, 0,2% (m/m), foi preparada e o
benzoato de sddio foi utilizado para evitar a
proliferacdo de microrganismos durante a
submersao dos graos na solugdo. A solucéo
foi posta em contato com um banho
termostatico até que atingisse a temperatura
na qual seria realizado o teste. A partir deste
momento, os graos de soja foram adicionados
a solucdo e o tempo comecou a ser medido.
Em tempos pré-determinados amostras eram
retiradas da solucdo, tinham o excesso de
umidade superficial retirados com papel
toalha e tinham sua massa aferida. Entéo, as
amostras foram inseridas em estufa a’C05
durante 24h (LUTZ, 1985). Apés este tempo a
massa da amostra era medida novamente.
Com estes dados foi possivel obter a umidade
dos gréos em cada instante de tempo.

3.2 Ajuste dos parametros

Os parametros dos modelos
considerados neste trabalho foram ajustados
por meio de regressao nao linear utilizando-se
o comando “nls” do software R. O algoritmo
utilizando para a regressao foi o Método de
Gauss-Newton, que é o algoritmo padrdo do
comando “nls”.

Considere o seguinte modelo:

9)

em que X(t),, sdo os dados obtidos

experimentalmente;X; (t) sdo os valores
mod
preditos pelo modelo ajustadoge é o vetor
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de erros inerentes a cada observacao, tal que da solugcéo analitica em série na variabilidade

iid
e~N(0.0°).

O algoritmo bootstrap para regressao
nado-linear definido por Davison e Hinkley
(1997) é:

1-

2-

Considerd* =t;

Amostre aleatoriamente e com
reposicacs™ dee—-¢;

A nova amostra
Xon (1) e = X0 (%) o ¥ 5

sera

Obtenha as estimativas de interesse;
Retorne a etapa 1 e repita 0 processo
pelo menos 100 vezes;

Pare.

4 RESULTADOS E DISCUSSAO

A analise das incertezas foi iniciada
avaliando a influéncia do nimero de termos

da difusividade efetiva ajustada para cada
conjunto de dados. A Figura 1 apresenta estes
resultados para a temperatura d€Cl@m
forma do boxplot obtido para cada valor de
difusividade. E possivel observar que com
apenas um termo considerado na solugdo em
série, pratica executada com recorréncia na
literatura, a variabilidade é muito maior e o
valor estimado para a difusividade nédo é
representativo. Conforme mais termos sao
considerados na série, a difusividade ajustada
apresenta menos variabilidade até que para 5
termos, o valor da difusividade torna-se
praticamente constante, mas somente a partir
de dez termos os intervalos de confianca se
estabilizam, sugerindo a utilizacdo de no
minimo dez termos na solucdo analitica para a
estimativa da difusividade.

Figura 1: Boxplot das difusividades efetivas em fun¢éo dmero de termos da solugdo em série.
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A quantidade de termos da solugéo
analitica em série influenciou

significativamente a  variabilidade do

experimento (Figura 2). Com apenas um
termo o modelo nado ficou bem ajustado,
resultando em grande variabilidade. Isto fica
evidente pela amplitude das novas



realizacoes.
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Conforme se considera mais diminui e passam a abranger todos os pontos

termos a variabilidade das novas realizagdes experimentais.

Figura 2: Realizagao de 100 bootstrap com base no model@adgufinha cheia) considerando 1, 6, 11 e 16

termos da série.
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Os resultados fornecidos pelo método
Bootstrap, mostraram que a partir de cinco
termos considerados na solucdo analitica, a
difusividade tende a ficar constante, enquanto
os intervalos de confianca tendem a se tornar
praticamente constantes somente a partir de
dez termos. Desta forma, decidiu-se utilizar a
solucao analitica em série considerando-se 10
termos para a obtencdo dos valores de
difusividade.

A Tabela 1 apresenta os valores de
umidade inicial e de equilibrio, obtidos
experimentalmente, que foram utilizados nos
calculos. A tabela também apresenta as
médias dos erros quadraticos resultantes do
ajuste das difusividades.

X(t)(Kgégua / Kgss)
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Tabela 1 Umidade inicial, umidade de equilibrio
e média dos erros quadraticos.

TCC) Xo Xeq (@I N,,).10°
10 0,126 1,651 6,798
20 0,128 1,651 5,581
30 0,122 1,727 5,491
40 0,121 1,897 3,986
50 0,103 1,791 3,748

A Tabela 2 apresenta os valores de
difusividades efetivas em funcdo da
temperatura e do nimero de termos da série
adotado pelo modelo. Através dos intervalos
de confianca apresentados nas Figura 3 e
Figura 4 podemos verificar sobreposicoes
intervalares. Para o caso em que é adotado um
termo da série para o modelo, a difusividade
para 10, 20 e 30°C nao apresentou diferencas



significativas entre si. O mesmo pode ser
verificado para 20, 30 e 40°C e finalmente
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E interessante notar que para o caso da
hidratagdo de soja, ora estudado, tanto a

para 30, 40 e 50°C. Para o caso em que sao difusividade como os intervalos de confianca

adotados 10 termos da série para 0 modelo,
nao ha sobreposicdo das difusividades em
funcdo da temperatura. Logo, pode-se
conclur que as mesmas diferem-se
significativamente pela sobreposicdo dos
intervalos de confianca (95%).

Tabela 2Comparacao entre difusividades efetivas.

D (m“/s) n=1 n=10

10° 1935E-11 | a | 2,268E-11 | a
20° 3,406E-11| ab | 3.919E-11 |p
30° 4,882E-11 | abc | 5,538E-11 | ¢
40° 8,044E-11 | bc | 8,781E-11 | d
500 1,037E-10] ¢ 1,128E-10 | e

*valores seguidos da mesma letra (em coluna) nfvedh
significativamente pela sobreposicdo de intervalds
confianca (95%).

Figura 3: Difusividade efetiva em funcdo da
temperatura considerando 1 termo da solugdo em
Série.
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Figura 4: Difusividade efetiva em funcdo da
temperatura considerando-se 10 termos da solucéo
em série.
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tendem a aumentar exponencialmente com a
elevacdo da temperatura, conforme pode-se
observar nas Figuras 3 e 4.

5 CONCLUSOES

- O uso do método estatistico BOOTSTRAP

proporcionou uma andlise critica eficiente

sobre a estimativa da difusividade térmica a
partir da solucdo analitica da segunda lei de
Fick.

- Comprovou-se que a metodologia

convencionalmente aceita em literatura de
truncamento da solugcdo analitica da solucéo
analitica da segunda lei de Fick conduz a
valores equivocados da difusividade efetiva.

- Sugere-se a utilizacdo de no minimo dez
termos na solucdo analitica a fim de obterem-
se valores realistas de difusividade efetiva e
de intervalos de confianca deste parametro.

- Os valores e os intervalos de confianca das
difusividades efetivas ajustadas para a
hidratacdo de graos de soja tenderam a
aumentar com a elevagdo da temperatura.

6 NOMENCLATURA

Difusividade (n/s)

Numero de termos da série (adim.)
Distribuicao normal

Coordenada radial (m)

Raio dos graos (m)

Coordenada temporal (Ss)
Temperatura®C)

Variavel de separacdo dependente
somente do tempo

X Umidade em base seclg(,./kg )

Y  Variavel de separacdo dependente
somente do raio

sS4~ >3- =250

Letras gregas



£ Erro (kgsy./k9sd)
o  Desvio padraoKg,,,./kg <o)

Subscritos e sobrescritos

0 Inicial

eq Equilibrio
exp Experimental
m  Médio

mod Modelo

* Adimensional
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