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Resumo: Embora invisiveis para nds, as ondas eletromagnéticas estdo presentes em
nosso cotidiano, sendo util em diversas areas. Na geofisica por exemplo aparece
como muita frequéncia nos métodos eletromagnéticos. As ondas eletromagnéticas
surgem das equacgdes de Maxwell, que sdo equacgdes lineares, e dao origem a
equacoes diferenciais, também lineares. Estas podem ser modeladas, lancando mao
das equacoes diferenciais fracionarias, levando a uma interpretagao mais acurada do
fendbmeno. Neste trabalho sera utilizada uma nova metodologia para resolugdo de
equacdes diferenciais fracionarias, proposta em Khalil(2014). Também neste trabalho
uma correlagcao entre os parametros do meio e o exponente fracionario sera proposta,
trazendo assim uma contribuicao para a busca do entendimento da fisica do expoente
fracionario.

Palavras-Chave: ondas eletromagnéticas planas; geofisica; equacgdes diferenciais
fracionarias; derivadas conformaveis.

FRACTIONAL MODELING: THE CASE OF ELECTROMAGNETIC
WAVES

Abstract: O Abstract: Although invisible to us, electromagnetic waves are present in
our daily lives, being useful in many areas. In geophysics, for example, it appears as
often in electromagnetic methods. Electromagnetic waves arise from Maxwell's
equations, which are linear equations, and give rise to differential equations, also
linear. These can be modeled using fractional differential equations, leading to a more
accurate interpretation of the phenomenon. In this work we will use a new methodology
for solving fractional differential equations, proposed in Khalil (2014). In this work a
correlation between the middle parameters and the fractional exponent will be
proposed, thus contributing to the search for understanding the physics of the fractional
exponent.

Keywords: flat electromagnetic waves; geophysics; fractional differential equations;
conforming derivatives.
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1. INTRODUGAO

Alguns estudos sobre os métodos eletromagnéticos deduzem expressodes para
0 campo magnético através das equacgdes de Maxwell [1],[2] e [9]. As equagdes
resultantes sdo resolvidas utilizando métodos classicos de solugdes de equacodes
diferenciais, e sempre utilizando a modelagem de ordem inteira. Além disto, estudos
envolvendo ondas eletromagnéticas também se utilizam de métodos classicos e
solugdes numéricas [5], [6] das equacdes diferenciais. Neste trabalho, sera objeto de
analise a propagacao de uma onda eletromagnética em um meio utilizando uma nova
metodologia para resolugcdo de equagdes diferenciais fracionarias, o qual reduz o
custo computacional e, além disso, obtém-se um resultado mais estavel e preciso [7].
A modelagem fracionaria em equacgoes diferenciais esta em crescimento, no que diz
respeito a sua utilizacao. Historicamente, considera-se como a primeira aplicacéo do
calculo fracionario a solugao do problema da Curva Tautocronica, proposto por Niels
Henrik Abel, em 1820, e trabalhado por Dirichlet, em 1840. Dentre outras aplicacdes
das derivadas fracionarias, existem as seguintes utilizagdes: no estudo de materiais
com memoria, fendbmenos de difusédo, epidemiologia e vibragbes mecanicas.

2. METODOLOGIA

A escolha das ondas eletromagnéticas como objeto de estudo se deve ao fato de que
estas, estdo presentes em nosso cotidiano, sendo util em diversas areas. Elas podem
ser percebidas permeando as teorias da medicina, geofisica, geologia, fisica, dentre
outras. Na geofisica por exemplo aparece como muita frequéncia nos métodos
eletromagnéticos, onde ¢é utilizado campos magnéticos, potenciais elétricos e ondas
eletromagnéticas. As ondas eletromagnéticas surgem das equacgdes de Maxwell, que
sdo equacgodes lineares, e dao origem a equagdes diferenciais também lineares, que
serdo o foco de nosso trabalho.

Na solugéo da equacgao da onda eletromagnética fracionaria foi utilizado um método
que se baseia numa redefinicao da derivada fracionaria [7]. Assim, sendo « e (n,n+1]

, € f sendo uma funcao n-diferenciavel de t, onde t > 0, entdo a derivada fracionaria
conformavel de f de ordem ¢ é definida como:

f([a]_l)(t+€t([a]_a))—f([a]_l) 0

&

T,(f)(t)=lim AT pled oy (1)

onde [«] é o menor inteiro maior ou igual a « . Tomando-se esta nova definicao pode-

se solucionar a equacao de onda de uma forma mais simples e com dimensao correta,
resultando,

E(z,0) = E, [cos(WDE, (5°2%) + sen(W)E,, , (=" 2")] (2)

onde w=2rf (frequencia angular), £ (8“z“) e E,,(—pz") s&o as fungdes de Mittag-
Leffler de um e dois parametros [4], respectivamente.
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Por conveniéncia se faz w=f=1,e a=1,9 temos:

z(m) 15 |
20 0
Figura 1 - Grafico Campoxzxtcom o =1,9

Na figura 1 com « =1,9, observa-se um decaimento na amplitude, lembrando
as perdas de energia em meios com condutividade diferente de zero. Para ressaltar
esta observagao, foi plotado o grafico campo elétrico(H) x posigdo(z) com o «
variando de 1,7 até 2,0. Nestes graficos foi fixado o tempo igual ao periodo. Assim a
equacao do campo elétrico se reduz a:

£, = EEWZ) ®

Fazendo por simplicidade f=E_=1. Pode-se sem perda de generalidade fazer =1
, pois estamos no espaco livre onde com certeza este parametro € uma constante.
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Figufa 2: Grafico Campo x z para o = 1.7,1.8,1.9,2.0
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A medida que os campos elétricos e magnéticos se propagam em um meio condutor
a sua amplitude é atenuada por um fator e ¥“.[8] Aqui sera investigado o formato da
envoltéria do grafico campo elétrico x posi¢cado(z), para o caso da modelagem
fracionaria. a modulagao da amplitude apresentada pela maioria dos livros-texto €, na
realidade, a envoltéria da curva de oscilacdo, que no caso limite de amortecimentos
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muito pequenos tendem aos mesmos valores numéricos. [4] Aqui neste trabalho sera
utilizada esta aproximacao.
A diferenca entre estas duas curvas esta apresentada na figura 4.
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Figura 3 - Grafico Campo x z apresentando a envoltéria e a atenuagao

Com esta aproximacgéao foi determinada a equagao da envoltoria, pegando os pontos
de maximo do campo e plotando estes em um grafico. Apés uma analise do formato
da curva, ficou evidente que em todos os casos analisados a melhor curva a ser
ajustada era a exponencial. Nas figuras 4, 5, 6 e 7 estdo exibidas algumas curvas
encontradas. Entdo uma regressao exponencial foi efetivada em cada caso estudado,
obtendo assim todas as fungoes.
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Pode-se observar que todos os coeficientes de determinagao das regressdes sao bem
altos(proximos de 1), mostrando assim que todas as curvas obtidas pelas regressbes
sao bem consistentes. Uma outra observacao interessante € que quando o ¢ se
aproxima de 2, a exponencial se aproxima de uma reta horizontal. O que era de se
esperar pois quando o ¢ € 2 é retomada a funcdo de onda sem perdas, onde a
envoltdria deve ser uma reta constante. Estas constatagcdes retomam a ideia anterior

em que a envoltéria deve mesmo ter o formato e€"*. O  estd evidentemente

relacionado com os parametros do meio. Parametros estes que provocam a
atenuagédo da onda. Uma interessante relagao entre e « € encontrada plotando-se

o grafico de dispersao entre estas grandezas. A tabela 1 é obtida apds todas as
exponenciais entre o = 1.80 e 1.99 serem conhecidas. Apds a plotagem do grafico
observa-se uma forte correlagéo linear entre « e . Possibilitado a regresséo linear

entre a variavel independente « e a dependente i . Assim chegamos entéo a relagéo
matematica:

w=-0,8657 o +1,7282 (4)
(x) (y) 0,2
1,8 0,172
1,81 0,164 0,18
1,82 0,154
1,83 0,144 0,16
1,84 0,135
1,85 0,126 o1
1,86 0,117 o1
1,87 0,108 y =-0,8657x + 1,7282
1,38 0,099 - R?=0,9992
1,89 0,091 '
1,9 0,082 0,08
1,91 0,073
1,92 0,065 0,06
1,93 0,056
1,94 0,048 0,04
1,95 0,04
1,96 0,032 0,02
1,97 0,024
1'98 0'016 01,75 1,8 1,85 1,9 1,95
1,99 0,008
Figura 8 - Tabela 1 Figura 8 - Grafico ¢ (x) x parametros do meio(y)

Observa-se que existe uma relacédo linear com o coeficiente de determinacdo de
0,9992. Este valor nos tras a certeza desta relagdo. Pode-se também observar que se
extrapolarmos a reta para y = = 0, iremos obter x = o= 2. Este resultado bate
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claramente com o que era esperado, pois quando temos o= 2, retomamos a
propagacéao no espago livre sem perdas, logo i tem que ser 0.

Pode-se, para ter uma solugado mais geral, procurar também uma relacdo entre o f
(numero de onda) e o i que representa o expoente da exponencial responsavel pelo
amortecimento. Sera de forma aleatéria escolhido o= 1.95.

4. CONCLUSAO

Os resultados mostram claramente que ao variar o parametro fracionario «
resgata-se as solugdes do amortecimento das ondas em um meio material.
Especificamente, quando « é igual a 2 é obtida a solugdo da propagacéo da onda no
espaco livre. Além disto, uma outra observagao interessante é que, quando «a se
aproxima de 2, a exponencial se aproxima de uma reta horizontal. Isto era esperado,
pois quando « € 2 tem-se retomada a fungao de onda sem perdas, onde a envoltoéria
deve ser uma reta constante. Estas constatacdes retomam a ideia anterior em que a
envoltéria deve mesmo ter o formato de ¢, onde a constante y esta evidentemente
relacionada com os parametros do meio, os quais provocam a atenuagao da onda.
Finalmente, é importante salientar que o trabalho apresentou uma solugéo mais geral
da equacao da onda eletromagnética, aumentando as possibilidades de interpretagao
do fenébmeno.
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