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RESUMO

Técnicas para reducdo da ordem de modelos na base modal foram implementadas com o ob-
jetivo de estudar como o erro, associado ao processo de redugdo, € influenciado pelo nimero
de modos truncados e pelo critério de selecio de modos a serem eliminados. Neste trabalho,
sdo apresentados diferentes critérios para selecio dos modos a serem truncados, a interpreta-
cdo de cada critério também € detalhada de maneira qualitativa para prever o comportamento
do modelo reduzido. Um modelo de veiculo completo com 7 graus de liberdade para estudo
de dinamica vertical foi usado como exemplo e modelos reduzidos foram calculados a partir do
mesmo. Para a comparagdo de desempenho entre modelos reduzidos, sdo apresentadas métricas
que facilitam a avaliacdo objetiva das respostas.

INTRODUCAO

Com o advento da tecnologia em computadores, o poder de processamento € armazenamento
computacional aumentou consideravelmente nas tltimas décadas. Junto a esta tendéncia, observa-
se a demanda pelo aumento da complexidade de modelos numéricos, o que pode ser prejudi-
cial em muitas aplicagdes. Ademads, é sabido que o custo computacional e o tempo de pré-
processamento de modelos de sistemas dindmicos ainda € um fator importante em processos
que envolvam simulacdo em tempo real, otimizagdo, processamento embarcado, ciclos de pro-
jeto com prazos de curta duracdo, projeto de controladores, estudo da estabilidade e robustez
de sistemas. Para contornar este problema, esforcos tem sido feitos no desenvolvimento de
métodos para calcular modelos de ordem reduzida que reproduzam as principais caracteristicas
dindmicas de um modelo de alta ordem, exigindo menor custo computacional e capacidade de
memoria [5].

Portanto neste trabalho, os autores expdoem uma metodologia de redu¢do da ordem de sistemas
por truncamento na base modal. Neste processo, o critério de escolha dos modos normais que
serdo truncados do modelo de alta ordem € um fator determinante para que o modelo reduzido
reproduza corretamente o comportamento dindmico do modelo completo.

Um modelo de veiculo completo com 7 graus de liberdade para estudo de dinadmica vertical
foi construido para representar um modelo de alta ordem. Foram calculados trés modelos de
ordem reduzida, para cada modelo foi utilizado um critério diferente de selecio dos modos a
serem truncados. Posteriormente os resultados dos modelos reduzidos foram comparados aos do



modelo completo utilizando métricas que favorecem a avaliacdo objetiva de seus desempenhos.

1 INFORMACOES GERAIS

Considerando um sistema dindmico, linear, continuo, invariante no tempo, assintoticamente
estavel, [A, B, C, D] em sua realizagdo minima, com a seguinte representacdo em espago de
estados:

&(t) = Az(t) + Bu(t) y(t) = Cz(t) + Du(t) (1)

Onde z(t) € R", u(t) € R™, y(t) € R™ sao respectivamente o vetor de estados, vetor de en-
trada e vetor de saida. Este sistema é chamado de completo e considerado, para fins de redugdo,
como um sistema de alta ordem.

Deseja-se encontrar uma aproximagdo de ordem reduzida [A,, B,, C,, D,], eliminando-se r
graus de liberdade do sistema completo e cuja ordem seja n, = n — r, com z, € R". O
sistema de ordem reduzida deve ser capaz de reproduzir aproximadamente o comportamento
dindmico do sistema original.

z,.(t) = Arz,(t) + Bru(t) yr(t) = Cra,.(t) + Dyu(t) (2)

O sistema completo pode ser particionado em duas parcelas, chamadas de graus de liberdade
(GDL) mais dominantes e menos dominantes, x; € To respectivamente.

T Ay A | By X
T = Ay Ago | By X2 (3)
Yy Cl 02 ‘ D u

Neste trabalho, serd considerado que o sistema reduzido € obtido através do truncamento dos
GDL menos dominantes, ou seja, xo = 0. Portanto A, = Ay, B, = By, C,., = Cyand D, = D.

O sistema que descreve o comportamento dindmico do erro e(t) = y(t) —y,-(t) entre os sistemas
completo e reduzido é formado pelas matrizes [A., B, Ce, D.] tal que:

T A A 0 By Iy
To _ Ay Ag 0 By o) (4)
ftr 0 0 All Bl Ty
(& Cl CQ —Cl ‘ 0 u

Onde & = {z,; x9; 2, } é 0 vetor de estados do sistema na Eq. 4 e A, € ROvtnr)x(ndns),

O erro quadrético € uma maneira de contabilizar em uma tnica curva a resposta temporal o vetor
e(t) = (er(t), e2(t), ..., ey, (t)" do sistema reduzido, o que falicita a avaliagdo de desempenho
do mesmo. A utilizacdo do erro quadrético torna a comparagdo entre varios modelos mais ficil
e objetiva pois reduz a quantidade de dados a serem comparados.

eq(t) = ei(t) +e3(t) + - + e (H)+ = e’ ()e(t) (5)

Uma outra maneira de quantificar a diferenca entre duas respostas transientes ¢ a norma Lo
do erro e(t). Diferente do erro quadratico, a norma £, do erro quantifica a diferenca entre as



respostas dos sistemas completo e reduzido em apenas um valor escalar. Isso possibilita a com-
paracdo do desempenho de diferentes modelos através da mera comparacdo entre nimeros reais.

A norma L, do erro e(t) no intervalo [0, ¢] é definida por:

ly() = 9o ()| caoy = lle(®) a0 = ( / gwew)? ©

1.1 Decomposi¢cao em modos normais

Dado um sistema dinamico linear com n, coordenadas generalizadas, do tipo

Mi+Coqg+ Kq=Fu (7)

Sendo ¢ € R™ € o vetor de coordenadas generalizadas do sistema e as matrizes M, C, e K sao
quadradas de ordem ny. Também assume-se que M € positiva definida, portanto existe a matriz
inversa M 1.

Consideraremos um caso genérico onde o amortecimento do sistema em questao € dito nao pro-
porcional, ou seja, a matriz de amortecimento C, ndo pode ser escrita como uma combinagio
linear das matrizes M e K.

Deseja-se projetar o sistema em uma base ortonormal de autovetores, que posteriormente sera
interpretada como uma sobreposicao de modos de vibracdo do sistema. Definem-se como mo-
dos de vibragao sincronos de um sistema os padrdoes de movimento oscilatério em que coorde-
nadas generalizadas possuem relacdes de proporcionalidade constantes.

Consideraremos o sistema nio excitado na forma

Mi+Cug+Kq=0 8)

Através da mudanga de base = = (¢7,¢")7, o sistema de segunda ordem com n, equagdes
diferenciais ordindrias pode ser escrito como um sistema de primeira ordem com n = 2n,
equacdes. Desta maneira, a equacdo 8 pode ser escrita na forma

{ Z } N { —MO—lK —M[—lCa } ' { 3 } )

Onde x € R?™ ¢ um vetor que contém deslocamentos e velocidades generalizadas do sistema.
Desta forma, podemos escrever sinteticamente

i = Az (10)

Desejamos agora encontrar uma base ortonormal a fim de realizar a decomposicao do sistema
em modos de vibrar, desta maneira a solu¢cdo da equagdo 10 é da forma

z(t) = ez (11D

onde s € um escalar € z € R™. Substituindo-se 11 em 10, obtém-se

AZk = )\ka k= 1, 2, ..., g (12)



A partir da equacdo 12, pode-se concluir que zj é o k-ésimo autovetor direito de A e \; € seu
autovalor associado. Neste trabalho, serdo considerados apenas casos onde os autovalores do
sistema sdo distintos, ou seja, ndo existe \; = \; para i # j.

Podemos observar que a equacdo 12 possui n solugdes ndo triviais A\; que sdo autovalores da
matriz A. Pode-se provar [10] que estas solu¢des podem ser reais e/ou pares pares complexos
conjugados. Consequentemente, seus autovetores correspondentes sdo respectivamente reais e
complexos conjugados. Neste tltimo caso, temos:

Azk = /\ka
Az, = M2y (13)
onde
2 = U + ivk € Zp=up— ivk (14)

Sem que exista perda de generalizag@o, a partir deste ponto as equagdes serdo apresentadas
considerando que todos os autovalores do sistema sao complexos conjugados. O caso particular
para autovalores reais € deduzido de maneira anéloga.

Seja uma matriz ® de ordem n, cujas colunas sd@o as componentes reais € complexas de todos
os autovetores direitos de A

d=lu; v ... U Vg .. Upy Ul (15)

Onde os vetores uy, € v, sa3o chamados de formas modais que compdem o k-ésimo modo normal
do sistema.

Pode-se demonstrar [4] que a matriz ® € inversivel e que € uma matriz de mudanca de base do
tipo

r = dw (16)

Onde w sdo chamadas de coordenadas modais do sistema. Aplicando-se a transformacao des-
crita em 16 ao sistema em espago de estados da equacdo 1, temos:

dw = Adw + Bu

y=Cdw+ Du an
onde B = M~'F. Assim, podemos definir o sistema [A, B, C', D] na base modal, com:
A=01A0
B=9"'B
~ 18
C=Cd (18)
D=D

€ consequentemente

W d'AD | 9'B w
U= e



Sendo assim, a matriz A, de ordem n = 2ng, é composta por blocos 2x2 correspondentes aos
pares de autovalores complexos de A (e blocos 1x1 para o caso de autovalores reais).
Desta maneira, o sistema na base modal pode ser escrito como:

(03] 51 0 b171 Ce bl,nu

_51 aq 62,1 ce b27nu
A » ~/. 1
A|B _ Qng  Bng | bna by, (20)
~ ~ Z’)l B/
Cc|D 0 _6710 Oy n,1 Ny

i1 C2 ... Cipn-1 Cin d1,1 ce dl,nu

L Eny,l ény,2 e Eny,n—l 5ny,n dny,l e dny,nu |

A equagdo 19 pode ser desacoplada em subsistemas menores de ordem 2, como mostrados na
equacgdo 21. Cada subsistema descreve a dinamica de um modo normal de vibrac¢do do sistema
completo. A resposta y; € chamada de participagcdo modal do modo k na resposta do sistema.

Qg Br bgk;—1,1 e b%k—l,nu
Wak—1 — Bk Qg boka 0 bopn, o
Wk o= Ci2k—1  C12k 0 . 0 wa e
| 6ny72k—1 Eny,gk 0 . .. 0 |

Vale lembrar que o vetor y(t) é resultado da soma das participa¢des modais y(¢) com o termo
Du:

y(t) =3 wut) + Dut) @)

2 CRITERIOS DE SELECAO

Neste item serdo apresentados e discutidos critérios para a selecio dos modos nomais que sdao
bons quandidatos a eliminacdo. Estes critérios colocam as varidveis do sistema completo em
ordem das mais importantes para as menos importantes, de maneira que as r Ultimas da lista
serdo eliminadas durante o processo de reducdo da ordem do sistema.

Neste trabalho, s@o estabelecidos parametros selecao tais que modos com menores valores atri-
buidos ao parametro sdo bons candidatos a eliminagdo.

2.1 Critério de selecao baseado na frequéncia natural (FN)

Um critério de selec@o bastante usado para a base modal € descrito em [1], onde o parametro
Pu(,n) € o inverso da frequéncia natural w,; do k-ésimo modo de vibrar do sistema.

pw L L (23)

T wek ol + B?
Uma interpretacdo geométrica para o parametro de selecdo F,, € que os polos candidatos a
eliminac@o estdo fora de circunferéncia de raio w,, e com centro em (0, 0), conforme indicado
pela figura 1.
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Figura 1: Critério de selecdo baseado na frequéncia natural dos autovalores

Como com a utilizagdo deste critério, os modos de menor frequéncia natural sdo preservados,
ele € aconselhado para situacdes onde deseja-se priorizar preservacao da resposta do sistema
quando € submetido a excitagdes periddicas de baixas frequéncias.

Uma desvantagem deste método é que modos com baixo fator de amortecimento e maiores
frequéncias naturais (que seriam bons candidatos a serem eliminados segundo este critério)
podem ter contribui¢do importante na resposta transiente do sistema. Portanto ao se aplicar este
critério, a similitude da resposta transitdria do sistema reduzido pode ser comprometida quando
comparada ao modelo completo.

2.2 Critério de selecao baseado no amortecimento e frequéncia natural (AFN)

Este critério, descrito por [7], para selecdo dos modos candidatos a eliminagado, é baseado no
fator de amortecimento ( e frequéncia ndo amortecida w,, de cada modo de vibrar.
Sabendo que o produto w,( estd diretamente relacionado com a poténcia dissipada do modo,
este critério que penaliza modos de alto fator de amortecimento e alta frequéncia natural. O
parametro de selecdo Pé’;) para um modo € o inverso do produto do fator de amortecimento ¢
do modo com sua frequéncia natural w,, correspondente.
w__ L 1 1 (24)
T oG —Re(M\)  —on
Também € sabido que o produto do amortecimento de um modo com sua frequéncia natural é
igual ao médulo da parte real do autovalor correspondente. Portanto o parametro de sele¢ao
Pé];) também pode ser calculado através do inverso da parte real do autovalor correspondente
ao modo normal, como mostrado na equacao 24.
A figura 2 mostra uma representacdo grafica dos modos mais dominantes e menos dominantes
do sistema (estes ultimos candidados a eliminacdo).
Outro ponto importante para salinetar é que, para uma entrada degrau, o tempo de acomodacao
t, do k-ésimo modo normal é [8]:
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Figura 2: Critério de selecdo baseado na parte real dos autovalores

by = — 25)

Wk G
Portanto segundo este critério, os modos que sdo bons candidatos a serem eliminados tem tempo
de acomodacao pequeno. Ou seja, estabilizam mais rapidamente na condicao de estado estavel
que outros modos. Isso refor¢a o conceito de que este critério preserva modos com maior con-
tribui¢do para a resposta transiente do sistema.

Conclui-se que este critério € aconselhado para situacdes onde deseja-se priozizar a preservacao
do comportamento transiente do sistema, como por exemplo quando submetido a excitagdes nao
periodicas.

2.3 Critério de selecao baseado em normas Hankel (NH)

Partindo da informacdo de que as normas Hankel de um sistema dindmico indicam o quanto
este sistema € simultaneamente controldvel e observavel, pode-se estabelecer um critério que
selecione os modos normais menos controldaveis e observdveis para serem eliminados [3], [9].

As normas Hankel v; de um sistema dindmico sdo a raiz dos autovalores do produto entre os
gramianos infinitos de controlabilidade L. e observabilidade L,, calculadas conforme equacado
26.

Yi = >\l (LCLO) (26)

Onde \; € o i-ésimo autovalor do produto L.L,.
Por sua vez, os gramianos infinitos de controlabilidade e observabilidade sdo calculados se-
gundo as equagdes matriciais de Lyapunov:

AL, + L. AT + BBT =0
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Neste critério, descrito por Varga em [11], o sistema completo projetado na base modal é se-
parado em subsistemas desacoplados que descrevem a dinamica dos modos normais, como na
equagdo 21. As normas Hankel destes subsistemas sdao calculadas e a maior norma de cada
modo € usada como critério de selecao.

m i

Onde 71-(“ sdo as normas Hankel do k-ésimo subsistema e P§f,2 € o parametro de selecdo baseado
na controlabilidade e observabilidade dos modos normais. Os valores de 7-(k) sdo encontrados

ao aplicar as equagdes 26 e 27 em cada um dos sistemas descritos na equacao 21.

Os autores se utilizardo de um abuso de linguagem e neste trabalho as normas Hankel calcu-
ladas a partir dos sistemas desacoplados que descrevem a dindmica dos modos normais serao
chamadas de normas Hankel dos modos normais.

3 ESTUDO DE CASO

Um modelo de veiculo completo, com 4 rodas e com 7 graus de liberdade, para estudo de
dindmica vertical, como descrito em [6], foi construido para representar um modelo de alta
ordem. Neste exemplo, foram usados parametros que representam um carro de passeio com
suspensdes independentes e pneus.

a, Z i
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Figura 3: Modelo de veiculo completo com 7 graus de liberdade.

As equagdes de movimento serdo deduzidas utilizando técnica de sistemas multicorpos [2]. Os
graus de liberdade do sistema sdo:

e 7 : Deslocamento vertical do chassi
e ¢ : angulo de rolagem do chassi

e ( : angulo de arfagem do chassi



e / : Deslocamento vertical do centro da roda dianteira esquerda
e 7, : Deslocamento vertical do centro da roda dianteira direita
e /5 : Deslocamento vertical do centro da roda traseira direita

e /, : Deslocamento vertical do centro da roda traseira esquerda

O vetor ¢ define graus de liberdade, ou coordenadas generalizadas, do sistema pode ser escrito
na forma:
q=1{Z ¢ 0 Z, Zy Zy Z)* (29)

As equagdes que definem as energias cinética e potencial do sistema sdo mostradas respectiva-
mente em 30e 31.

1. 1 . 1 . 1 . . 1 . .
T=om2? + SL&*+ 1,67 + 5mf(212 +2°) + 5m,,(Z?,2 + 24 (30)

1 1
V = §k3f(Z — Zl + bgb — CLfQ)Q —|— §k3f(Z — ZQ — bgb — CLfQ)Q—f-

1 1 1
+ 5k;r(z — Z3 —bo +a,0)* + 5/<:T(Z — Zy+ b+ as0)® + 5k;tf(z1 — Z1)*+

1 1 1
+ §ktf(Zz - Zr2)2 + §ktr(ZS - Zr3)2 + §ktr(Z4 — Zr4)2 (31)

Utilizando a chamada equagdo de Lagrange [2]

d (0L oL ,

- — =0 32
foram calculadas as matrizes de massa, amortecimento e rigidez do sistema (M, C, e K res-
pectivamente).

me 00 0 0 0 0
0 I, 0 0 0 0 0
0 01, 0 0 0 0
M=|0 00 my 0 0 0 (33)
00 0 0 my 0 O
00 0 0 0 m 0
0000 0 0 0 my|




[ 2(¢r+ ) 0 2(—aspcy +arc) —cy
0 20%(cs + ¢r) 0 —bey
2(—ayser + ape,) 0 2(ajey +agey)  agcy
Ca = —Cy —bCf agCy Cr
—Cf bCf afo 0
—c, be, —a,Cy 0
i —Cp —be, —a,Cy 0
—c; —¢ —C |
bes be, —be,
apCy —QyCp —QpCy
0 0 0 (34)
Cf 0 0
0 Cr 0
0 0 ¢
2(kf + k)r) 0 —Qkfaf + 2k,a, —k‘f
0 2b2(k:f + k) 0 —ky
2(arkr — afkf) 0 2(@3]@ + &?kf) afkf
K: —k?f —bk?f afk:f k’f—f—k‘tf
—/{?f bk’f afkf 0
—k, bk, —ak, 0
i —k, —bk, —a,k, 0
—ky —k, —k, ]
Ky k, —k,
agkys —ak ak,
0 0 0 35
ky+ ks 0 0
0 k. + ki 0
0 0 kr + ke |
0 0 0 0 ]
0O 0 0 0
0O 0 0 0
F=1|ky; 0 0 O (36)
0 Ky 0 O
0 0 kiy O
| 0 0 0 K
Desta maneira, pode-se escrever o modelo na forma
MG+ Cuyng+ Kq = Fu 37

Os valores dos parametros usados para a simulacdo do modelo de veiculo completo estdo espe-
cificados na tabela 1.

O sistema também pode ser escrito na forma de espaco de estados como na equacdo 1 onde as
respectivas matrizes [A,B,C,D] sdo mostradas na equagao 38.
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Tabela 1: Dados de entrada do modelo para estudo de caso

Parametro Variavel | Unidade | Valor
Massa do Chassi me kg 1136
Momento de inércia de rolagem I, kgm? 600
Momento de inércia de arfagem I, kgm? 2400
Massa de cada roda dianteira my kg 60
Massa de cada roda traseira my kg 60
Rigidez da mola dianteira k¢ N/m 20620
Rigidez da mola traseira k, N/m 20620
Rigidez do amortecedor dianteiro cy N/(m/s) | 3924
Rigidez do amortecedor traseiro Cr N/(m/s) | 2943
Rigidez do pneu dianteiro K s N/m 190000
Rigidez do pneu traseiro ki, N/m 190000
Distancia longitudinal entre centro de massa do ay m 1.15
chassi e eixo dianteiro
Distancia longitudinal entre centro de massa do a, m 1.15
chassi e eixo traseiro
Distancia lateral entre centro de massa do chassi b m 0.9
e centros das rodas
0 I
A= MK —MCon }
0
B=| yr }
[0 000O0O0F#k O O OO0 O 0 O
- 0000O0O0O O O KOO0 OO0 O
0000O0OO0O OO0 O O &k 0 0O
000000 0 0 0 0 0 0 ke O
[ —ky O 0 0
0 —k 0 0
D=1 4 o ~ky O
|0 0 0 —ky

4 RESULTADOS

11

(38)

As matrizes C' e D foram construidas de maneira que os componentes da saida y(t) = [y1(¢),
Yo (1), y3(t), ya()]T = [Fi(t), Fy(t), F3(t), F4(t)]T sejam respectivamente as respostas tempo-
rais das forcas normais de contato nos pneus dianteiro esquerdo, dianteiro direito, traseiro di-
reito e traseiro esquerdo.

Neste item, serdo apresentadas as caracteristicas modais do sistema completo, bem como a or-
dem na qual os critérios de seleciao apresentados organizam os modos normais de acordo com
sua importancia.



Posteriormente, serdo construidos 3 modelos reduzidos por truncamento de modos, um para
cada critério de selec@o apresentado no item 2.

4.1 Caracteristicas modais do modelo completo

A Figura 4 mostra o diagrama de polos e zeros do modelo completo. Os polos do sistema sdao
indicados com o simbolo X e os zeros com o simbolo O.

B0

g Dk 08 042 .02 D44
PGLCIN
2 : : :
£, 80 B0 an
m
E
Mrggrs
agi : . L
Long 06 058 04202 044
&0 | i | L I L ST
a0 &0 70 &0 &0 40 30 20 0 0
Real

Figura 4: Diagrama de polos e zeros do sistema

A tabela 2 mostra os p6los do sistema completo organizados de maneira que a frequéncia natu-
ral aparece em ordem crescente. Nas colunas 3 e 4 da mesma tabela, sdo mostrados para cada
modo, os valores da frequéncia natural nao amortecida w,, e fator de amortecimento ( respecti-
vamente.

Tabela 2: Propriedades dos polos do sistema

n?do | Parte Parte Frequéncia | Amortecimento
modo | real | imagindria | w, (Hz) ¢

1 -5,60 +6,07 1,31 0,678

2 -5,67 +7,50 1,50 0,603

3 -11,2 +5,63 2,00 0,894

4 -29,2 +38,2 7,66 0,607

5 -32,7 +41,2 8,37 0,621

6 -24,8 +48,3 8,64 0,458

7 -26,0 +52,0 9,25 0,448
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4.2 Selecdo dos modos candidatos a eliminacio

Neste item serdo apresentados os parametros de selecao para eliminacdo de modos normais do
sistema completo. Os modos foram organizados de maneira que o pardmetro de selecdo esteja
em ordem decrescente, portanto modos associados a menores valores sdo bons candidatos a
eliminacdo.

A tabela 3 mostra os parametros Pugi), segundo o critério baseado na frequéncia natural (FN).

Este parametro € igual ao inverso da frequéncia natural w,, (ém radianos por segundo), conforme
equacao 23.

Tabela 3: Ordem de importancia dos modos normais segundo o critério FN

Importancia n? do | Parametro de
segundo critério | modo | selecdo F,,,
1¢ 1 0,1212
2¢ 2 0,1063
3° 3 0,0795
40 4 0,0208
5¢ 5 0,0190
62 6 0,0184
7° 7 0,0172

A tabela 4 mostra os parametros ng), segundo o critério baseado no amortecimento e frequén-
cia (AFN). Este parametro € igual ao inverso do produto da frequéncia natural w,, (em rad/s)
pelo fator de amortecimento ( do mesmo modo, conforme equagdo 24.

Tabela 4: Ordem de importancia dos modos normais segundo o critério AFN

Importancia n¢do | Parametro de
segundo critério | modo | selecdo P,f

1¢ 1 0,1787
2@ 2 0,1764
32 3 0,0889
4¢ 6 0,0402

= 7 0,0384
62 4 0,0342
2 5 0,0306

A tabela 5 mostra as normas Hankel dos modos normais. Como o sistema completo possui au-
tovalores complexos e distintos, cada um dos sistemas desacoplados que descrevem a dindmica
dos modos normais tem ordem 2 e portanto duas normas Hankel cada. As normas Hankel dos
modos normais foram organizadas esendo 7; a maior de cada par e v, a menor.
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Tabela 5: Normas Hankel dos modos normais
n? do modo Y1 Y2

2,21 10* | 8,14 103
1,77 10* | 1,16 10*
5,81 10* | 3,65 10°
2,23 10° | 7,39 10*
1,58 10° | 4,91 10*
1,73 10° | 7,20 10*
1,65 10° | 7,88 10*

N O\ DN AW N =

Tabela 6: Ordem de importancia dos modos normais segundo o critério NH

Importancia n? do | Parametro de
segundo critério | modo | selecdo P,

1¢ 4 2,23 10°

2@ 6 1,73 10°

32 7 1,65 10°

4¢ 5 1,58 10°

o 3 5,81 10%

62 1 2,21 10*

° 2 1,77 104

A tabela 6 mostra os parametros Pé,’i% segundo o critério baseado nas normas Hankel dos modos

normais (NH), conforme equacdo 28.
A tabela 7 mostra uma comparagdo da ordem de importincia que cada critério de selecao deu a
cada modo normal do modelo completo.

Observa-se certa concordancia entre os critérios FN e AFN ao selecionarem os modos 1,2 € 3
como os mais indicados a serem preservados nos modelos reduzidos. Entretanto os mesmos
critérios divergem ao determinar os modos que sdao bons candidatos a elimina¢do. Segundo o
critério FN, os dois modos mais indicados para serem eliminados sdo 6 e 7, enquanto o critério
AFN indica os modos 4 e 5.

Pode-se observar que os critérios FN e AFN divergem consideravelmente em relagdo ao critério
NH. Como exemplo, os modos 1,2 e 3 sdo indicados pelos critérios FN e AFN como os mais
significativos para a aproximar o comportamento dindmico do sistema completo em um modelo
reduzido. Enquanto que o critério NH classifica os mesmos modos como menos significativos
para tal tarefa.

4.3 Resultados dos modelos reduzidos

A partir do modelo completo, 3 modelos de ordem reduzida foram construidos, cada um uti-
lizando um dos 3 métodos de selecdo descritos anteriormente (FN, AFN e NH). Cada modelo
reduzido foi obtido através do truncamento dos 3 modos menos significativos para cada critério.
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Tabela 7: Comparacdo da ordem de importancia dos modos segundo diferentes critérios

Critério | Ordem de importancia
de selecao dos modos
FN 1,2,3,4,5,6,7
AFN 1,2,3,6,7,4,5
NH 4,6,7,5,3,1,2

A tabela 8 mostra os modos normais que foram preservados e quais foram truncados para cada
modelo.

Tabela 8: Modos normais preservados e eliminados em cada modelo reduzido

Nome do modos modos
modelo | preservados | truncados

completo | 1,2,3,4,5,6,7 -

FN 1,234 5,6,7
AFN 1,2,3,6 74,5
NH 4,6,7.,5 3,1,2

Para que a resposta transiente entre os modelos seja comparada, os mesmos foram submetidos
a uma entrada degrau u = (0; 0;0; 0, 1)7, que corresponde a um degrau de altura 0,1m no pneu
traseiro esquerdo.

A figura 5 mostra a for¢ca normal do pneu traseiro esquerdo F(t) para os modelos original e os
reduzidos.

original
—¥—FN
—&— AFN
—&— HN

Forga de contato (N)

0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo (seq)

Figura 5: Resposta temporal For¢a F4 - entrada degrau

A figura 6 mostra o erro quadrético dos modelos reduzidos, de acordo com a Eq. 5.
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p=}

o

3

o

e

o

0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35 04 0.45 05

Tempo (seg)

Figura 6: Resposta temporal erro quadratico - entrada degrau

Para avaliar a representatividade de cada modelo em fun¢@o do nimero de modos truncados, os
autores propdem a comparagao através da norma L, do erro dos modelos. A figura 7 mostra a
norma L no intervalo [0 0, 5] do erro de cada modelo reduzido (submetidos a entrada degrau
descrita acima) em funcdo do nimero de modos truncados.

8000 X

7000

G000

5]
=1
=]
=]

Norma L2 do erro
[ B
f=1 [=]
f=1 (=]
f=1 [=]
T T

2000

1000

n L
1 2 3 4
Numero de modos truncados

Figura 7: Norma £, do erro em fun¢do do nimero de modos truncados

Baseando-se nas duas metricas de comparacdo apresentadas, erro quedratico e norma Lo do
erro, os modelos obtidos com o critério de selecdo baseado nas normas Hankel dos modos
(NH) tiveram melhor desempenho quando comparados a outros obtidos pelos demais critérios
de selecdao (FN e AFN).
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5 CONCLUSOES

Os autores expuseram uma metodologia de reducdo da ordem de sistemas dindmicos por trun-
camento na base modal. Foram calculados trés modelos de ordem reduzida para determinag@o
da dinamica vertical de um veiculo. Para cada modelo foi utilizado um critério diferente de se-
lecdao dos modos a serem truncados. Posteriormente os resultados dos modelos reduzidos foram
comparados aos do modelo completo utilizando métricas que favorecem a avalia¢do objetiva de
seus desempenhos como erro quadratico e norma Ls.

Dos
erro

trés modelos reduzidos calculados, o que apresentou melhores resultados (avaliados pelo
quadratico e norma L5 do erro) foi o obtido pelo critério de selecdo baseado nas normas

Hankel dos modos normais.
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