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RESUMO

Neste trabalho apresenta-se a técnica de selecdo de cortes de Benders conhecida como
A-6timo ao problema de projeto de redes sob congestionamento, via Aproximagdo Externa/ De-
composicio de Benders. O problema de projeto de redes tem uma ampla aplicacdo em atividades
de planejamento, estratégias de empresas que operam sistemas de distribuicao, produgdo, transporte
de energia, matéria, etc; visa atender as demandas dos clientes, assegurar o lucro e a eficiéncia da
operacdo e respeitar os niveis de servigo pré-estabelecidos. Deste esforco de modelagem derivou
um programa nao-linear, NP-dificil e de grande porte. Experimentos computacionais € compara-
¢des com versdes mais simples demonstram o sucesso do esquema adotado.
Palavras chave: Projeto de Redes com Custos Convexos; Método de Decomposi¢dao de Benders;
Aproximagdo Externa; Esquema A-6timo.

ABSTRACT

This work presents the Benders selection cuts technique known as Optimal-lambda to the
network congestion project problem, which uses Outer approximation / Benders decomposition.
The network project problem has a wide application in planning activities, business strategies that
operate at distribution systems, production, energy transport, material, etc; proposes attend the cus-
tomer demand, ensure profit and efficiency of the operation and respect the pre-established service
levels. This modeling derived a nonlinear program, which is a large scale NP-hard. Computational
experiments and comparisons with standard versions demonstrate the efficiency of the proposed
approach.

Keywords: Convex network design; Benders decomposition; Outer approximation; Optimal-lambda
scheme.



1. Introducio

As redes sdo as veias entre todas as atividades de comunicacdo espalhadas pelo espago e
tempo. A variedade de tipos de redes inclui os sistemas de distribuicdo de energia, fornecimento de
dgua, servigos de saide, malhas ferroviarias e rodovidrias, sistemas de estradas, redes de telecomu-
nicacdes, etc. As redes de energia fornecem a alimentag@o para execugao de atividades economicas;
redes de transporte possibilitam a movimentacgdo de pessoas, bens e servicos; redes de comunicag¢do
permitem a troca de informacdes e mensagem.

Dado um grafo, o problema de projeto de redes consiste em encontrar um subgrafo que
liga um né fornecedor a um né de demanda a um custo minimo. O principal objetivo do problema é
atender as demandas dos clientes, assegurar o lucro e a eficiéncia da operacdo e respeitar os niveis
de servico pré-estabelecidos. Deve-se considerar tanto a adequacdo dos niveis de servicos da infra-
estrutura afim de manter o nivel de servico necessario quanto a necessidade de operagdo otimizada
que racionalize o uso da capacidade instalada. Segundo Dias et al. (2011) demonstrar um bom
comportamento no que diz respeito as duas versdes compreende investir mais em infra-estrutura
e aumentar a capacidade instalada ou priorizar a otimizacdo das préticas operacionais, buscar o
equilibrio entre essas versdes € a raiz de uma estratégia bem sucedida, uma forma de tal equilibrio
¢ estudar o problema sob a perspectiva da Programagdo Matemdtica.

Conforme Maculan (1987) este problema pode ser visto, do ponto de vista matemaético,
como uma extensio do Problema da Arvore de Steiner em um grafo dirigido. De acordo com
Maculan (1987) e Hwang and Richards (1992) desprezando os custos de transmissao e de servigo
nas conexdes, um Problema de Steiner € gerado, enquanto para Dantzig (1962) um problema de
transbordo de fonte tnica é obtido quando desconsidera-se os custos fixos.

Um dos principais trabalhos abordando projeto de redes com congestionamento foi pro-
posto por Miranda et al. (2011), no qual considera uma formulagdo de multimercadoria que é capaz
de lidar com o projeto de redes de computadores centralizados, multi-cast, multi-party ou arvores
de transporte baseados em hub. Dias et al. (2011) aborda o mesmo problema resolvendo-o por
meio do Método de Decomposicdo de Benders Generalizado e Aproximacio Externa; o problema
consiste basicamente em ligar um servidor aos seus diversos clientes dispersos geograficamente,
satisfazendo a demanda a um custo minimo total.

As varias aplicagdes do problema em estudo sdo vistas nas areas de distribui¢do de energia
elétrica como em Dantzig (1962) e Ramirez-Rosado and Dominguez-Navarro (2006), de transporte
de cargas fracionadas (Cordeau et al. (2006)), de transporte publico (Contreras et al. (2009); Con-
treras et al. (2010)), de rede de acesso local de telefonia (Randazzo and Luna (2001)), e de redes
de computadores (Klincewicz (1998), Altiparmak et al. (2003)). Um excelente survey envolvendo
diferentes variagdes do problema e de suas técnicas de solugdo pode ser encontrado em (Costa
(2005)).

Neste trabalho problemas de projeto de redes congestionadas s@o abordados. Apresenta-se
a extensao dos trabalhos de Miranda et al. (2011) e Dias et al. (2011) onde considera-se o problema
de projeto de redes sob congestionamento apresentando técnicas de selecdo de cortes de Benders
conhecida como A-6timo atacado via Aproximagio Externa/Decomposi¢ido de Benders (OA+BD).
No problema associa-se a cada arco da rede trés custos: custo fixo que representa a conexao do arco,
um custo operacional unitdrio de transmissao de uma unidade de fluxo através do arco e um custo de
congestionamento ndo linear. Além disso, o problema pode ter terminais heterogéneos, como o n6
de Steiner ou de transbordo. Apresenta-se redes arborescentes de fonte inica com custos convexos,
considerando custos de instalacdo, infra-estrutura, transporte e congestionamento. Esses ultimos
sdo responsdveis pela degradagdo dos niveis de servico e economia de escala em cada arco.

Em termos gerais as técnicas propostas aqui podem ser empregadas em problemas reais
de projeto de rede de distribui¢do de energia ou de redes de dados, no entanto, este modelo descreve
melhor problemas de redes de transportes de informacdo; para estudos posteriores pode-se fazer as
adequacgdes necessdrias, na linha proposta por Benchakroun et al. (1992) onde € possivel abordar



problemas de projeto de redes de transmissao de energia que envolvam fungdes sofisticadas, desde
que o esfor¢co de convexificacdo garanta boa presicao na descricao dos efeitos ndo-lineares.

Formulacdes mateméticas sdo desenvolvidas para projeto de redes sob congestionamento.
Até hoje tais problemas nio podem ser resolvidos eficientemente, sendo assim, a principal contri-
bui¢do deste trabalho concentra-se na resolu¢do de um problema ndo-linear, NP-dificil e de grande
porte de forma eficiente. Estabelecida a relevancia de tais problemas, desenvolve-se um eficiente
algoritmo para resolver o problema. Ultiliza-se técnicas de Decomposicdo de Benders (BD) e o
método de Aproximacdo Externa (OA), além da técnica A-6timo para acelerar a convergéncia dos
métodos, estd combinacio permitiu reduzir o tempo computacional de resolucio e aumentar o tama-
nho da redes usadas como teste. Resultados experimentais confirmam a eficiéncia deste algoritmo
ao resolver instancias de grande porte.

O trabalho estd assim organizado: na Secdo 2, sdo apresentadas as defini¢des usadas
e a formulacdo proposta. Na Secdo 3: Metodos de resolugcdo: A decomposi¢do de Benders e a
Aproximacgao Externa sdo formalizadas. Na Secdo 4: Apresenta-se alguns metodos de aceleragao
de convergéncia do algoritmo. Por fim, os experimentos computacionais € os comentérios finais sdo
feitos nas Secdes 5 e 6 respectivamente.

2. Definicoes e Formulacio

Uma rede genérica é representada por grafo direcionado I'(V, E'), onde V e E sé@o os
conjuntos de nds e arcos, que representam as possiveis conexdes. Um arco ou ligacdo entre 0s nds
i e j é representado por (i,j) € E, onde i, j € V, e oindice k € K. Seja s é o n6 fonte, que deve
enviar a energia, matéria ou informacgfo a K de nés de demanda di, e K € o conjunto de nds de
demanda, onde K C V.

O custo unitario de transporte/transmissdo da demanda no né k& € K no arco (i,5) €
E¢ representado por c;jx. Assume-se cjjp = Hfjéij, onde 6% é o custo especifico de transporte
de demanda do né k, e (5% ¢ a distancia entre os nds ¢ € j, o custo de ativagdo do arco, b;;, onde
bij = Gijdij. Y(i,5) € E e (; € custo da instalagdo da infraestrutura por unidade de distancia.
Utiliza-se as seguintes varidveis de decisdo: x;; € {0,1}, V(i, ) € E, que indica se o arco (4, j) é
ativado (z;; = 1) ou ndo (z;; = 0); fijx = 0: representa o fluxo com destino a k € K passando
pelo arco (7,5) € E e g;; > 0 representa o fluxo global do arco (i, j) € E.

A funcdo convexa nio-linear de degradacdo do nivel de servigo é representada pelo custo
de congestionamento nos arcos, sendo separdvel por arco e representada pela seguinte lei de potén-
cia:

7ij(9i5) = 6957 V(i,j) € E (1)

e > 0ep > 1 sdo escalares que representam a participagdo dos custos de congestionamento do
custo total.

Em geral, o problema de projeto de redes com congestionamento pode ser formulado
como:

min Y (b +7i(95) + D cignfis] (@)
(i,j)EE keK
s.t: ij <1 VjieV 3)
eV
> fijk—gi; =0 V(i,j) € E )
keK
> for = di Vk e K )

(s,j)EE



> Fiw = di Vk e K (6)

(i,k)eE

Z fijk = Z fjik VieV\SkeK : k#j (7)
(i,j)eE (4,9)EE
Jige < diij V(i,j) € E,ke K (8)
Jijk =20 V(i,j) € E, ke K 9)
9i; >0 V(i,j) € E (10)
x;; € {0,1} V(i,j) € E (11)

A fung@o objetivo (2) possui 3 termos: O primeiro termo contabiliza o custo total da ins-
talagdo dos arcos; o segundo calcula os custos convexos de congestionamento; enquanto o terceiro
totaliza o custo de transporte das diversas demandas. As restrigdes (3) obrigam a geracdo de ar-
borescencias ao impedir a incidéncia de mais de um arco em cada nd. As restri¢des (4) calculam
o fluxo global que atravessa o arco (7, j). As restricdes (5)- (7) garantem o balanco de fluxo para
cada produto em cada n6 desde a origem s até cada n6 de destino k. As restricdes de aclopamento
(8) permintem que o fluxo passe através do arco (i, j) somente se 0 mesmo estiver instalado. Fi-
nalmente (9) e (10) sdo as restri¢des de ndo negatividade para os fluxos f;;;, € g;; respectivamente,
enquanto as restri¢des (11) obrigam a integralidade das variavéis x;;.

3. Método de Resolucio

Ao abordar problema de PNLIM, destacam-se dois métodos de grande escala para a reso-
lucdo desses problemas: A Decomposicao de Benders (Geoffrion (1972)) e a Aproximagdo Externa
( Duran and Grossmann (1986), Fletcher and Leyffer (1994) e Yuan et al. (1988)). Ambos ideali-
zam decompor o problema original em dois niveis: no nivel superior, conhecido como problema
mestre (PLIM), onde € resolvido um problema inteiro misto e no nivel inferior, conhecido como
subproblema (SP), resolve-se um subproblema ndo linear, o problema & resolvido de forma iterativa
até que o limite inferior (LI) convirja para o limite superior (LS). A diferenca entre os dois métodos
¢ que o BD exclui um conjunto de varidveis fraciondrias, pertencentes ao problema original, do PM,
enquanto o OA mantém todas as varidveis do problema original no PM. Sendo assim, ao tratar a
formulagdo com limites inferiores 0 PM-OA fornece limites inferiores maiores ou iguais aos ob-
tidos pelo BD, implicando em menores iteracdes para a convergéncia, entretanto como o PM-OA
€ um pouco maior tornando-o mais dificil de ser resolvido, pois possui um nimero bem maior de
variavéis e restrigdes, veja (Duran and Grossmann (1986)).

3.1. Decomposiciao de Benders
Considere o seguinte problema de PLIM:
min{c’'z + fTy: Az > b; De+ By >d; v € Z}; y € Ry} (12)

Introduz-se uma variavél artificial » = f7y, com um limite 77 ¢ o Problema Mestre Relaxado
(PMR):

min{c’z +n: Az >b; n>7 x € 27} (13)

O problema é resolvido de forma iterativa. Uma solugdo 6tima encontrada (z*,n*) com z* € Z é
enviado para o SP:

max{ﬂT(d — Dz*): aIB< fT o> 0} (14)

Se o SP ¢ ilimitado, um raio extremo w’ é escolhido e o Corte de Viabilidade de Benders é
adicionado ao PM 77'(d — Dx*) < 0 onde é novamente resolvido. Caso contrdrio, assume z* e T
indica o valor 6timo do SP, respectivamente. Se z* < n*, entdo (z*,n*) é vidvel e esses sdo 6timos
para (12). Se ndo, o Corte de Otimalidade de Benders 1) > wT (d — Dx*) é adicionado ao PM e o
que segue ¢é resolvido novamente. Aplicando o método ao problema proposto temos a formulagdo
mestre:




3.2. O Problema Mestre Relaxado

Algumas vezes, a solucdo encontrada pelo PMR pode acarretar em ciclos na topologia
proposta ou em sub-arvore desconexas. Logo, trabalha - se com ambos os conjuntos de varidveis
de x e g no problema mestre relaxado. A ideia aqui € garantir o fechamento de balanco de fluxos
no nivel superior, evitando a geracdo de topologias invidveis. Portanto temos o seguinte PMR:

i 2 byl + 2t -
(4,5)€E
t: (10) — (11) e (16)
S uy <1 % (17)
eV
Z Gik — Z g = dy, Vk e K (18)
(i,k)EE (k,j)EE
S - Y gi=0 VjieV\KUs (19)
(ij)€B (Gi)eE
S =Y d (20)
(s,4)EE keEK
05 < 3 diry vk € K 1)
keK
te > vp(2h) + Z alipdi(zl — i)) Vk e K (22)
£>0 (23)

Onde Vk(xh) = Z(i,j)eE ZkeK —a?jkdkxij + min Z(i,j)eE Tij9ij + ZkeK(Cijk‘ +
O‘?jk)f ijk-

As varidveis (17)- (19) sao restricdes de balanco de fluxo no espaco das varidveis g, ao
utilizé-las, evita-se uso dos cortes de Benders do tipo II, ou seja, cortes associados a raios extremos
do poliedro original (2)- (11). Caso contrario, gastaria-se tempo para resolver problemas inteiros
apenas para descartar configuracdes de redes invidveis.

3.3. Subproblema Linear: Primal e Dual

Para x fixado em 2" o subproblema primal seria:
min Z Cijkfij (24)
(i,))eE
S.t.: Z fsjk; = dj, (25)
(s,)€EE
> fike = d (26)
(i,k)EE
Z fijk = Z fjik VieV\i#s#k (27)
(1,j)EE (Ji)eE
= fijk = —dyxi; v(i,j) € E (28)
fijk >0 (29)

E sabidamente mais ttil trabalhar com a versdo dual de (24)- (29). Associando as varidveis
Djk» Psk»> Pkk € jk. Obtém-se o respectivo subproblema dual, para cada produto k:

max dk(pkk: — Dsk — Z mljaljk}) (30)
P (i,j)EE



Djk — Pik — Qijk < Cijk V(i,j) € E (31)

Enquanto o SP primal tem solucdo tinica o SP dual pode ter multiplas solugdes 6timas
tornando a escolha das varidveis duais 6timas um tépico a parte.

3.4. Aproximacao Externa

A técnica conhecida como Aproximacgdo Externa(OA) (do inglés Outer Approximation)
foi desenvolvida em trabalhos pioneiros de Duran and Grossmann (1986), Fletcher and Leyffer
(1994) e Yuan et al. (1988). Tem sido aplicada em otimiza¢do de sintese de processos (Grossmann
and Kravanja (1995)), (Karuppiah et al. (2008)), e em vdrias outras aplicagcdes de projeto em enge-
nharia. Mais recentemente, o método tem sido aplicado a sistemas logisticos como em Huang et al.
(2005) e em problemas de otimizacdo em geral ( Grossmann and Kravanja (1995)).

Na formulaggo (2)- (11), (32 (; jyep(7ij9i3)) € 0 Gnico termo ndo-linear. Portanto, esse ¢
o termo que necessita sofrer aproximacao externa. Pode-se substituir 74 (g ) por &;; para cada k na
funcdo objetivo.

A ideia aqui é permitir a solu¢do do problema mestre OA, por meio de algoritmo de
decomposi¢do de Benders. Lida-se com a nao-linearidade via OA e com a parte de grande escala
via Decomposic@o de Benders.

min Z [bija:ij + &5+ Z L] (32)
(i,j)eE k
s.t.: (10) — (11),(16) — (19) e (33)
&ij > 7ii(905) + Bli(gi5 — 91) V(i,j)€E, Yh=1,.H

34)

th > v(a!) + > aljdi(al; — zij) Vk e K (35)
ij

i >0 V(i,j) € E (36)

tr >0 Vke K (37)

O uso concorrente de Aproximagao Externa e Decomposi¢do de Benders (OA+BD) j4 foi
aplicado com sucesso para problemas de projeto de redes (Dias et al. (2011)), de localizacdo de
hubs (De Camargo et al. (2011)).

Magnanti and Wong (1981) introduziram novas técnicas para acelerar a convergéncia do
método de Decomposicao de Benders. A técnica de aceleragdo é baseada em uma seleco criteriosa
das varidveis duais que sejam Pareto-6timas.

4. Técnicas de Aceleraciao

Magnanti and Wong (1981) notaram que quando o SP é degenerado, exite um conjunto
de diferentes cortes que poderiam ser gerados. Portanto, a ideia principal da técnica de Magnanti
e Wong consiste em adicionar ao PM a cada iteracdo cortes Pareto-6timo, ou seja, aqueles que ndo
sdo dominados por nenhum outro corte. Para gerar cortes Pareto-6timo Magnanti e Wong utilizam
um conjunto de pontos auxiliares, denominados core-points. Um ponto € denominado core-point
se ele pertence ao interior da casca convexa dos pontos interiores vidveis.

Seja m, e f(m), a solugdo 6tima e o valor da fungdo objetivo do SP associado a solucdo
xp, do PM e seja x” um core-point vélido na iteracdo h. Logo temos o respectivo Subproblema de
Magnanti e Wong (SMW) para gerar cortes Pareto-6timo:

max(d — Dz)Tn (38)
st (d— Dxp)'m = £ (7p) 39)



BTr < fT (40)
>0 (41)

A equagdo (39), entretanto, insere instabilidade numérica no SP dual, o que torna o uso
pritico de método de Magnanti and Wong (1981) limitado. Papadakos (2008) propde remover a
equacdo (39) e substitui-la por uma atualizagdo em véo do core-point, removendo entdo os proble-
mas de natureza numérica, veja (42) e (43) .

2y = (1= Nap) + Azp, 42)
0<A<1 (43)

Papadakos propde ainda relaxar o conceito de core-point, bastando garantir a validade de
seu Teorema 7 para gerar cortes Pareto-6timo mesmo que fora do interior relativo da casca convexa
de solucdes inteiras vidveis, vide o Teorema 7 em Papadakos (2008).

Uma extensao das ideias de Papadakos permite gerar cortes Pareto-6timo a partir de solu-
¢oes em que o SP € invidavel. Essa modificagdo aumenta a velocidade de recuperacio de informagéo
do subproblema e permite utilizar a parte util da solucdo do PM, em vez de meramente gerar um
corte de viabilidade. H4a também que se considerar que diversas solucdes invidveis sejam topologi-
camente similares a solug@o 6tima.

Para tanto, basta escrever um problema auxiliar no peso A usado na equagio (44):

max \g (44)

S.t.: Z fsjk =d (45)
A\(s.4)EE

> fikk=ds (46)
ANGk)EE

S fik= > fur VieV\is#j (47)

ANGA)EE \Gig)EE
fije < di[(1 = Nag; — Aealy] V(ij) € E (48)
e =0 (49)

Para cada produto k. Naturalmente ao atualizar o core-point, usa-se A tal que A =
ming{ A}, e procede-se a geragdo de um corte de otimalidade Pareto-6timo. Essa técnica ja foi
aplicada com grande sucesso em outro problema, veja (de S4 et al. (2013)).

5. Experimentos Computacionais

Os testes computacionais foram realizados utilizando um sistema operacional Linux 64
bits e os experimentos feitos em uma estagao de trabalho com o processador Intel(R) Xeon(R) CPU
E5630 com 2.53G H z e 24G B de memodria RAM. Cédigos foram implementados em Concert/Cplex
usando o CPLEX. Para essas formula¢des utiliza-se um conjunto de instancias disponiveis na bi-
blioteca online QAPLIB ( Hahn et al. (2006)). O ndimero de nés e os tamanhos dos conjuntos E e
K sdo mostrados na tabela (1).

Para cada conjunto de testes foram analisados o tempo computacional gasto e o gap de
otimalidade. Para gerar a primeira solu¢do vidvel sdo utilizados a Arvore Geradora Minima (AGM)
e a Arvore de Caminho Minimo (ACM). Dois conjuntos de experimentos usando instancias padrio
da literatura foram realizados afim de avaliar a eficiéncia dos algoritmos propostos. Esses conjuntos



Tabela 1: Andlise das instdncias em relagdo ao tamanho dos conjuntos.

Instancia IE| IKI VI
14 182 9 14
15 210 9 15
17 272 10 17
18 306 11 18
20 380 17 20
21 420 14 21
22 462 14 22
24 552 16 24
25 600 17 25
27 702 18 27
28 756 19 28
30 870 21 30
40 1560 25 40
50 2450 31 50
60 3540 36 60
80 6320 48 80

100 9900 59 100
150 22350 92 150

de experimentos foram dividido em duas fases. A primeira fase tem o objetivo de avaliar qual € a
melhor variante do método OA+BD ao combinar diferentes estratégias para acelerar a convergéncia
do método, enquanto a segunda fase consiste em comparar a melhor variante encontrada com o
CPLEX.

Nesta primeira fase faz-se comparacdes entre os algoritmos Cplex, OA+BD, Agregado,
Desagregado e \-Otimo.

e Cplex: Formulagéo Original.

e OA+BD: Algoritmo utilizando os métodos de Decomposicdo de Benders e o Aproximagao
Externa.

o Agregado: Além da utilizagdo do (OA+BD), utiliza-se ainda os cortes Callbacks adicionados
em uma Unica arvore.

e Desagregado: Utiliza-se o (OA+BD), os cortes callbacks adicionando os cortes de viabili-
dade e também os de otimalidade.

e A\-Otimo: E uma versdo da juncdo de todos os algoritmos citados anteriormente e a utiliza¢ao
do A-6timo.

As tabelas (2) e (3) demostram que a variante A\-6timo apresenta os melhores desempe-
nhos ao considerar o problema com congestionamento e principalmente a medida que as instancias
aumentam.

Em média esta técnica se mostra muito eficiente tornando o método até 37 vezes mais
rédpido ao comparar com o tempo gasto pelo CPLEX, como pode-se ver na instancia 20 nés entre
outras. Pode-se ver, que os cortes de Benders agregado sio bastante competitivos, mas medida a
que a instAncia aumenta o tempo computacional aumenta tornando assim mais adequado utilizar o
problema desagregados.



Tabela 2: Comparativo entre os algoritmos Cplex , OA+BD , Agregado, Desagregado e o algoritmo \-otimo
em relagdo ao tempo gasto.

Cplex OA+BD  Agregado Desagregado A-6timo

Instincia ex T(s) T(s) T(s) T(s) T(s)
0.0 0.0300 0.0400 0.0600 0.0500 0.0500
12 0.01 0.3200 0.3200 0.1300 0.1900 0.1900
0.05 1.7800 1.8200 0.7300 0.9600 1.1500
0.0 0.0300 0.0800 0.1000 0.1000 0.1100
14 0.01 0.6000 0.6600 0.3400 0.5200 0.3900
0.05 4.5200 2.7000 0.5700 1.2300 0.9800
0.0 0.0400 0.0900 0.0900 0.0800 0.1100
15 0.01 0.5100 0.6800 0.3000 0.4400 0.3300
0.05 5.6500 2.2400 0.5100 0.6400 0.6200
0.0 0.0500 0.0600 0.1300 0.0700 0.1800
17 0.01 1.0700 1.2900 0.3800 0.7000 0.3500
0.05 10.4300 4.5900 0.6600 0.9700 1.1900
0.0 0.0700 0.1000 0.2000 0.1200 0.2100
18 0.01 1.7000 2.3600 0.7300 1.6400 0.9400
0.05 38.2200 20.5900 4.0600 7.5400 5.6700
0.0 0.1200 0.1000 0.2900 0.1800 0.5200
20 0.01 16.4400 24.7700 6.4100 5.6600 6.5400
0.05 1415.4000  259.2500 21.1700 73.7000 38.2900
0.0 0.1300 0.1600 0.4900 0.4500 0.5900
22 0.01 88.8400 62.8200 21.5400 26.7100 35.4300
0.05 3600.000 3600.000 3600.000 3600.000 2462.820
0.0 0.2100 0.3800 0.8200 0.6000 1.0200
24 0.01 684.5000 376.9000  1233.4800 250.6800 233.4800
0.05 3600.000 3600.000 3600.000 3600.000 3600.000
0.0 0.2100 0.2900 1.0200 0.3400 1.6500
25 0.01  1913.6800  839.7700 234.0100 726.7200 334.6600
0.05 3600.000 3600.000 3600.000 3600.000 3600.000
0.0 0.2600 0.4200 2.1200 0.7100 1.8200
27 0.01 3600.000 3600.000 3600.000 3600.000 3600.000
0.05 3600.000 3600.000 3600.000 3600.000 3600.000
0.0 0.3000 0.2700 3.7600 0.8000 2.7300
28 0.01 164.8900 45.0500 14.3200 41.6200 22.9800
0.05 3600.000 3600.000 3600.000 3600.000 3600.000
0.0 0.4800 3.1400 3.1800 2.5900 4.0000
30 0.01 335.0500 73.8300 14.0900 14.1400 24.6700

0.05  3600.000  3600.000  3600.000 3600.000 2459.3600

Tabela 3: Analise das instincias que nio obtiveram o gap de otimalidade como o valor = 0, para as demais

instancias tem-se o gap= 0.0.

Cplex OA+BD  Callback Callback multi-cuts A-6timo

Instancia ex GAP(%) GAP(%) GAP(%) GAP(%) GAP(%)
22 0.01 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.05 0.64 0.0173 1.66 33 0.0
24 0.01 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.05 3.72 0.8091 2.61 2.89 1.80
25 0.01 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.05 4.40 4.6413 1.62 3.40 1.63
27 0.01 2.20 1.0216 1.29 3.39 1.04
0.05 7.26 13.4597 6.38 7.31 4.85
28 0.01 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.05 2.78 1.1493 1.97 5.79 1.50
30 0.01 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.05 2.03 2.6155 1.19 1.50 0.0




Para a segunda fase de testes faz-se comparacdes entre os algoritmos Cplex, agregado e
desagregado:

e Cplex: Formulacdo Original utilizando o CPLEX 12.3.
e Agregado: Algoritmo (OA+BD) via A\-6timo que gera um tnico corte por iteracao.

e Desagregado: O algoritmo (OA+BD) via A-6timo que gera multiplos cortes por cada itera-
¢a0, ou seja, gera um corte para cada k a cada iteracao.

Tabela 4: Comparativo entre os algoritmos Cplex , Agregado e o Desagregado em relagio ao tempo gasto.

Cplex Agregado Desagregado  Capacidade
Instancia T T(s) T(s) T(s)
10 0.0200 0.0800 0.0700 100
15 10 0.8800 0.4200 0.4800 3
10 0.0200 0.1100 0.1000 100
17 10 3.3600 1.2600 2.4800 3
10 0.0400 0.0900 0.0800 100
18 10 0.7200 0.4500 0.4000 4
10 0.0100 0.1400 0.1000 100
20 10 4.2300 1.3700 1.1900 6
10 40.8700 28.5900 37.5400 4
10 0.0900 0.3400 0.2200 100
22 10 119.8300 24.4700 41.4500 10
10 318.6700 111.0000 161.4000 8
10 0.2000 0.3700 0.3400 100
24 10 495.2300 72.7200 64.9700 8
10 5152.6200 2021.1300 2737.3300 6
10 0.0700 0.3600 0.2000 100
25 10 71.9100 7.1500 13.6000 12
10 197.0500 88.7900 84.1000 10
10 0.3700 0.7400 0.3400 100
27 10 1082.2300 61.5200 48.4700 13
10 9144.4700 1027.0800 1990.6200 10
10 0.8600 1.5300 0.4000 100
28 10 157.9300 30.1700 28.9200 10
10 0.2800 0.7100 0.7300 100
30 10 553.2400 41.7000 52.2900 13
10 42142.2800 8631.8100 8830.0700 10
10 0.2700 7.2800 0.9800 100
40 10 8757.5500 908.6300 966.8900 14
10 0.9700 28.3600 3.4800 100
50 10 295.2800 56.6600 34.8500 25
10 16.3500 2839.4700 106.8900 1000
100 10 110446.7300 6804.7700 700.3100 35
10 5.2000 34421.1500 298.7300 1000
150 10 249377.7300  154887.6300 5348.4600 60

Na tabela 4, nota-se que Cplex se mostra muito rdpido nas capacidades maiores e nas
instincias menores, mas a medida que a capacidade diminui e as instincias os outros algoritmos se
mostram mais eficientes. Em relagc@o as formulagdes de corte de Benders agregado e desagregado
que conforme Magnanti et al. (1986) as formulagdes sdo mais eficientes do que as obtidas com as
restricOes de agregacdo, percebe-se que se o nimero de capacidade for menor e o nimero de nés
da instancia for maior é mais ttil trabalhar com os cortes de desagregados, caso contrario, ¢ melhor
trabalhar com cortes agregados.

5.1. Anailise dos Resultados

Dos resultados obtidos pode-se ver que o CPLEX € boa ferramenta para resolver o pro-
blema em estudo, porém ndo a mais rdpida. Sendo assim, é melhor resolvé-lo com uma dnica drvore
ao invés de utilizar a implementacao tradicional da Decomposicao de Benders.

O método A-6timo, assim como o esquema OA+BD se mostraram as ferramentas mais
rdpidas e precisas para esta importante classe de problemas. E possivel perceber que as instincias
ficam mais dificeis de resolver quando o custo de congestionamento aumenta.



As figuras 1 e 2 exemplificam o resultado do problema mostrando que, para uma mesma
instincia, hd uma diferenca nas conexdes instaladas na rede 6tima.

Figura 1: Solug@o sem congestionamento. Figura 2: Solug@o com congestionamento.

6. Conclusao

Neste trabalho aplicou-se a técnica de selecdo de cortes de Benders conhecida como A-
6timo ao problema de projeto de redes sob congestionamento, atacado via Aproximagao Externa/
Decomposicdo de Benders (OA+BD). Os conjuntos de experimentos demostram que o custo do
congestionamento em cada instancia afetam o tempo de resolugdo de cada algoritmo. De acordo
com os testes analisa-se que a medida que aumenta o custo de congestionamento aumenta também
o esforco computacional para resolver o problema em estudo.

Estudos impiricos confirmaram que a variante do OA+BD via A\-6timo apresenta a melhor
performace entre as demais testadas, ou seja, esta variante resolve o problema proposto em menor
tempo computacional e é capaz de resolver instancias maiores que os demais analisados. Esta com-
binagdo de técnicas é promissora para a solucdo de grandes instancia deste importante problema.
Este algoritmo € capaz de resolver a maioria das instancias significativamente mais rapido do que
o CPLEX 12 na formulacdo original. Pode-se ver também, que os cortes de Benders agregado sdo
bastante competitivos, mas medida que a instdncia aumenta torna-se mais eficaz utiliza-los desa-
gregados.
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