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RESUMO

Neste trabalho apresentamos alguns resultados tedrico-computacionais sobre a
convexidade Ps5 e a convexidade Pj; nas perspectivas de partigao e separagao con-
vexas. Na vertente tedrica, mostramos sobre quais aspectos ambas as convexidades
sao equivalentes, identificamos os menores grafos que nao admitem uma particao
convexa e listamos infinitos grafos com tal caracteristica e, por ultimo, analisamos
os moldes de uma separacao para caminhos, arvores, ciclos e cliques. Na vertente
computacional, mostramos a NP-completude do problema de particao convexa em
ambas as convexidades, mesmo restrito a classes particulares de grafos.
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ABSTRACT

In this paper, we present some theoretical and computational results concerning con-
vexity P3 and convexity P; under the convex partitioning and separation perspectives.
On the theoretical side, we show which aspects both convexities are equivalent to, we
identify the smallest graphs that do not admit a convex partition and list an infinite class
of graphs with no such partitioning, and finally, we analyze the patterns of convex se-
paration for paths, trees, cycles, and cliques. In the computational aspect, we show the
NP-completeness of the convex partitioning problem in both convexities, even restricted
to particular class graphs.
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1. INTRODUCAO

O conceito de convexidade, que foi basicamente definido e estudado em R?
nos trabalhos pioneiros de Newton, Minkowski e outros, como descrito em [I], tem
encontrado um lugar nas mais diversificadas e distintas estruturas matematicas.
Este desenvolvimento é motivado nao apenas pela necessidade de uma teoria abs-
trata de convexidade generalizando os teoremas classicos em R? devidos a Helly,
Carathéodory, Radon etc., mas também para unificar aspectos geométricos de todas
essas estruturas matematicas.

Assim, de maneira simples e abrangente, por [2] temos que uma convezidade
sobre um conjunto nao-vazio X é uma familia @ de subconjuntos de X que satisfaz:
(c1) 0, X € B; (ca) B é estavel por intersegoes; e (c3) B é estével por unido aninhada.
O par ordenado (X,6) é chamado de espago de convexidade (estrutura convexa,
espago alinhado), onde os membros de 6 sao chamados de conjuntos convexos e
os seus complementos sao chamados de conjuntos concavos. Note que @) e X sao
biconvexos triviais. O fecho convexro de A C X, escrito como [A]g, ¢ o menor
conjunto convexo contendo A. Denote por 2% a colecao de todos os subconjuntos
de X. Um operador intervalar I : X x X — 2% é uma aplicacao que segue, para
todo u e v em X, as seguintes propriedades: (i) u,v € I(u,v) (Lei da Extensao);
(13) I(u,v) = I(v,u) (Lei da Simetria). O par ordenado (X, I) é chamado de espago
intervalar. Um subconjunto A de X é (intervalo-)convezo se I(u,v) C A, para todo
u,v € A. Muitas vezes, o intervalo é uma ferramenta fundamental para criacao de
espagos de convexidades sobre um dado conjunto.

Muitos problemas e questionamentos ladeiam o tema de convexidade, como
por exemplo particao e separacao convexa, que sao nossos topicos de interesse. Ainda
de [2], um subconjunto S de X é dito biconvexo ou semi-espago se for convexo e
concavo ao mesmo tempo, i.e., S e S (X \S) sdo ambos convexos. Uma convexidade
tem uma separacdo se satisfaz os seguintes axiomas: (s;) todos os subconjuntos
unitarios de X sao convexos; (s2) se u # v € X, existe um biconvexo S de X com
u€ S, veES; (s3)se AC X éconvexo e v € A, entdo existe um biconvexo S de
X com AC S, exeS; (s4)se A, B C X sao conjuntos convexos disjuntos, entao
existe um biconvexo S de X com A C S e B C S. Em cada um dos axiomas sy, S3
e s4, temos um conjunto biconvexo S e dois conjuntos A e B, com A C Se BCS.
Por tal razao, dizemos que S separa A de B. Se X satisfaz o axioma s; entao X
é chamado de s;-espaco de convezidade, e a colecao dos seus conjuntos convexos é
chamada de s;-converidade. Podemos generalizar o problema de particao biconvexa
no problema de p-particio convezas, isto é, verificar a possibilidade de dividir X em
p conjuntos disjuntos {51, 52,55, ...,5,} de modo que |JS; = X, 1 <i <p, e para

cada S; vale que S; e S; sao ambos convexos.

O tema convexidade tem crescido de forma vertiginosa em grafos e seu in-
teresse é atual como podemos observar nos recentes trabalhos [3], 4, B, 6], [7]. Para
um grafo G = (V, E), onde V' é o conjunto de vértices e E o conjunto de arestas, em
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grande parte dos trabalhos na area, a convexidade é verificada sobre o conjunto V.
Com a utilizacao de métricas para definicao de intervalos conforme a caracteristica
dos caminhos podemos construir convexidades particulares, e.g., os classicos inter-
valos geodésico (para caminhos minimos) e monofonico (para caminhos induzidos),
que constituem, respectivamente, as convexidades Geodésica [§] e Monofonica [9] [10];
intervalo triangulado, que admite caminhos com triangulos, para a convexidade de
caminhos triangulados [L1]; intervalo de Steinerf]] que utiliza o conceito de 4rvore
de Steiner, para a convexidade de Steiner [I2]. No livro intitulado “Geodesic Con-
vezity in Graphs” [13], podemos encontrar mais informagoes sobre as convexidades
listadas.

A convexidade de nosso interesse é a convexidade que se baseia em caminhos
curtos, i.e., caminhos de comprimento exato 2 em grafos. Normalmente, tal convexi-
dade é chamada de convexidade P;. Para cada elemento W C V' da convexidade Ps,
temos que qualquer vértice com pelo menos dois vizinhos em W pertence ao mesmo;
em outras palavras, ndo existe nenhum vértice em V' \ W adjacente a dois vértices
em W. Uma variacao desta é a convexidade Py, a qual exige que o caminho seja
induzido, i.e, para todo W C V na convexidade Pj verifica-se que qualquer vértice
com pelo menos dois vizinhos nao-adjacentes em W também estd em W. Ambas as
convexidades possuem interesse relevante de pesquisa como podemos observar em
alguns trabalhos recentes [14] [15, [16].

Existem diversos interesses computacionais referentes aos parametros de
uma convexidade [I7, [18]. Um desses parametros refere-se ao problema de partigoes
convexas, como por exemplo j& fora estudado em [I9] para convexidade geodésica.
O cerne deste trabalho é o estudo do problema de particoes convexas nao-triviais
em grafos na convexidade P5 e na sua variacao P;. O que motiva a escolha deste
tema, além do interesse tedrico-computacional, é a sua aplicacao hipotética em deter-
minacao e delimitacao de regides endémicas de contagio de alguma enfermidade in-
fectocontagiosa, como por exemplo dengue, leishmaniose ou malaria. Se por hipotese
assumirmos que uma doenga se potencializa a 100% na sua agao sobre um individuo
se 0 mesmo tiver dois tipos de contato por ao menos dois hospedeiros distintos,
temos que isso se adéqua a convexidade P3. Portanto, dado um grafo que modela
individuos de uma populacao e uma regiao endémica com uma certa quantidade
de individuos infectados, podemos tentar encontrar W contendo tais individuos da
regiao de modo a ser biconvexo na convexidade P3. Assim podemos determinar gru-
pos de individuos com potencial de, em algum momento, serem contaminados em
W, caso nao haja controle da doenca com os individuos na regiao endémica; note
que em W =V \ W temos os individuos fora de qualquer risco de contagio.

Todavia, verificar se um grafo admite p-particao convexa para convexidade
P3, com p > 2, é demonstrado ser NP-completo, mesmo para grafos “split” [20].
Neste trabalho, reforcaremos esse resultado mesmo para p-fixo, assim como para
a convexidade Pj. Além disso, mostraremos que o problema é NP-completo para
ambas as convexidades restritas a grafos bipartidos e outras classes de grafos. Além

IMesmo embora aparente ser degenerado por se basear em arvores, faz sentido quando lembra-
mos que arvore admitem um Unico caminho entre cada par de vértices.
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desses resultados, listaremos infinitos grafos que nao admitem uma particao convexa
para ambas as convexidades e discutiremos pioneiramente separacao convexa em
convexidades P; e P; para classes de grafos pequenas.

2. DEFINICOES PRELIMINARES

Considere G = (V, E) um grafo finito, onde V' é o conjunto de vértices e
E o conjunto de arestag] Denote por |V| = n e |E| = m. Um subgrafo G' de G
deve satisfazer V(G') C V e E(G') C E. Para W C V, o subgrafo induzido por
W é um grafo denotado por G[W] de modo que, para todo u,v € W, se existe a
aresta uv € E entdo uwv € E(G[W]). Um grafo G é dito planar quando houver ao
menos uma representacao de G imersa no plano sem cruzamento de arestas. Dado
um vértice u € V, defina a vizinhanga aberta de u por N(u) = {v € V : uv € E},
e a vizinhanga fechada de u por N[u] = N(u) U {v}. Um vértice u € V' é chamado
isolado se N(u) = (. O grau de um vértice v corresponde ao tamanho de N(v).
Dois grafos G1(V1, E1) e Ga(Va, E) sao chamados isomorfos se |Vi| = |Va| e existe
uma fungao univoca f : Vi — V5 tal que uv € FEj se, e somente se, f(u)f(v) € Es.
Um subconjunto de vértices W C V' é chamado de conjunto estdvel quando G[W] é
constituido apenas por vértices isolados. Usamos os termos parti¢cao ou particionar
para nos referirmos a qualquer divisao disjunta de elementos de um conjunto, cuja
uniao é exatamente o proprio conjunto. Um grafo admite uma biparticao se podemos
particionar seu conjunto de vértices em dois subconjuntos nao-vazios e estaveis.
Tal grafo ¢ chamado de bipartido. Um grafo bipartido completo K,, ¢ um grafo
bipartido em A e B, onde |A| = p e |B| = ¢, tal que existe aresta xy para todo par
reAyeB.

Um caminho é uma sequéncia de vértices distintos z1x, ...z, de G tal que
existem as arestas x;z;11 € F, para 1 < i < ¢ — 1. Denote P, um caminho com n
vértices. O comprimento de um caminho é igual ao nimero de vértices do caminho
menos uma unidade. Uma corda em um caminho é uma aresta de G' que interliga
dois vértices nao-consecutivos no caminho em questao. Um grafo é dito conexo se
para cada par de vértices existe ao menos um caminho, e desconexo caso contrario.
Dado um grafo conexo, um aresta é chamada de ponte se, quando removida do
grafo, o torna desconexo. Um emparelhamento é um conjunto M C E tal que todo
vértice do grafo incide no maximo em uma aresta de M. Um componente conexo
é um subgrafo maximal que induz um grafo conexo. Um caminho induzido é um
caminho sem cordas. O diametro de um grafo é a maior distancia entre qualquer
par de vértices. Dado dois vértices u,v € V', a distancia entre u e v, denotada por
dg(u,v), é o menor comprimento de um caminho induzido entre u e v no grafo. Um
ciclo consiste de um caminho x125 ... 2, a0 qual se adiciona a aresta x;x,. Denote
por C,, um ciclo com n vértices, onde C,, é um ciclo par (impar) se n é um nimero
par (fimpar). O ciclo C3 é chamado de triangulo. Uma diagonal em ciclo é uma
aresta de GG que interliga dois vértices nao consecutivos do ciclo. Um ciclo induzido
¢ um ciclo sem diagonais. O grafo GG é dito aciclico se nao contém nenhum ciclo

2Podemos escrever V (G) para reforcar que o conjunto de vértices é de G, assim como para as
arestas podemos escrever FE(G).
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como subgrafo. Todo grafo conexo e aciclico é chamado de drvore; caso seja apenas
aciclico, é chamado de floresta. Um grafo K, é dito completo se para cada par de
vértices u e v de K, existe uma aresta. Uma clique ¢ um subconjunto de vértices
que induz um subgrafo completo; em outras palavras, cada conjunto de trés vértices
da clique induz num triangulo. Um vértice v é chamado de simplicial se N(v) é uma
clique. Um grafo é dito split se podemos particionar seu conjunto de vértices em
dois subconjuntos A e B, onde A é uma clique e B é estavel.

Uma propriedade importante é:

Propriedade 2.1. [21] Um grafo G € bipartido se, e somente se, nao contém ciclo
impar como subgrafo induzido.

Como haviamos mencionado, a convexidade P3 se baseia em caminhos cur-
tos, isto é, caminhos cujo comprimento ¢ 2. Note que o vértice interno de qualquer
caminho de comprimento 2 esta na intersecao entre as vizinhancas dos extremos do
caminho. Assim, considere o operador I3 aplicado em a,b € V sendo:

I3(a,b) = Nla| N Nb] (1)

Para um subconjunto de vértices W, considere I3]W]| = |J I3(a, b) para todo
a,b e W, se |W| > 2, e I3{W] =W caso contrario. Dizemos que W é Ps-convezo se,
e somente se, I3[W] = W. Assim, a convexidade P3 é constituida por subconjuntos
de V' que satisfazem a propriedade de serem P;-convexos. O menor conjunto P;-
convexo contendo um dado W é chamado de fecho Ps-convero de W, e é denotado
por [W],s. O processo de encontrar o fecho Ps-convexo pode ser efetuado de forma
iterativa. Para dado um W C V| considere:

i I3[W] = Is[W];
i, [§[W] = L5 W]

O processo termina quando tivermos I¥[W] = I57*[W] e, entdo, podemos
concluir que I¥'[W] = [W],3. Pelo fato de o grafo ser finito, podemos concluir que
todo o processo é finito.

Ja para a convexidade Py, considere o seguinte intervalo:
I(a,b) = {w € V : dg(a,w) + dg(w,b) = 2 A dg(a,b) = 2} U {a, b} (2)

Analogamente, para um subconjunto de vértices W, considere I;[W] =
U Z;(a,b) para todo a,b € W, se |W| > 2, e I;[W] = W caso contrario. Dizemos
que W é Pj-convezo se, e somente se, [;[W] = W. Assim, a convexidade Pj
¢ constituida por subconjuntos de V' que satisfazem a propriedade de serem Pj-
convexos. O menor conjunto P;-convexo contendo um dado W é chamado de fecho
P3 -convero de W, e o escrevemos como [W],3-.

Podemos verificar que:
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Propriedade 2.2. Dado um grafo G, a convezidade Ps definida sobre G esta contida
na converidade Py também definida sobre G.

Demonstracao. Observe pelas defini¢oes dos intervalos das Eq e Eq que todo
conjunto Ps-convexo ¢ também P5-convexo. Logo, vale a propriedade. [ |

Um subconjunto W de V' serd chamado Ps-biconvezo (Pj-biconvexo) se W e
W sdo ambos Ps-convexos ( P;-convexos). Note que é interessante que o subconjunto
de vértices W seja nao-trivial, i.e., o conjunto W tem que ser um subconjunto préprio
e nao-vazio de V. Portanto, como nosso interesse é o estudo apenas em partigoes
nao-triviais, omitiremos esse termo; porém, deixaremos claro que apenas importam
subconjuntos préprios e nao-vazios na particao. Além disso, podemos generalizar o
problema com a utiliza¢do do termo p-parti¢cao Ps-convezas (ou Pj-converas), onde
0 nosso interesse é particionar V' em p subconjuntos disjuntos que sejam Ps-convexos
(ou Ps-convexos). Note que biconvexo é uma particularizacao para p = 2.

3. ANALISE TEORICA E COMPUTACIONAL

3.1. Estudo Teodrico de Particao e Separacao Convexa

Agora faremos analises tedricas de ambas as convexidades. Para entender-
mos a relacao entre as duas convexidades, destacamos o primeiro resultado:

Teorema 3.1. Se G possui um conjunto W C V' de modo que W seja um conjunto

Ps-biconvexo, entao W também é um conjunto Ps-biconvezo.
Demonstragdo. Pela Propriedade [2.2] temos que todo conjunto P3-convexo é Pj-

convexo. Assim, para dado W Ps-biconvexo, temos W e W ambos Ps-convexos e,
consequentemente, W e W ambos P;-convexos. Logo, W ¢é também F;-biconvexo.

Figura 1: Em (7) o grafo G contém W Ps-biconvexo, e em (i1) W é P;-biconvexo.

A reciproca do teorema anterior é falsa. Uma justificativa para tal é que
um conjunto W dito Ps-biconvexo nao admite um vértice de W que seja adjacente
a dois em W, assim como nenhum vértice em W possui dois vizinhos (adjacentes
ou nao) em W. Porém, um conjunto P;-biconvexo admite a existéncia deste vértice
se os seus vizinhos na outra parte forem adjacentes. Vejamos exemplos de particoes
véalidas na Figura (I} onde em (i) temos a exemplificacdo do comportamento das
arestas para um conjunto Ps-biconvexo, e em (i) para um conjunto P;-biconvexo.

Continuando no Teorema [3.1] podemos verificar aue:
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Corolario 3.1. Dado um grafo G, toda p-particao Ps-convexa para G € também
uma p-particao P§-convera para G.

Um fato interessante que podemos observar da Figura [I| ¢ que as arestas
da particdo, i.e., as arestas que conectam W a W, sdo arestas de cliques. Para
conjuntos Ps-biconvexos sao exatamente arestas de cliques de tamanho 2; ja para
Pj-biconvexos sao arestas de cliques de qualquer tamanho. Entao, isso sugere que:

Proposicao 3.1. Se G nao contém triangulos, as convexidades Ps e P; sao equi-
valentes para G.

Demonstra¢ao. Suponha que nao sejam equivalentes as duas convexidades. Como
foi verificado na Propriedade [2.2] temos que W Ps-convexo também é Py-convexo.
Entao existe um conjunto W que é Pj-convexo, mas que nao ¢ Ps-convexo. Entao,
isso significa que ,3[W] # W. Assim, temos que existe algum vértice v em I,3[W]\
W de modo que v é adjacente a pelo menos dois vértices em W. Mas v nao esta em
Ls«[W1], pois Lz« [W] = W. Assim, temos que v tem arestas a dois vértices de W
adjacentes. Contradicao, pois G nao contém triangulos. [ |

Assim, podemos concluir que:

Corolario 3.2. Se G nao contém triangulos, entao toda p-particio P3-convera €
também uma p-particao Py -conveza.

Observe que uma condicao necessaria para G conter um conjunto P3-biconve-
x0 (ou Pj-biconvexo) é que |V| > 2. Se um grafo G é desconexo, entao podemos es-
colher X = V(G’) como um conjunto Ps-biconvexo (ou Pj-biconvexo), para G' C G
conexo. Assim, considere mais duas importantes propriedades:

Propriedade 3.1. Seja G um grafo conexo. Se G possui ponte, entio G possui
um conjunto Ps-biconvexo W contendo um componente conexo com a remo¢ao da
ponte.

Propriedade 3.2. Seja G um grafo conexo. Se existe um conjunto Ps-biconvexo
W CV, entao toda aresta de uma clique mazimal de tamanho maior que 2 € induzida
ou por W ou por W.

Ambas as propriedades podem ser verificadas pela Figura[l Note que para
a Propriedade seria o caso de termos apenas uma aresta para a Figura (z)
A Propriedade também pode ser verificada pelo mesmo item (i) da figura,
porém tal resultado nao é verdade se compararmos com a Figura (zz)

Agora, é facil verificar para grafos como P, e P3 que, por terem pontes,
possuem um conjunto Ps-biconvexo. Além disso, C5 = K3 nao é Ps-biconvexo, pela
Propriedade Logo:

Corolario 3.3. (5 € o menor grafo que nao admite um conjunto Ps-biconvexo.

Note que qualquer vértice simplicial pode particionar qualquer grafo na
convexidade P¥. Assim. também podemos verificar aque:
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Propriedade 3.3. Seja G um grafo conero. Se G possui um vértice simplicial,
entao existe um conjunto Pj-biconvero em G.

Assim, verificamos que:

Corolario 3.4. Ky 3 € o menor grafo que nao admite um conjunto Pj-biconvezo.

Demonstragao. Pela Propriedade [3.3] temos que ndo existem vértices simpliciais
no grafo que buscamos sem partigao Pj-biconvexa. Entao C5 deve ser descartado.
Alids, qualquer grafo com 4 vértices também deve ser descartado, pois sempre tere-
mos um conjunto P;-biconvexo neste caso, visto que tal grafo nao contém pontes e
nem vértices simpliciais pela Propriedade e pela Propriedade (note que
Cy admite um conjunto Pj-biconvexo, colocando dois vértices adjacentes em W).
Entao, o menor grafo que nao admite um conjunto Pj-biconvexo tem 5 vértices.
Podemos verificar que K» 3 nao admite tal conjunto. No entanto, a remocao de qual-
quer aresta leva a um grafo com particao biconvexa, pois havera uma ponte apos a
remocao. Logo, Ks 3 é o menor grafo que nao admite um conjunto P;-biconvexo. MW

Figura 2: Familia infinita de grafos que nao admitem conjuntos Ps-biconvexos nem
P;-biconvexos.

Na verdade, existe uma infinidade de grafos com a caracteristica de nao ad-
mitirem uma parti¢do biconvexa. Para isso, primeiro considere Fj como na Figura[2]
Note que este grafo é Ky 4, que contém K, 3. Para construir F, removemos todas as
arestas incidentes a b e criamos 4 vértices 1, z3, ¥}, z} fazendo-os adjacentes a b; em
seguida criamos o conjunto de arestas {x?x} 1 <4, <4Ni#j}. Assim, temos
Fi conforme mostra a Figura |2l Repetindo o processo k vezes, removendo todas as
arestas incidentes a b e criando 4 vértices z¥, x4, 2% 2% fazendo-os adjacentes a b, e
inserindo as arestas {mf’_le :1<i,5 <4Ni+#j}, criamos Fj. Note que F; nao
estd contido em Fy, para todo ¢ < k inteiros nao-negativos.

Considere o lema a seguir:
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Lema 3.1. O grafo Fy, nao admite um conjunto Ps-biconvero e nem Pj-biconvezo,
para todo k inteiro nao-negativo.

Demonstracao. Mostraremos por indugao que Fj nao é Ps-biconvexo, para todo k
inteiro ndo-negativo. A base de inducdo estd satisfeita pelo Corolario [3.4] visto
que Fp ¢ isomorfo a K4, que é composto por Ks3 mais um vértice adjacente aos
vértices da menor parte. Considere Fy, para k > 0 inteiro nao-negativo. Fazendo
V(Fe)\ ({b, 2k, 2k, 2F}) e 2} adjacente a z¥1 temos um grafo isomorfo a F,_;, para
a,B,v€{1,2,3,4} e d € {1,2,3,4}\ {a,ﬁ,v}. Pela hipétese de inducao, tal grafo
nao admite um conjunto Ps-biconvexo. Com isso temos que qualquer tentativa
de encontrar um conjunto W Ps-biconvexo com ou sem z% é frustrada, pois ou
[Wlps =V ou [W],s = V. No entanto, sem a aresta akzt~! poderfamos verificar ou
[Wlps # V ou [W]ys # V, para algum W. Para cada W C V(Fy) \ ({b, zk, 25, 2% }),

vejamos os seguintes casos para Fj:

e Se % € [W],3, temos pelo menos x*;

k
v
concluir que %, € [W],s. Entao, temos b € [W]3, pois b € Is(xk, 25). Logo
xk,,mg, € [Wlps, pois 2, € I3(xf',b) e afy € L;(z%71b), e por esta razdo

temos zk~! zf ! 4h! xlg ' € W. Portanto, [W],3 = V.

! xﬁ, e N(zh) que estao em [W],3. No

entanto, também temos z¥, na mesma situacio de z%¥ e, com isso, podemos

e Se % ¢ [W],3, temos pelo menos %, :z:B, '€ N(zF) que ndo estdao em [W],;.

De forma analoga ao item anterior, chegaremos a conclusao de que b nao esta
em [W],3, assim como os restantes. Logo [W],; = V.

Agora, se W C {b, xi,x@,xﬁ}, temos um grafo K3 para cada vértice

ot oah Tt kTt gkl Assim, esses vértices ou inserem ou removem vértices de

V(Fk_l). Logo, para Fy, ou [W],3 =V ou [W],3 =V, para todo W C V(F},).

Para finalizar, note que Fj nao contém triangulos, para todo k inteiro nao-
negativo, e temos que todo conjunto P;-convexo é Ps-convexo pela Proposigao (3.1}
Assim, concluimos a prova. [ |

Podemos verificar que:
Teorema 3.2. Existem infinitos grafos que nao sao Ps-biconveros nem P -biconvezos.
Este resultado era esperado, visto que verificar existéncia de particao para a
convexidade P3 é um problema NP-completo, como discutiremos na proxima sessao.

Agora, veremos alguns resultados sobre separacao. Como este é um tema
até o momento pouco estudado em grafos, trazemos alguns aspectos preliminares
em algumas classes pequenas.

Lema 3.2. Para todo caminho induzido P, comn > 2, temos que a converidade Pj
€ uma Ss-convexidade.
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Demonstragao. Seja P, induzido com n > 2. Considere W um conjunto P3-convexo
ev eV \W. Se o grau de v for 1, podemos notar que S = V' \ {v} é Ps-biconvexo.
Caso contrario, note que v nao possui dois vizinhos em X. Assim, podemos impedir
que um vizinho de v" de v entre em S. Portanto, S = V'\ {v,v'} é Ps-biconvexo. W

Vale lembrar que um conjunto convexo nao precisa ser conexo necessari-
amenteﬂ O axioma S; nao é valido para qualquer caminho, pois se tomarmos
Ps : vyvavzvav5 € fizermos W = {vy,v4} e W' = {9, v5} conjuntos Ps-convexos, nao
ha conjunto Ps-biconvexo S de modo que W C S e W' C V'\ S. Isso se deve ao fato
de v afetar os conjuntos W e W’ quando tentamos colocd-lo em S ou fora dele.

Teorema 3.3. Para toda drvore T,, com n > 2, temos que a convezidade P3 é uma

s3-convexidade.
Demonstracao. Se T, for um caminho, temos a prova concluida pelo Lema (3.2|

Caso contrario, dados W C V convexo e v € V' \ W, temos que o vértice v nao tem
dois vizinhos em W. Portanto, fagamos W’ = Nv] \ W. Assim, podemos concluir
que S =V \ W’ é Ps-biconvexo. |

Do teorema anterior e da Proposigao podemos concluir que:

Corolario 3.5. Para toda drvore T,, com n > 2, temos que a convexidade Py € uma
s3-convexidade.

Teorema 3.4. Para todo ciclo induzido C,, com n > 4, temos que a convexidade Psj

€ uma s3-convexidade.
Demonstragdo. A prova é andloga a do Lema [3.2] onde o grau de v ¢ igual a
dois. [ |

Do teorema anterior e da Proposicao podemos concluir que:

Corolario 3.6. Para todo ciclo induzido C, com n > 4, temos que a convezxidade
Py € uma ss3-convezidade.

Jé& para o grafo C,,, com n > 4, nao podemos dizer que as convexidades P3 ou
P} sao sy-convexidades. Para isso, tomamos C7 : v1090304050607, com W = {vy, v4}
e W' = {vq,v5}. Note que W e W’ sao ambos convexos. Todavia, nao ha como
encontrar S Ps-biconvexo (ou Pj-biconvexo) com ou sem o vértice vs. Portanto, em
grafos restritos a ciclos de tamanho maior que 3, as convexidades P3 e P; nao sao
s4-convexidades.

Teorema 3.5. Para toda clique K,,, com n > 3, temos que a converidade P3 é uma

s1-convexidade.
Demonstracdao. A prova é bem simples, pois temos da Propriedade que todos

os vértices de uma clique maximal de tamanho maior que 2 tém que pertencer
ao mesmo conjunto Ps-biconvexo. Logo, nao ha como particionar K, e, portanto,
temos que os axiomas Sy, S3 e Sy nao sao validos por dependerem de um conjunto
Ps-biconvexo. Logo, segue o teorema. [ |

3Nos primérdios de estudo da convexidade em grafos, exigia-se a conexidade dos elementos da
convexidade. mas isto foi perdendo importancia a medida aue surgiam novas convexidades.
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Contudo, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.6. Para toda clique K,,, com n > 2, temos que a convexidade P; é uma
s4-convexidade.

Demonstragdo. Pela Propriedade [3.3] temos que os vértices simpliciais partici-
onam o grafo em conjuntos Pj;-biconvexos. Dados W e W' convexos e disjuntos,
facamos S = W. Note que todos os vértices de S sao simpliciais em S, assim como
os vértices de V(K,,) \ S. Logo, podemos verificar que S é P;-biconvexo. [

Sobre separagao, temos a seguinte propriedade:

Propriedade 3.4. [2] Para os aziomas $1, S2, S3 € Sy temos:

1. S = S1,

1. Assumindo s1 verdadeiro, entao s, = S3 = S3.

Lembramos que o conjunto unitario também é convexo em ambas as conve-
xidades estudadas. Logo, pela a propriedade acima e o Teorema [3.6] temos:

Corolario 3.7. A convezidade P; tem uma separagao em grafos completos.

Apesar do resultado acima, os grafos completos de tamanho maior que
2 constituem um familia infinita de conjuntos que nao admitem conjuntos Ps-
biconvexos. Assim, podemos concluir que a quantidade de grafos que nao admitem
um conjunto P3-biconvexo é bem maior do que os que nao admitem um conjunto
P;-biconvexo.

3.2. Analise Computacional

A andlise de complexidade ¢é algo inerente ao nosso objeto de estudo. Exis-
tem problemas combinatérios que se relacionam com os problemas deste trabalho,
e, por serem relevantes, foram colocados nesta secao para reforcar os resultados de
complexidade, alguns ja existentes na literatura.

Assim, formalizamos:

PROBLEMA DA p-PARTIGAO P3-CONVEXA (P3pC)
Instancia: Um grafo conexo G e um inteiro positivo p.
Questdo: G possui uma p-particao em conjuntos Ps-converos?

PROBLEMA p-PARTIGAO P;-CONVEXA (P3pC)
Instancia: Um grafo conexo G e um inteiro positivo p.
Questdo: G possui uma p-particao em conjuntos Pj-convexos?
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Para ambos os casos, os problemas em particao biconvexa sao denotados
como P32C e P;2C, respectivamente.

Como mencionamos, o problema P3PC é NP-completo, mesmo para grafos
split [20]. Contudo, veremos que existem outras classes de grafos onde o problema
permanece NP-completo. Para E' C F, denote por G — E’ o grafo resultante da
remocao das arestas em E’ de GG. Assim, considere o seguinte problema:

PROBLEMA DE EMPARELHAMENTO DE CORTE (“Matching-Cut” — MC)
Instancia: Um grafo conexo G.
Questdo: FExiste um emparelhamento E' C E tal que G — E' € desconexo?

O problema MC é NP-completo, mesmo para grafos planares com grau
méximo 4 [22 23, 24], ou grafos com didmetro méximo d fixo (d > 4) [25].

Podemos verificar que, em esséncia, ambos os problemas MC e P32C sao
equivalentes. Assim, podemos verificar:

Teorema 3.7. O problema P32C é NP-completo, mesmo restrito a grafos planares
com grau, mdximo 4 ou com diametro mdximo d fizo, com d > 4.

Note que se um grafo G possui uma p-particao em conjuntos P3-convexos,
entao G possui um conjunto P3-biconvexo. Logo:

Corolario 3.8. O problema P3pC com p fixo é NP-completo, mesmo restrito a
grafos planares com grau mdzimo 4 ou grafos com diametro mdzrimo d fizo, com
d>4.

Enunciamos agora o seguinte teorema:

Teorema 3.8. O problema P352C é NP-completo.

Demonstragao. Primeiro, é facil verificar um certificado em tempo polinomial. Para
isso, basta analisar se W # () e W # V e, em seguida, efetuar o intervalo da Eq
para cada par de vértices a,b em W, a fim de verificar se Ij(a,b) C W. Como isso
pode ser feito em tempo polinomial, o problema esta em NP.

Considere (G = (V, E)) um entrada para o problema P32C, e construamos
a partir dela uma entrada (G* = (V*, E*)) para o problema P32C. A fungao trans-
formagao T'(G) consiste em eliminar os tridngulos de GG, pois pela Proposigao
garantimos que ambas as convexidades sao equivalentes neste caso. Para isso,
para cada {a,b,c} C V induzindo C5 em G, criaremos o conjunto de vértices
{a,b, ¢, Vab, Vacs Vbes Uabe, Uy} €m V*, 0 conjunto das arestas {avqp, Avac, bUap, bUpe, CUge,
AUpes VapUabes VabUpes Vbclabes UbeUapes Vacllabes Vaclippe} €M E*, e removemos as arestas

ab, ac e be. Essa transformacao de G para G* pode ser vista na Figura [3|

Para os vértices restantes que nao pertencem a nenhum triangulo, replicamo-
los em G* mantendo as mesmas adjacéncias do grafo G. Note que a transformacao
T(G) é feita em tempo polinomial.
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Figura 3: Método da transformacao T'(G) = G*, que converte os triangulos de G, a
esquerda, nas estruturas em G*, a direita.

Agora seguiremos com a conclusao da prova de equivaléncia entre os pro-
blemas.

(=) Seja (G = (V, E)) uma instancia SIM do problema P32C. Seja W um
conjunto P3-biconvexo de G. Entao, pelo Teorema [3.1] temos que W também é
um conjunto P;-biconvexo. Assim sendo, se existe um subgrafo Cj induzido por
W, entao fazemos W™ receber os vértices do subgrafo associado C3 pela fungao
transformagao T'(G). Ja os vértices restantes de W também sao associados a seus
correspondentes em W* por T(G). Um fato importante: pela Propriedade ,
temos que nao existe nenhum subgrafo C3 com algum vértice em W e outro em
W. Logo, os vértices de um subgrafo Cj nao podem ser compartilhados entre W*
e W*. Assim, podemos concluir que W* é um conjunto Pj-biconvexo. Portanto,
(G* = (V*, E*)) é uma instancia SIM do problema P%2C.

(<) Seja (G* = (V*, E*)) uma instancia SIM do problema P%2C. Seja W*
um conjunto P;-biconvexo de G*. Agora, considere a seguinte afirmacao:

Afirmacdo 1: Para cada C3 criado pela fungao transformacao T(G), temos que nao
existe nenhum conjunto Ps-biconvero em G de modo a nao conter todos os vértices
de C3.

Isto ¢, se algum vértice em C3 pertencer a um conjunto W FP;-biconvexo,
entao todos vértices de C3 pertencem a W. Isso se deve ao fato de que todos
os vértices de (5 pertencem a algum subgrafo K53, que nao possui conjunto Fj-
biconvexo pelo Corolario [3.40 Note que pela Proposicao [3.1] temos que W*
também é um conjunto P3-biconvexo, pois G* nao contém triangulo por construgao.
Além disso, temos que os vértices de cada C5 de G* pertencem ou a W* ou a W*
pela Afirmacdo 1. Entao, se fizermos W receber todos os vértices originais de G' em
W*, teremos que os triangulos de G nunca estarao compartilhados entre W e W, e
com isso estaremos apenas ligando pares distintos entre W e W. Portanto, temos
uma instancia SIM para (G = (V, E)). |

Note que se G tiver grau maximo 4, a transformacao 7'(G) nao muda o grau
dos vértices em G*, e os vértices novos possuem grau 3. Portanto, o problema P32C
permanece NP-completo mesmo quando o grafo tem grau maximo 4. Assim:

Corolario 3.9. O problema PipC com p fizo é NP-completo, mesmo para grafos
com grau, marimo 4.
Corolario 3.10. O nroblema P32C é NP-comwleto vara arafos bivartidos.
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Demonstracao. Considere a mesma construcao do Teorema para arestas em
triangulos, e para as arestas restantes xy criaremos os vértices z,, e z;,y com as
arestas {T2zy, T2}, YZuy, Y2u, ;- Note que removemos todos os ciclos fmpares. Assim,
se existir um conjunto Pj-biconvexo W em G, facamos r,z,s em W* e s, 2. em
W* onde r € W es € W. J4 para os outros vértices facamos r, s, zs, 2., em
W* ser,s € W; our,s, 2, 2., em W* caso contrdrio. E, por fim, temos W* um
conjunto P;-biconvexo. Em contrapartida, se G* contém um conjunto Pj-biconvexo
W*, temos que um vértice em W* ndo possui mais de um vizinho em W*. Com
isso, podemos encontrar um conjunto Ps-convexo W fazendo W = W* N V(G)
e W = W*NV(G), e assim podemos notar que, para qualquer aresta rs cujos
extremos satisfazem r € W e s € W, ocorre ou 2, € W* e 2/, € W*, ou z., € W*
e 2, € W*. Logo, G possui um conjunto Ps-biconvexo, se e somente se, G* possui
um conjunto P3-biconvexo Portanto, o problema permanece NP-completo. [ |

Corolario 3.11. O problema P5pC com p fixzo € NP-completo para grafos bipartidos.

Novamente, esse resultado para o problema P3PC se relaciona ao problema
MC, pois também o problema MC foi demonstrado NP-completo para grafos pla-
nares bipartidos [24], ou grafos bipartidos com grau maximo 4 [26].

4. CONCLUSAO

Embora os problemas que estudamos se enlagam pelo fato de que os con-
juntos da convexidade Ps estao contidos na convexidade P; definida sobre o mesmo
grafo, e que elas se equivalem quando o grafo nao possui triangulos, verificamos
diversos outros aspectos interessantes registrados neste trabalho. Identificamos os
menores subgrafos que nao admitem um conjunto Ps-biconvexo e P;-biconvexo, mos-
tramos uma construcao sistematica de uma lista infinita de grafos que nao admitem
conjuntos Ps-biconvexo nem Pj-biconvexos, e analisamos os casos de separagao para
caminhos, arvores, ciclos e cliques.

Ademais, trouxemos alguns resultados computacionais de NP-completude
para particao convexa em ambas as convexidades, mesmo para grafos bipartidos.

E assim, notamos que os resultados para as convexidades permanecem NP-
completos mesmo para grafos planares com grau méaximo 4 (exceto P5pC), planares
bipartidos, bipartidos com grau maximo 4 e grafos com diametro maximo d fixo
(d>4).

Em trabalhos futuros, pretendemos analisar os aspectos tedrico-computacio-
nal do problema da p-particao convexas na convexidade P5 e na convexidade P; sobre
classes particulares de grafos, tais como cordais, cografos, grafos P,-tidy, grafos de
distancia-hereditaria etc. Além disso, pretendemos nos aprofundar mais sobre o
tema de separacao convexa em classes de grafos maiores do que foram apresentadas
neste trabalho.

Reconhecimento. Os autores sdo gratos a FAPERJ (Ed. Sediadas/2018), CNPq
e CAPES pelo suporte financeiro.

A PESQUISA OPERACIONAL COMO FERRAMENTA DE GOVERNANCA EM PROJETOS ESTRATEGICOS

14



XIX SIMPOSIO DE PESQUISA OPERACIONAL E LOGISTICA DA MARINHA
RIO DE JANEIRO, RJ, BRASIL - 06 A 08 DE NOVEMBRO DE 2019

) 4
— ' | =l

5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] BERGER, M. Convexity. Amer. Math. Monthly, v. 97, n. 8, p. 650 — 678, 1990.

[2] VAN DE VEL, M. L. J. Theory of Convez Structures. 1st edition. ed. Amsterdam:
North Holland, 1993. [2|

[3] MOSCARINI, M.; MALVESTUTO, F. M. Two classes of graphs in which some
problems related to convexity are efficiently solvable. Discrete Mathematics, Al-
gorithms and Applications, v. 10, n. 03, p. 1850042, 2018.

[4] MATHEW, J. K.; MATHEW, S. Monophonic convexity in weighted graphs.
Discrete Mathematics, Algorithms and Applications, v. 10, n. 01, p. 1850010,
2018.

[5] MARCILON, T.; SAMPAIO, R. The maximum infection time of the p3 convexity
in graphs with bounded maximum degree. Discrete Applied Mathematics, v. 251,
p. 245 — 257, 2018. [2]

[6) MORDESON, J. N.; MATHEW, S. Distances and convexity in fuzzy graphs. In:
. Advanced Topics in Fuzzy Graph Theory. Cham: Springer International
Publishing, 2019. p. 93-126.

[7] COELHO, E. M. et al. On the p3-hull number of some products of graphs.
Discrete Applied Mathematics, v. 253, p. 2 — 13, 2019. 14th Cologne-Twente
Workshop on Graphs and Combinatorial Optimization (CTW 2016).

[8] HARARY, F.; NIEMINEN, J. Convexity in graphs. J. Differential Geom, v. 16,
n. 2, p. 185-190, 1981. [§

[9] FARBER, M.; JAMISON, R. E. Convexity in graphs and hypergraphs. SIAM
Journal on Algebraic Discrete Methods, v. 7, n. 3, p. 433-444, 1986.

[10] DUCHET, P. Convex sets in graphs, ii. minimal path convexity. Journal of
Combinatorial Theory, Series B, v. 44, n. 3, p. 307 — 316, 1988.

[11] CHANGAT, M.; MATHEW, J. On triangle path convexity in graphs. Discrete
Mathematics, v. 206, p. 91 — 95, 1999.

[12] CACERES, J.; MARQUEZ, A.; PUERTAS, M. L. Steiner distance and convexity
in graphs. Furopean Journal of Combinatorics, v. 29, n. 3, p. 726 — 736, 2008.

[13] PELAYO, I. M. Geodesic Convezity in Graphs. 1st edition. ed. New York:
Springer, 2013. [3|

[14] PENSO, L. D. et al. Complexity analysis of p3-convexity problems on bounded-
degree and planar graphs. Theoretical Computer Science, v. 607, p. 83 — 95, 2015.
B3l

A PESQUISA OPERACIONAL COMO FERRAMENTA DE GOVERNANCA EM PROJETOS ESTRATEGICOS

15



& 41 @ XIX SIMPOSIO DE PESQUISA OPERACIONAL E LOGISTICA DA MARINHA

A « | W RIO DE JANEIRO, RJ, BRASIL - 06 A 08 DE NOVEMBRO DE 2019

[15] CENTENO, C. C.; DOURADO, M. C.; SZWARCFITER, J. L. On the con-
vexity of paths of length two in undirected graphs. Electronic Notes in Discrete
Mathematics, v. 32, p. 11 — 18, 2009. DIMAP Workshop on Algorithmic Graph
Theory.

[16] ARAGJO, R. T.; SAMPAIO, R. M.; SZWARCFITER, J. L. The convexity of
induced paths of order three. Electronic Notes in Discrete Mathematics, v. 44, p.
109 - 114, 2013. 3

[17] GIMBEL, J. Some remarks on the convexity number of a graph. Graphs and
Combinatorics, v. 19, n. 3, p. 357-361, 2003.

[18] DOURADO, M. C.; PROTTI, F.; SZWARCFITER, J. L. Complexity results
related to monophonic convexity. Discrete Applied Mathematics, v. 158, n. 12, p.
1268 — 1274, 2010. 3

[19] ARTIGAS, D. et al. Partitioning a graph into convex sets. Discrete Mathema-
tics, v. 311, n. 17, p. 1968 — 1977, 2011. [3

[20] CENTENO, C. C. et al. Convex partitions of graphs induced by paths of order
three. Discrete Mathematics €& Theoretical Computer Science, v. 12, n. 5, p. 175~
184, 2010. [3 [12]

[21] BONDY, A.; MURTY, M. R. Graph theory. 1st edition. ed. London: Springer,
2008.

[22] CHVATAL, V. Recognizing decomposable graphs. Journal of Graph Theory,
v. 8, n. 1, p. 51-53, 1984. 12

[23] PATRIGNANI, M.; PIZZONIA, M. The complexity of the matching-cut pro-
blem. In: BRANDSTADT, A.; LE, V. B. (Ed.). Graph-Theoretic Concepts in
Computer Science. Berlin, Heidelberg: Springer Berlin Heidelberg, 2001. p. 284—
295.

[24] BONSMA, P. The complexity of the matching-cut problem for various graph
classes. Electronic Notes in Discrete Mathematics, v. 13, p. 18 — 21, 2003. [12]

[25] HOANG-OANH LE; BANG LE, V. On the Complexity of Matching Cut in
Graphs of Fixed Diameter. In: HONG, S.-H. (Ed.). 27th International Sympo-
sium on Algorithms and Computation (ISAAC 2016). Dagstuhl, Germany: Sch-

loss Dagstuhl-Leibniz-Zentrum fuer Informatik, 2016. (Leibniz International Pro-
ceedings in Informatics (LIPIcs), v. 64), p. 50:1-50:12.

[26) BANG LE, V.; RANDERATH, B. On stable cutsets in line graphs. Theoretical
Computer Science, v. 301, n. 1, p. 463 — 475, 2003.

A PESQUISA OPERACIONAL COMO FERRAMENTA DE GOVERNANCA EM PROJETOS ESTRATEGICOS

16



	INTRODUÇÃO
	DEFINIÇÕES PRELIMINARES
	ANÁLISE TEÓRICA E COMPUTACIONAL
	Estudo Teórico de Partição e Separação Convexa
	Análise Computacional

	CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS

