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RESUMO

Esse artigo propde uma representacao bidimensional para a fronteira de eficiéncia
para um modelo Network DEA (NDEA). A representacdo é baseada em um estudo anterior
que desenvolveu uma generalizacdo do método de representacao bidimensional para o DEA
classico usando uma nova forma de linearizacao. Os valores dos inputs virtuais e dos outputs
virtuais sdo utilizados para a elaboracdo do grafico da fronteira de eficiéncia. A
representacdo grafica da fronteira de eficiéncia permite que gestores e tomadores de decisao
ndo familiarizados com a programacao linear e DEA entendam os resultados obtidos de
maneira simples e clara. O grafico obtido fornece informacgoes sobre as eficiéncias da DMU
e as metas que podem ser alcancadas por elas. Além disso, a representacdo obtida agrega
informagdes tanto dos estagios internos, quanto do estagio global no mesmo grafico para
cada DMU.

Palavra-chave: Andlise Envoltéria de Dados; DEA; Eficiéncia; Representacao
bidimensional; Network DEA.

ABSTRACT

This paper proposes a two-dimensional representation for the efficient frontier for a
Network DEA (NDEA) model. The representation is based on a previous study that
developed a generalization of the two-dimensional representation method for classical DEA
using a new form of linearization. The values of virtual inputs and virtual outputs are used to
draw the efficient frontier graph. The graphical representation of the efficiency frontier
allows managers and decision makers unfamiliar with linear programming and DEA to
understand the results obtained simply and clearly. The graph developed provides
information about DMU efficiencies and the goals that can be achieved by them. In addition,
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the representation obtained aggregates information from both internal and overall stages on
the same graph for each DMU.

Keywords: Data Envelopment Analysis; DEA; Efficiency; Two-dimensional representation;
Network DEA.
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1. INTRODUCAO

Devido a sua natureza matematica, os resultados obtidos pelos modelos DEA (Data
Envelopment Analysis) e Network DEA sdo dificeis de interpretar para aqueles que nao estao
familiarizados com a programacdo linear. Por essa razdo, as representacOes graficas da
fronteira de eficiéncia sdo muito tteis para facilitar o entendimento do DEA. Segundo Bana
e Costa et al. (2016), essas representacoes sao poderosas ferramentas de apoio para que 0s
tomadores de decisdo mostrem a posicdo de cada DMU em relacdo a fronteira eficiente ou
busquem concentragoes de DMUs em algumas areas do grafico.

A representacdo grafica da fronteira de eficiéncia para o caso de um input e um
output é o caso mais simples, onde o input é representado no eixo x e o output é representado
no eixo y. Alguns pesquisadores tém trabalhado no fornecimento de técnicas alternativas
para representar a fronteira DEA no plano na presenca de mais variaveis (para uma revisao
detalhada da literatura, ver Bana e Costa et al. (2016). No entanto, as técnicas propostas até o
momento implicam em algumas dificuldades, como a visualizacdo mais dificil com o
aumento de variaveis, o uso de modelos DEA transformados e a falta de representacdo clara
da fronteira de eficiéncia. Para evitar essas dificuldades, Bana e Costa et al. (2016)
propuseram uma nova abordagem para a representacao bidimensional da fronteira eficiente
para modelos DEA classicos que contorna as desvantagens das visualizacOes anteriores. Essa
nova abordagem utiliza o input virtual e o output virtual para plotar as DMUs no grafico e
pode ser aplicada em modelos com varios inputs e varios outputs..

Para o Network DEA e outros modelos avancados de DEA, a representacdo grafica
da fronteira de eficiéncia é ainda mais restrita ou desconhecida, e ndo ha muitos estudos
sobre isso. Segundo Kao e Hwang (2014), a representacdo nesses modelos s6 é possivel para
os estagios internos da DMU, e ndo para o estagio global.

Torres et al. (2017) propuseram um modelo de representacdo bidimensional da
fronteira de eficiéncia baseado no modelo de Bana e Costa et al. (2016) para o modelo
Network DEA relacional multiplicativo proposto por Kao e Hwang (2008). No entanto,
como o modelo de Kao e Hwang (2008) possui multiplas solucdes 6timas para os estagios
internos da DMU, Despotis et al. (2016a) desenvolveram um modelo Network DEA em que
os resultados das eficiéncias sdo tinicos para casa estagio.

Assim, o presente estudo tem como objetivo propor um modelo de representacao
grafica da fronteira de eficiéncia para o modelo Network DEA desenvolvido por Despotis et
al. (2016a) com a agregacao multiplicativa, generalizando o modelo proposto no artigo de
Bana e Costa et al. (2016). Neste artigo, pressupOe-se que o0s inputs exdgenos (entradas
iniciais) que atuam no primeiro estagio do processo sdo transformados em variaveis
intermedidrias e utilizadas como inputs para o segundo estagio produzir os outputs exdgenos
(saidas finais).

Na proxima secdo, apresentamos uma breve revisao do modelo de representacao
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bidimensional proposto por Bana e Costa et al. (2016). Isto é seguido por uma revisdo de
literatura do modelo Network DEA a ser analisado na Secdo 3. A Secdo 4 introduz a
representacdo grafica bidimensional proposta para o Network DEA, e na Secao 5 um
exemplo numérico é apresentado. Finalmente, a Secdo 6 descreve as conclusoes do artigo.

2. REPRESENTACAO BIDIMENSIONAL DA FRONTEIRA DE EFICENCIA

Para possibilitar a representacao bidimensional da fronteira de eficiéncia quando
existem multiplos inputs e multiplos outputs, Bana e Costa et al. (2016) propuseram uma
nova abordagem que utiliza o input virtual (a soma ponderada dos inputs) e o output virtual
(a soma ponderada dos outputs) para plotar todas as DMUs no grafico.

Para isso, foi necessario substituir a restricao de linearizacao classica, uma vez que
nos modelos DEA classicos a restricdo adicionada para linearizar os o modelo diz que, por
exemplo, no modelo orientado a inputs, o input virtual é igual a 1. Assim, em um grafico que
compara o input virtual com o output virtual, todas as DMUs estariam localizadas na mesma
linha vertical, o que ndo daria significado para a construcao da representacdo. A nova
restricdo substitui a anteriormente citada e estabelece que a soma total dos pesos dos inputs é
igual a 1, transformando o modelo CCR orientado a inputs no modelo (1).

s
Z Uy,
r=1

Max

v.>0,i=1,...,m,r=1,...,s (1)

Para evitar o uso dessa nova formulacdo, que é um problema de programacao
fracionaria, os resultados obtidos no modelo CCR cléssico podem ser utilizados para calcular
o novo input virtual modificado e o novo output virtual modificado. Seja S; a soma total dos
pesos dos inputs da DMU j (2), onde V; é o peso do input i para DMU j. Calculamos Vv';
como o peso modificado do input i para DMU j e U';;, o peso modificado do output r para a
DMU j, usando (3) e (4).

m

S=2.v, )
i=1
Vl--
v'ij:S_J 3)
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P =0
u'y= “4)

Finalmente, o input virtual modificado (I ;) e o output virtual modificado (O ')) para
a DMU j sdo determinadas por (5) e (6), respectivamente.

I’j:Z VX (5
O'j:; u'yyy, (6)

Os valores de I'; e O'; sdo usados para representar qualquer DMU j em um grafico
bidimensional. Nessa representacdo, a nova linearizagdo transforma a fronteira de eficiéncia
em uma linha reta desde a origem que corta o quadrante em 45°. Isso porque, para que uma
DMU seja eficiente, seu input virtual modificado deve ser igual ao seu output virtual
modificado.

Bana e Costa et al. (2016) estenderam seu modelo de representagdo bidimensional
para modelos orientados a outputs € a casos de retornos variaveis de escala (modelo BCC).
Além disso, provaram que a eficiéncia obtida pelo modelo modificado ¢ a mesma obtida
pelos modelos classicos. Outro ponto importante ¢ que a representagdo bidimensional
proposta para as DMUs e sua distancia da fronteira eficiente podem ser usadas para
determinar o indice de eficiéncia geometricamente. Aplicacdes desta abordagem podem ser
encontradas em Sow et al. (2016) e Reis et al. (2017).

3. REVISAO DO MODELO DE DESPOTIS ET AL. (2016)

Despotis e Koronakos (2014) mostraram que, nos modelos Network DEA, as
estimativas de eficiéncia obtidas pelo método de decomposigao aditiva (CHEN et al., 2009)
sdo enviesadas, ao favorecer indevidamente um estdgio em detrimento do outro, enquanto
aquelas obtidas pelo método multiplicativo (KAO E HWANG, 2008) nao sdao unicas. Em
seguida, os autores apresentaram uma nova abordagem para estimar indices de eficiéncia
unicos e imparciais para os estagios individuais, que sdo entdo agregados para obter o indice
de eficiéncia global da unidade avaliada. Essa nova abordagem foi chamada de "abordagem
de composicao", em oposicao a abordagem de decomposicao.

Em outro estudo, Despotis et al. (2016a) definiram a eficiéncia das duas etapas
como em (7) e (8). Selecionando uma orientacdo a outputs para o primeiro estdgio ¢ uma
orientacdo a inputs para o segundo estagio, onde os mesmos pesos intermedidrios sdo
assumidos para ambos os estagios.

1 .
E,=min

S.t.
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v,,w,20;i=1,2,...,m;d=1,2,...,D (7

s
Z‘;“ryro

2 __ r=
Ey=max—
Z Wil

d=1

S.t.

s
zuryrj
r=1

EL <1,j=1,2,...,n

D
Z W4 Zg
d=1

u,w,20;r=1,2,...,s;d=1,2,...,D (8)

Anexando as restricdes do modelo (7) ao modelo (8) e vice-versa, Despotis et al.
(2016a) obtém um modelo estendido, que possui a mesma solugdo 6tima de seus respectivos
modelos anteriores. Como esses novos modelos tém restrigdes comuns, podem ser
considerados conjuntamente como um problema biobjetivo. Depois de aplicar a
transformagdo C—C (Charnes-Cooper), pode ser formulado e resolvido como um problema
de programacao linear multiobjetivo (MOLP), como em (9).

Em termos de MOLP, o vetor (E;>1, E;<1) constitui o ponto ideal do problema
biobjetivo (9) no espago de funcdes objetivo. Como o ponto ideal geralmente ndo ¢ atingivel,
resolver um MOLP significa encontrar o conjunto de solu¢des ndo dominadas na Fronteira
de Pareto.

Existem diferentes abordagens para resolver um MOLP. Uma abordagem usual ¢ a
abordagem de escalarizagdo, que transforma o MOLP em um problema de programagao
linear de objetivo Unico. Agregar aditivamente as func¢des objetivo e introduzir uma fungao
de distancia, sdo dois métodos alternativos para construir a fun¢ao de escalarizagdo. O ponto
6timo de Pareto derivado do modelo quando agregado aditivamente as func¢des objetivo pode
ser ndo-exclusivo e, portanto, os indices de eficiéncia dos dois estdgios também podem nao
ser exclusivos. Embora ndo seja muito provavel que ocorra, esse ¢ 0 caso em que um
segmento da Fronteira de Pareto ¢ paralelo a linha da fungao objetivo.

m
1.
Eo_mmz Vi Xio

i=1
s
2 _
EO_maXz uryr()
r=1

S.t.

A PESQUISA OPERACIONAL COMO FERRAMENTA DE GOVERNANGCA EM PROJETOS ESTRATEGICOS



SP

) \ Y Y0 XIX SIMPOSIO DE PESQUISA OPERACIONAL E LOGISTICA DA MARINHA
y N
A «f | W RIO DE JANEIRO, RJ, BRASIL - 06 A 08 DE NOVEMBRO DE 2019

D m
Z wdzdj—z v,.xl.jSO,JZI,Z,...,n
i=1

D
uryrj—z wdzdj£0,121,2,...,n
d=1

u,v;,w,20,i=1,2,....m,r=1,2,...,s,d=1,2,...,D 9)

Entdo Despotis et al. (2016a) empregaram a distdncia de Tchebycheff nao
ponderada (L,, norm) para localizar uma solugdo inica na Fronteira de Pareto, minimizando

o maximo dos desvios de (Z ViXi0s Z u,y.,) do ponto ideal (E,, E;). Isso ¢ realizado pelo
i=1 r=1
modelo minmax a seguir (10), onde 6 denota o maior desvio.

mind
S.t.

m
1
Z viXiO_(SSEjo

i=1

s

2 2
urYr0+52Ejo

r=1

D
Z Waz40=1
D

Z —Zvixijso,j:LZ,...,n

Zuyr] dezdj<0.] 1 2
=1 d=1
ur,vl.,wd,620,1=1,2,...,m,r=1,2,...,s,d=1,2,...,D
(10)

O modelo de resolugao (10) significa procurar uma solu¢ao onde os desvios do
ponto ideal sdo iguais e minimizados. Como mostrado na Figura 1, extraida de Despotis et
al. (2016a), a solucdo minmax ¢ D, que representa a interse¢do da Fronteira de Pareto (a
linha ABCD) e um raio do ponto ideal (E,, E;) com declive (-1).

A principal vantagem do modelo (10) sobre o modelo que agrega aditivamente as
fungdes objetivo e os modelos de decomposicao (métodos multiplicativos e aditivos) ¢ que
fornece um ponto Unico, ndo necessariamente extremo (vértice), na Fronteira de Pareto, ou
seja, valores exclusivos de eficiéncia para os dois estagios (DESPOTIS et al., 2016a).

Uma vez obtida uma solu¢do 6tima (v°, w*, u”) do modelo (10), os valores de
eficiéncia de cada estagio para a unidade j, sdo como em (11) para o primeiro estagio e
como em (12) para o segundo estagio. Pode-se notar que a eficiéncia do primeiro estagio ¢
igual ao inverso do input virtual exdgeno, e a eficiéncia do segundo estdgio ¢ igual ao output
virtual exogeno.
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Figura 1 - A Fronteira de Pareto do MOLP (9) e a solugdo 6tima do modelo (10) (Despotis et
al., 2016a)

—

WaZg

i
E=l =&
:21 ZVX
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(11)
) Zur-yro s
EO _ZUYrO
szdo =
(12)

Por fim, as eficiéncias dos dois estdgios individuais precisam ser agregadas para
obter a eficiéncia global. A eficiéncia global da unidade j, pode ser definida como a média
aritmética das eficiéncias dos estagios individuais como em (13), ou podem ser agregadas
multiplicativamente como em (14).

E,=3(E,+E})

(13)

S ZUYro

E,=Ep*Ec=————% Y U,y =" (14)
r=1

m

Z Vi Xio Z Vi Xio
i=1

i=1

Posteriormente, Despotis et al. (2016b) desenvolveram uma abordagem geral de
Network DEA para lidar com avaliagdes de eficiéncia em processos de multiplos estagios.
Essa abordagem também utiliza programag¢ao multiobjectivo como estrutura de modelagem e
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segue o mesmo paradigma de composicao, em que as eficiéncias dos estagios sao estimadas
primeiro e a eficiéncia global do sistema ¢ obtida posteriormente. .

4. REPRESENTACAO BIDIMENSIONAL PARA O MODELO DE DESPOTIS ET
AL. (2016)

A abordagem da composi¢do foi desenvolvida por Despotis et al. (2016a), e leva
em consideracdo que primeiro ¢ necessario obter a eficiéncia dos estidgios internos, € entao
agrega-los a eficiéncia do estagio global. Neste estudo, vamos nos concentrar na agregacao
multiplicativa.

Na agregagao multiplicativa, a eficiéncia global pode ser obtida como a divisao do
output virtual exdgeno pelo input virtual exdégeno. Portanto, a restricdo de linearizagdo ndo
interfere no grafico bidimensional e ¢ possivel representar a fronteira de eficiéncia global
com o input virtual exd6geno como 0 €iXo X € 0 output virtual exdégeno como 0O €ixo y.
Quando o input virtual exdgeno e o output virtual exdgeno sao iguais, a eficiéncia da DMU ¢
1. Assim, a fronteira de eficiéncia ¢ definida como uma linha de 45 graus, como no modelo
de Kao e Hwang (2008).

Além disso, como a eficiéncia do primeiro estagio ¢ igual ao inverso do input
virtual exogeno (como visto em 11), a eficiéncia dessa etapa ¢ igual a 1 quando o input
virtual exogeno ¢ igual a 1. Portanto, pode-se notar que as DMUs eficientes no primeiro
estagio sao representadas no grafico em uma linha vertical onde o input virtual exdgeno ¢
igual a 1.

Analogamente, a DMU somente ¢ eficiente no segundo estagio se o output virtual
exogeno for igual a 1 (como visto em 12). Assim, as DMUs eficientes no segundo estagio
sao representadas no grafico em uma linha horizontal onde o output virtual exdgeno € igual a
1.

Em consequéncia, deve-se plotar as DMUs que sdo eficientes no primeiro € no
segundo estagio no ponto (1,1) do grafico. Essas DMUs também sdo eficientes globalmente
e sdo representadas na fronteira bidimensional, que € representada em uma linha de 45 graus,
onde os valores dos dois eixos sdo 0s mesmos.

Outra caracteristica dessa representagdao bidimensional ¢ que as DMUs podem ser
divididas em dois grupos. O primeiro grupo ¢ composto pelas DMUs que s3o mais eficientes
no primeiro estagio do que no segundo estagio, enquanto o segundo grupo € o oposto. Para
determinar esses grupos, primeiro ¢ necessario encontrar a fronteira onde a eficiéncia do
primeiro estagio ¢ igual a eficiéncia do segundo estagio. Como a eficiéncia da primeira fase
¢ igual ao inverso do input virtual exdgeno, e a eficiéncia da segunda etapa ¢ igual ao output
virtual exdgeno, pode-se obter essa hipérbole, apresentada em (15).

Eé:Eé_} 1 :zurer_)%:O

= r=1
Z Vi Xio
i=1

(15)

As DMUs que sao mais eficientes no primeiro que no segundo estagio sao
representadas abaixo da hipérbole, as DMUs que sdo mais eficientes no segundo estagio do
que no primeiro estagio sdo representadas acima da hipérbole.

Pode-se observar que essa representagdo bidimensional, embora Unica para o
estagio global, também contém informacdes sobre os estagios internos das DMUs.
Diferentemente da representagdo proposta para o modelo multiplicativo relacional que
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apresenta uma representacdao de fronteira bidimensional para cada estagio e para o estagio
global, separadamente (TORRES et al., 2016).

5. EXEMPLO NUMERICO

A abordagem desenvolvida nesse artigo foi aplicada no estudo de caso apresentado
por Kao e Hwang (2008), que avaliou 24 seguradoras de Taiwan.

Primeiro, as eficiéncias de cada estagio foram obtidas, assim como os inputs
virtuais exogenos € 0s outputs virtuais exdgenos utilizados para representar a fronteira de
eficiéncia bidimensional. Como este modelo fornece pesos Unicos para as DMUs, pode-se
usar os valores obtidos. Esses resultados estdo descritos na Tabela 1.

A Figura 2 mostra a representacao bidimensional para o modelo proposto. Observa-
se que nenhuma DMU esta representada na fronteira eficiente, como os resultados da Tabela
1 apontaram. A DMU mais eficiente é a DMU 12, que é a DMU mais proxima da fronteira
de eficiéncia. Na representacdo bidimensional, observa-se que as DMUs eficientes no
primeiro estagio sdo plotadas em AB, onde o input virtual é igual a 1, enquanto as DMUs
eficientes no segundo estagio sdo plotadas em BC AB, onde o output virtual é igual a 1.

Tabela 1 — Input virtual exdgeno, output virtual exdgeno e eficiéncias de cada estagio

Input Output 1 2 1 g 2
DMU il Virtual Eo Bo B Eo =k,
1 1.015435 0.7054 0.9848  0.7054 0.6947 A
2 1.002908 0.6260 0.9971  0.6260 0.6242
3 1.449275 1 0.6900 1 0.6900
4 1.392564 0.4202 0.7181  0.4202 0.3018
5 1.248284 0.9457 0.8011  0.9457 0.7577
6 1.039609 0.4037 0.9619  0.4037 0.3883
7 1.464772 0.4026 0.6827  0.4026 0.2748
8 1.481921 0.4076 0.6748  0.4076 0.2750
9 1.059659 0.2323 0.9437  0.2323 0.2192
10 1.274697 0.5597 0.7845  0.5597 0.4391
11 1.449485 0.2276 0.6899  0.2276 0.1570
12 1 0.7596 1 0.7596 0.7596
13 1.471887 0.3052 0.6794  0.3052 0.2073
14 1.475579 0.4222 0.6777  0.4222 0.2861
15 1.067122 0.6376 0.9371  0.6376 0.5976
16 1.127269 0.3597 0.8871  0.3597 0.3191
17 1.764291 0.6183 0.5668  0.6183 0.3504
18 1.300221 0.3335 0.7691  0.3335 0.2565
19 1.003814 0.4120 0.9962  0.4120 0.4104
20 1.29668 0.6763 0.7712  0.6763 0.5216
21 1.345171 0.2668 0.7434  0.2668 0.1984
22 1.696353 1 0.5895 1 0.5895
23 1.228350 0.5079 0.8141  0.5079 0.4135
24 1.209629 0.1255 0.8267  0.1255 0.1037
funcao %ZO gera a hipérbole BD que divide o grafico em duas regides. As DMUs 3, 5, 17 ¢
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22, que estdo representadas acima da hipérbole, sdo mais eficientes no segundo estagio do
que no primeiro, enquanto as outras DMUs, representadas abaixo da hipérbole, sdo mais
eficientes no primeiro estagio do que no segundo. Se uma DMU estivesse representada na
hipérbole, teria a mesma eficiéncia em ambas as etapas, o que ndo aconteceu neste estudo.

Para cada DMU, pode-se obter a eficiéncia observando apenas o grafico, porque a
eficiéncia ¢ definida como a divisdo do output virtual pelo input virtual. Por exemplo,
observando a Figura 2, pode-se estimar os valores de input virtual e output virtual para a
DMU 12, e assim obtém-se a eficiéncia de 0,8/1 = 0,8, que estd préxima do valor efetivo de
0,7596. Um tomador de decisdo que tenha acesso ao grafico pode ter uma percepgao geral da
distribuigao das eficiéncias das DMUs para o estagio global.

Também ¢ possivel obter uma estimativa do valor da eficiéncia de todas as DMUs
para cada estagio apenas olhando para o grafico. Por exemplo, para a DMU 12 o valor da
eficiéncia do primeiro estagio ¢ igual ao valor do inverso do valor do input virtual, que é
igual a 1. E a eficiéncia do segundo estagio ¢ igual ao valor do output virtual, que € proximo
de 0,8 (valor real de 0,7596).
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Figura 2 — Fronteira bidimensional para o modelo proposto

A representagdo proposta contém as mesmas propriedades que a proposta em Bana
e Costa et al. (2016). No entanto, possui a vantagem de fornecer informagdes de mais de um
estagio do Network DEA na mesma representacdo. Assim, um tomador de decisdo com
acesso a Figura 2 pode ter uma visao geral da eficiéncia global de cada DMU, bem como da
eficiéncia de cada estagio interno da DMU.

6. CONCLUSOES

Neste artigo, foi introduzida uma abordagem para fornecer uma representaciao
bidimensional da fronteira eficiente para um modelo Network DEA desenvolvido por
Despotis et al. (2016a), com a agregacao multiplicativa.

Foi possivel obter a representagao bidimensional do modelo e a localizagdo das
DMUs. Foi proposto um grafico para o estagio global apenas. No entanto, esse grafico
contém informagdes ndo apenas sobre o estagio global, mas também sobre o primeiro e o
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segundo estagios. Outra vantagem desta proposta ¢ que ndo é preciso modificar os valores
dos inputs virtuais e dos outputs virtuais para o desenvolvimento do gréafico.

A representacdo bidimensional pode ser uma ferramenta valiosa para ajudar os
gerentes ndo familiarizados com a metodologia DEA a tomar decisdes com base nos
resultados encontrados nos modelos Network DEA, pois ela fornece informagdes quanto a
proximidade de cada DMU da fronteira de eficiéncia de uma forma simples e visual, sem a
necessidade de utilizacdo de graficos mais complexos.

Como sugestdes para estudos futuros, propomos a representacdo da fronteira
eficiente para as etapas internas do modelo de Despotis et al. (2016a). Além disso, propde-se
ampliar o modelo apresentado para outros modelos da Network DEA, como o modelo
aditivo (CHEN et al., 2009), o modelo relacional (KAO, 2009) e os processos multi-estagio
(DESPOTIS et al, 2016Db).
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