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Resumo: O presente estudo foca na implementação de um controlador adaptativo PID em uma rede ZigBee para um 

robô manipulador de dois graus de liberdade planar. A criação do PID foi efetuada na plataforma Labview e para a 

identificação dos parâmetros foram usados métodos dos mínimos quadrados recursivos.  
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1. INTRODUÇÃO  

 

O objetivo do trabalho é projetar um controlador adaptativo PID em uma rede ZigBee para um robô manipulador de 

dois graus de liberdade planar. O robô manipulador é composto por um elo rotacional e outro prismático (translacional). 

O elo rotacional é formado por um ramo extensor, com seção transversal em forma de U, feito de alumínio e é acionado 

por um motor-redutor de corrente contínua. O elo prismático (translacional) é composto de um cilindro pneumático de 

dupla ação com haste simples que é fixado na parte interna do ramo extensor em forma de U. Neste trabalho, cada elo do 

robô manipulador é identificado em tempo real, pelo método dos mínimos quadrados recursivos (MQR), levando em 

consideração uma estrutura pré-definida para cada elo em questão; os parâmetros obtidos são usados na implementação 

do controlador adaptativo. É projeto e implementado um controlador adaptativo PID via alocação de polos, para que o 

sistema atenda às especificações de desempenho impostas a ele, considerando uma referência degrau para cada elo. Ao 

final serão apresentados os resultados experimentais mostrando o desempenho obtido para o sistema sobre a influência 

do controlador 

 

2. DESCRIÇÃO DO SISTEMA  

 

O robô manipulador de dois graus de liberdade planar aqui analisado, é formado por dois elos, sendo um elo rotacional 

e o outro prismático (translacional). O elo rotacional é composto por um ramo extenso, com seção transversal em formato 

de U, feito de alumínio onde é acionado por um moto-redutor de corrente contínua. Este elo percorre uma trajetória de 

180° e para ser posicionado se faz necessário que o motor receba um sinal de excitação analógico que esteja entre 0V e 

5V DC, que por sua vez um potenciômetro operado pelas engrenagens do robô, funciona como um transdutor de posição 

angular, fornecendo assim a localização angular do elo. Ao excitar o robô com tensões que variem entre 0V e 2.38V o 

elo rotacional se move sentido anti-horário, caso a tensão esteja entre 2.42 V e 5V o elo gira no sentido horário, sendo a 

tensão de 2.4V o elo permanece imóvel. O elo prismático (translacional) é composto por um cilindro pneumático de dupla 

ação com haste simples que é fixado no interior do ramo extensor em forma de U e percorre um curso de aproximadamente 

200 mm sendo acionado por uma válvula eletropneumática proporcional. A válvula é alimentada por uma tensão de 24V 

DC e recebe um sinal de excitação analógico entre 0V e 5V, o sinal é utilizado para o posicionamento do êmbolo do 

cilindro controlando o fluxo de ar comprimido. Tensões entre 0V e 2.6V fazem com que o êmbolo se mova sentido de 

avanço e entre 2.65V e 5V o êmbolo retorne. Caso a tensão seja de 2.63 o êmbolo permanecerá imóvel. A haste do cilindro 

será localizada por uma régua potenciométrica que servirá como transdutor de posição linear. Um computador notebook 

e uma placa de entrada e saída de dados, juntamente com dois módulos ZigBee são usados para a excitação dos elos e 

para a captação dos sinais medidos pelo potenciômetro, referente ao elo rotacional e para régua potenciométrica, referente 

ao elo prismático. No notebook, os programas computacionais LABView e Matlab, são usados para a identificação dos 

parâmetros dos elos e projeto do controlador adaptativo. Com esta configuração, o movimento do elo rotacional ocorre 

em torno de uma circunferência do plano XY com raio igual a dimensão do ramo extensor, para o elo prismático o 

movimento ocorre no interior do ramo extensor. 
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3. MODELAGEM MATEMÁTICA DO ROBÔ MANIPULADOR DE DOIS GRAUS DE LIBERDADE 

PLANAR 

 
Modelos para sistemas são obtidos usando-se leis físicas (modelagem caixa branca) ou valendo-se apenas de dados 

de entrada e saída do sistema (modelagem caixa preta). Para o modelo aqui estudado a identificação do tipo caixa preta 

foi utilizada, tendo em vista a posterior utilização no projeto e implementação do controlador adaptativo. O estimador dos 

mínimos quadrados manipula medidas de entradas/saídas de um sistema de forma iterativa e não-iterativa através de 

algoritmos iterativos e não-iterativos (Riul et al 2009). Neste modelamento, foi considerado uma pré-estrutura de uma 

função de transferência de segunda ordem discretizada para o elo rotacional e prismático, conforma a Eq. (1) e Eq. (2): 

 

𝐹𝑇𝑟 =
𝑏0𝑧−1+𝑏1

1+𝑎0𝑧−1+𝑎1𝑧−2                                                                          (1) 

 

𝐹𝑇𝑝 =
𝑏2𝑧−1+𝑏3

1+𝑎2𝑧−1+𝑎3𝑧−2                                                                          (2) 

 

Onde, FTr  e FTp são as funções de transferências discretizadas de segunda ordem dos elos rotacional e prismático 

correspondentes. Os b0, b1, a0, a1, b2, b3, a2, a3 são parâmetros a estimar a partir do método dos mínimos quadrados 

recursivos (MQR) e compõem o vetor de parâmetros , dado pelas Eq. (3) e Eq. (4): 

 

𝜃𝑟 = [𝑎1  𝑎2  𝑏0  𝑏1]                                                                           (3) 

 

𝜃𝑝 = [𝑎3 𝑎4  𝑏2  𝑏3]                                                                           (4) 

 

Onde: 

r – vetor de parâmetros do elo rotacional; 

p – vetor de parâmetros do elo prismático. 

 

O algoritmo escolhido para a realização da estimação dos parâmetros foi o método dos mínimos quadrados 

recursivos (MQR) que é uma derivação do método principal designado de mínimos quadrados (MQ), onde este 

procedimento é um dos mais conhecidos e utilizados nas áreas da ciência e tecnologia (AGUIRRE, 2007). Tal método 

teve sua formulação original no final do século XVIII nos trabalhos de Friedrich Gauss sobre estudos astronômicos dos 

planetas e cometas a partir das observações realizadas (LJUNG e SÖDERSTRÖM, 1983). O estimador dos mínimos 

quadrados recursivos é um bom método na implementação de controles adaptativos em tempo real, pois consegue estimar 

os parâmetros do sistema de forma iterativa, com o modelo do sistema sendo atualizado a cada intervalo de amostragem 

quando as medidas estão disponíveis (COELHO e COELHO, 2004). Na implementação do MQR, é considerado a priore 

que a ordem do modelo é conhecida e que as medidas de entrada/saída estarão disponíveis a cada intervalo de amostragem 

(COELHO e COELHO, 2004 apud ROFFEL et al., 1989; ASTRÖM e WITTENMARK, 1995; COELHO et al., 1999). 

Como definido anteriormente, foi considerado um modelo de segunda ordem. 

 

O conjunto de equações que definem o estimador dos MQR, são Eq. (5), Eq. (6) e Eq. (7): 

 

      𝜃̂(𝑘 + 1) = 𝜃̂(𝑘) + 𝐾(𝑘 + 1){𝑦(𝑘 + 1) − 𝜑𝑇(𝑘 + 1)𝜃̂(𝑘)}                                     (5) 

 

   𝐾(𝑘 + 1) = 𝑃(𝑘) −
𝑃(𝑘)𝜑(𝑘+1)

+𝜑𝑇(𝑘+1)𝑃(𝑘)𝜑(𝑘+1)
                                                        (6) 

 

𝑃(𝑘 + 1) = 𝑃(𝑘) −
𝑃(𝑘)𝜑(𝑘+1)𝜑𝑇(𝑘+1)𝑃(𝑘)

+𝜑𝑇(𝑘+1)𝑝(𝑘)𝜑(𝑘+1)
                                                       (7) 

 

Onde: 

𝜃̂ – vetor de parâmetros estimados; 

𝐾 – ganho de estimador; 

𝜑 – vetor de medidas; 

𝜑𝑇– transposto do vetor de medidas; 

𝑦 – saída do sistema; 

𝑃 – a matriz de covariância. 

K – número de medidas. 

 

 

 

𝜃̂𝑟 = [ −0.5763919  − 0.4193987  − 0.03095326   0.0340729]                                 (8) 
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𝜃̂𝑡 = [−1.9039098  0.9153116 − 0.0148248  0.0227896 ]                                     (9) 

 

Onde: 

 

𝜃̂𝑟 – vetor de parâmetros estimados do elo rotacional; 

𝜃̂𝑡 – vetor de parâmetros estimados do elo translacional. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1. Sinal de entrada, Sinal de saída do elo prismático real, Sinal estimado e Sinal real e estimado do 

elo prismático. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2. Sinal de entrada, Sinal de saída do elo rotacional real, Sinal estimado e Sinal real e estimado do 

elo rotacional. 

 

4. CONTROLADOR ADAPTATIVO 

 

Segundo ASTRÖM e WITTENMARK (1995), o controlador adaptativo é constituído de parâmetros que são 

ajustáveis através de mecanismos específicos. Os controladores adaptativos do tipo auto ajustável (STR) são 

desenvolvidos em tempo discreto, estes utilizam os parâmetros matemáticos que são calculados pelo identificador e 

posteriormente através de uma malha adicional esses parâmetros são alterados a fim de compensar as variações ocorridas 

durante processo (COELHO et al, 1988; ASTRÖM e WITTENMARK, 1995). O STR é muito flexível quanto a escolha 

do método de projeto do controlador e do algoritmo para a estimação dos parâmetros do sistema. Os parâmetros estimados 

são considerados como se fossem os parâmetros reais do sistema; dessa forma, a estimação dos parâmetros é a essência 

do controlador adaptativo (Rúbio et al, 1996). 
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Figura 3. Diagrama de bloco de controlador STR e planta (sistema) 

 

5. CONTROLADOR ADAPTATIVO VIA ALOCAÇÃO DE POLOS 

 

Um sistema em malha fechada tem boa parte de sua dinâmica explicada pelas raízes de sua equação característica, 

i.e., os polos do sistema em malha fechada (NISE, 2000). Segundo ASTRÖM e HÄGGLUND (1995) através do método 

por alocação de polos projeta-se um controlador capaz de atenuar, ou anular, efeitos de polos indesejáveis, como também 

de alocar novos polos que possibilitem o comportamento desejado para o sistema em malha fechada.  

 

O método via alocação de polos requer um modelo completo do sistema, no caso deste estudo o sistema foi 

representado por um modelo de segunda ordem, como visto nas Eq. (1) e Eq. (2). 

 

Como o presente trabalho foi direcionado ao projeto de um controlador adaptativo PID, portanto foi desenvolvido a 

equação discretizada para que se posso encontrar os parâmetros necessários. Segundo BOBÁL et al, (2005), a 

representação do controlador PID no domínio do tempo, é: 

 

 
                                                                               (10) 

 

 

Onde: 

 

u(t) – variável de controle; 

e(t) – variável de erro; 

Kp – ganho proporcional; 

TI – tempo integral; 

TD – tempo derivativo. 

 

Usando a transformada de Laplace para converter Eq. (10), para o domínio s, tem-se: 

 
 

                                             (11) 

                               

                           

 

Onde: 

 
ℒ – transformada de Laplace. 
 
Operando a transformada de Laplace na Eq. (11),  

 

𝑈(𝑠) = 𝐾𝑝 [1 +
1

𝑇𝐼𝑠
+ 𝑇𝐷𝑠] 𝐸(𝑠)                                                         (12) 

 

Logo, segue da Eq. (12), que a função de transferência do controlador PID, é: 
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𝐺𝐶(𝑠) =
𝑈(𝑠)

𝐸(𝑠)
= 𝐾𝑝 [1 +

1

𝑇𝐼𝑠
+ 𝑇𝐷𝑠]                                                   (13) 

 

Onde: 

 

Gc(s) – função de transferência do controlador PID. 

 

Para encontrar a forma discreta da Eq. (13), utiliza-se a aproximação retangular interior de s proposta por (QUILES 

et al, 2002), 

 

𝑠 =
1−𝑧−1

𝑇𝑎
                                                                          (14) 

  

Onde: 

 

 𝑇𝑎– tempo de amostragem. 

 

Fazendo as devidas substituições da Eq. (14) em Eq. (13), e manipulando algebricamente, tem-se, 

 

𝐺𝑐(𝑧) =
𝑞0+𝑞1𝑧−1+𝑞2𝑧−2

(1−𝑧−1)
                                                                (15) 

Onde: 

𝑞0 = 𝐾𝑝 (1 +
𝑇𝑎

𝑇𝐼
+

𝑇𝐷

𝑇𝑎
); 

𝑞1 = −𝐾𝑝 (1 +
2𝑇𝐷

𝑇𝑎
); 

𝑞0 = 𝐾𝑝 (
𝑇𝐷

𝑇𝑎
); 

 

Reescrevendo a Eq. (13) em função de z, 

 

𝐺𝑐(𝑠) =
𝑄(𝑧)

𝑃(𝑧)
=

𝑞0𝑧2+𝑞1𝑧+𝑞2

𝑧(𝑧−1)
                                                                 (16) 

 

A Eq. (15) representa o controlador proporcional integral derivativo (PID) na sua forma discretizada, a partir dela 

pode-se encontrar a equação a diferenças que descreve o comportamento da variável de controle do sistema. Operando a 

transformada z inversa em Eq. (16), tem-se a equação a diferenças do controlador proporcional integral derivativo. 

 

𝑢(𝑘) = 𝑞0𝑒(𝑘) + 𝑞1𝑒(𝑘 − 1) + 𝑞2𝑒(𝑘 − 2) + 𝑢(𝑘 − 1)                                      (17) 

 

Onde os parâmetros 𝑞0, 𝑞1 e 𝑞2, são definidos via método de alocação de polos, portanto levando em consideração 

esse fato, deve-se resolver a equação característica desse sistema em malha fechada, pois o polinômio característico dessa 

equação representa sua dinâmica. 

 

Como mencionado, o presente sistema em estudo pode ser representado por uma função de transferência geral 

discreta de segunda ordem, 

 

𝐺𝑔𝑒𝑟𝑎𝑙(𝑧) =
𝐵(𝑧)

𝐴(𝑧)
=

𝑏1𝑧+𝑏2

𝑧2+𝑎1𝑧+𝑎2
                                                             (18) 

 

 

Onde: 

 

 𝐺𝑔𝑒𝑟𝑎𝑙  – função de transferência geral discreta de segunda ordem. 

 

Segundo NICE (2012), a função de transferência em malha fechada do conjunto controlador-planta é dada por, 

 

𝑀(𝑧) =
𝐺𝑐𝐺𝑔𝑒𝑟𝑎𝑙

1+𝐺𝑐𝐺𝑔𝑒𝑟𝑎𝑙
                                                                       (19) 

 

Pois o controlador e planta estão em cascata. 

 

Reescrevendo Eq. (19) em termos das componentes representativas 𝐴(𝑧), 𝐵(𝑧), 𝑃(𝑧) e 𝑄(𝑧) das Eq. (18) e Eq.(16), 

segue: 
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𝑀(𝑧) =
𝐵(𝑧)𝑄(𝑧)

𝐴(𝑧)𝑃(𝑧)+𝐵(𝑧)𝑄(𝑧)
                                                                 (20) 

 

E substituindo 𝐴(𝑧), 𝐵(𝑧), 𝑃(𝑧) e 𝑄(𝑧), pelos seus respectivos valores em Eq.(20), segue, 

 

𝑀(𝑧) =
(𝑏1𝑧+𝑏2)(𝑞0𝑧2+𝑞1𝑧+𝑞2)

(𝑧2+𝑎1𝑧+𝑎2)(𝑧(𝑧−1))+(𝑏1𝑧+𝑏2)(𝑞0𝑧2+𝑞1𝑧+𝑞2)
                                           (21) 

 

Resolvendo o denominador de Eq. (21) que é definido como sendo o polinômio característico do controlador-planta, 

em malha fechada, 

 

𝑃𝑐 = 𝑧4 + (𝑏1𝑞0 + 𝑎1 − 1)𝑧3 + (𝑏1𝑞1 + 𝑏2𝑞0 − 𝑎1 + 𝑎2)𝑧2 + (𝑏1𝑞2 + 𝑏2𝑞1 − 𝑎1)𝑧 + 𝑏2𝑞2        (22) 

 

Para se obter as equações que definem 𝑞0, 𝑞1e 𝑞2, compara-se a Eq.(22) a uma equação definida pela multiplicação 

de quatro polos, sendo dois deles complexos conjugados (polos discretos desejados para dinâmica do sistema) e outro de 

multiplicidade dois conforme Eq. (23), 

 

𝑃𝑧(𝑧) = (𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2)(𝑧 − 𝛼)²                                                             (23) 

 

Onde: 

𝑧1= 𝛼 + 𝑗𝜔; 

𝑧2= 𝛼 − 𝑗𝜔; 

 𝑗 = √−1
2

. 

 

Para que as raízes 𝑧3,4 = 𝛼 é necessário que a equação do segundo grau correspondente a 𝛼 apresente o discriminante 

ou delta igual a 0, essa condição garante tanto a terceira como a quarta raiz da equação, sejam reais e iguais. 

 

 
Figura 4. Alocação de polos do polinômio 𝑷𝒛(𝒛) 

 

 

 Fazendo a substituição dos valores de 𝑧1 e 𝑧2 na Eq.(23) e operando algebricamente, tem-se a Eq. (24), 

 

𝑃𝑧(𝑧) = 𝑧4 − (4𝛼)𝑧3 + (6𝛼² + 𝑤2)𝑧2 − (4𝛼³ + 2𝛼𝑤2)𝑧 + (𝛼2 + 𝑤2)𝛼²                           (24) 

 

Igualando as Eq.(24) e Eq.(22), e comparando os termos de mesmo ordem, obtêm-se, 

 

𝑞0 = −
(4𝛼+𝑎1−1))

𝑏1
                                                                          (25) 

 

𝑞1 = −
(𝑏2(4𝛼3+2𝛼𝑤2)+𝑏1(𝛼4+𝑣2𝑤2)−𝑏2𝑎2)

𝑏2
2                                                         (26) 

 

𝑞2 =
(𝛼2+𝑤²)𝛼²

𝑏2
                                                                           (27) 
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6. CONDIÇÕES PARA O CONTROLADOR 

 
Como o robô funciona de forma desacoplada, ou seja, os elos não possuem vínculo estrutural do ponto de vista 

intrínseco da estrutura, foi projeto um controlador para cada parte independe.  

 

Para que a execução do projeto seja satisfatória, faz-se necessário encontrar os polos desse controlador em malha 

fechada, tais polos são caracterizados pelo fator de amortecimento  e frequência natural 𝜔𝑛. Segundo NICE (2012) a 

equação que relaciona  e 𝜔𝑛 é da forma, 

 

𝑠2 + 2𝜔𝑛 + 𝜔𝑛
2 = 0                                                                    (28) 

 

Ainda segundo NICE (2012) o fator de amortecimento pode ser obtido através da Eq.(29), 

 

%𝑠𝑠 = exp (
−𝜋

√(1−2)

) . 100                                                                   (29) 

 

Onde: 

 

%𝑠𝑠 – sobressinal. 

 

O sobre sinal é especificado pelo projetista do controlador conforme o desempenho que se deseja alcançar. 

 

A frequência natural pode ser obtida via Eq. (30) por mera substituição do fator de amortecimento dado pela Eq.(29) 

e o tempo de estabelecimento especificado 𝑡𝑒𝑠𝑏, (NICE, 2012). 

 

𝑡𝑒𝑠𝑏 =
4

𝜔𝑛
                                                                               (30) 

Onde: 

 

𝑡𝑒𝑠𝑏 – tempo de estabelecimento. 

 

De posse dos valores de  e 𝜔𝑛, os polos em malha fechada no domínio de s, são calculados através da Eq.(31) 

(NICE, 2012), 

 

𝑠 = −𝜔𝑛 ± 𝑖𝜔𝑛√1 − 2
                                                                 (31) 

 

Tabela 1. Condições impostas ao sistema 

 

 Elo Rotacional Elo Prismático 

𝒔𝒔 6% 5% 

𝒕𝒆𝒔𝒃 4s 3s 

𝑬𝑹𝑷 ±2% ±2% 

 

Os valores encontrados para  e 𝜔𝑛 para as condições de desempenho impostas ao sistema, calculados a partir das 

Eq. (29) e Eq.(30) foram de 0.66 e 1.5 para o elo rotacional e 0.7 e 1.9 para o elo prismático. Aplicando esses valores na 

Eq.(31), encontra-se os polos conjugados complexos desejados para o elo de rotação e translação. 

 

𝑠𝑟 = −1 ± 𝑖1.12                                                                           (32) 

 

𝑠𝑡 = −2 ± 𝑖2.1                                                                              (33) 

Onde: 

 

𝑠𝑟  – polos conjugados do elo rotacional; 

𝑠𝑡 – polos conjugados do elo translacional. 

 

Os polos das Eq.(32) e Eq.(33) podem ser discretizados conforme a Eq.(34) (QUILES et al, 2002),  

 

𝑧 = 𝑒𝑠𝑡𝑎                                                                                  (34) 

Onde: 
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𝑡𝑎 – tempo de amostragem. 

 

Isermann, R. et al (1980) citado por MALIK et al. (1991), sugere que o tempo de amostragem 𝑡𝑎, pode ser escolhido 

tomando como base o tempo de estabelecimento da resposta ao degrau aplicado ao sistema, e este valor deve estar no 

intervalo dado pela Eq,(35), 

 
𝑡95%

15
≤ 𝑡𝑎 ≤

𝑡95%

5
                                                                         (35) 

Onde: 

 

𝑡95% - tempo necessário que a resposta ao degrau atinja 95% do valor final. 

 

O tempo de amostragem escolhido foi de 16ms, segue da Eq.(34), 

 

𝑧𝑟 = 𝑒(−1±𝑖1.12)0.016                                                                     (36) 

 

𝑧𝑟 = 𝑒−1.0.016(cos(1.12𝑥0.016) ± 𝑖𝑠𝑒𝑛(1.12𝑥0.016))                                        (37) 

 

𝑧𝑟 = 0.98 ± 𝑖0.018                                                                      (38) 

 

𝑧𝑡 = 𝑒(−2±𝑖2.1)0.016                                                                       (39) 

 

𝑧𝑡 = 𝑒−2.0.016(cos(2.1𝑥0.016) ± 𝑖𝑠𝑒𝑛(2.1𝑥0.016))                                            (40) 

 

𝑧𝑡 =  0.96 ± 𝑖 0.0325                                                                  (41) 

 

Onde: 

 

𝑧𝑟 – polos conjugados discretos do elo rotacional; 

 

𝑧𝑡 – polos conjugados discretos do elo translacional. 

 

Colocando os valores das partes reais e imaginárias dos polos conjugados discretos nas Eq.(25), Eq.(26) e Eq.(27) 

para encontrar os parâmetros do controlador, e assim aplicar na equação a diferença Eq.(17). 

 

7. RESULTADOS 

 

Conforme aplicação do controlador no presente robô, obteve-se um êxito considerável, todavia o controlador requer 

um ajusta mais apreciável quanto aos parâmetros da equação a diferenças, quer seja no tempo de amostragem, quer seja 

na aplicação do método número. 

 

Os resultados estão na faixa do esperado conforme as figuras (5) e (6) para o elo de rotação e de translação, 

 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                Figura 5. Controle do elo rotacional                                       Figura 6. Controle do elo Translacional 

 

8. CONCLUSÃO 

 

Este trabalho apresentou o projeto e a implementação de controlador PID via alocação de polos em um robô 

manipulador de dois graus de liberdade planar. Os resultados obtidos experimentalmente atenderam as especifícações de 

desempenho impostas ao sistema, o que os tornam satisfatório  para as referências degraus utilizadas. Entretanto os 

presentes controladores falham quando submetidos a sequências de degraus de referências, ou seja, as respostas 
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específicas não mais atendem as condições e especificações impostas ao sistema. Logo para esse outro tipo de referência 

se faz necessário um novo tipo de controlador. 
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Abstract: This study focuses on the implementation of an adaptive PID controller in a ZigBee network to a handler of two 

degrees of freedom planar robot. The creation of the PID was performed in the LabView platform and for identifying the 

parameters of recursive least squares methods were used. 
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