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Resumo: O projeto de tordide, forma geométrica do nucledomdo e semelhante a um anel e cuja fun¢do base é
concentrar as linhas de forca do campo magnétionfigura-se como um interessante tema de pesgaispie esta
diretamente relacionado aos custos de transformesloEste trabalho tem como objetivo desenvolvermadelo
matematico fundamentado nas Equacdes de Maxwelase leis de comportamento dos materiais através da
discretizacdo dos campos para a analise do problaieamagnetostatica para um toréide. Neste cenéaio,
metodologia proposta permite determinar parametos dispositivos eletromagnéticos ainda na fase rdgef, de
forma que, simulag8es computacionais contribuamapamna analise antecipada do funcionamento do dispos
antes da construcado do protétipo. Para o desenwwwio deste trabalho optou-se por utilizar trésrderentas
computacionais de uso publico, a saber, i) o Gngglrador de malhas de elementos finitos em 3D, i3aiDP,
ambiente para tratamento de problemas discretos etadids através de equacfes diferenciais e iii) dVINE
simulador de problemas em 2D de elementos finltes. simulacfes apresentaram-se as inducbes magsétios
campos magnéticos de um tordide bidimensional dimgnsional utilizando o método de elementos BniOs
resultados mostram que a metodologia proposta gardiu-se como uma interessante estratégia paraalifiade a
que se destina esse trabalho.
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1. INTRODUCAO

Muitos problemas fisicos sdo desenvolvidos mateaateénte na forma de equacdes diferenciais pareiais
ordinarias. Para geometrias simples é possivelr abtea solucdo analitica exata utilizando métodaghalcos.
Todavia, para a maioria das aplicacdes, com ge@setais complexas, a obtencao da solucdo anadificaticamente
impossivel. Assim, esses problemas exigem a aglicde métodos numéricos (Malagoni, 2012).

O Método dos Elementos Finitos (MEF) consiste emmétodo numérico aproximado para analise de diserso
fenbmenos fisicos que ocorrem em meios continugegesdo descritos através de equacdes diferepeaiaigis, com
determinadas condi¢cdes de contorno (problemas be da contorno) e com condi¢gBes iniciais (parabfgmmas
variaveis no tempo). O MEF é bastante genéricode per aplicado na solugcao de inGmeros problemasgknharia.
A ideia principal do Método dos Elementos Finitasisiste em se dividir o dominio (meio continuo)pdoblema em
sub-regibes de geometria simples (formato triamgglaadrilateral, cubico, etc.).

Etapas para aplicacdo do Método dos ElementooFEifierreira da Luz, 2003; Arend, 2009 e Malagd0i,2):

A. Pré-Processamento:

e Definir o problema e o dominio;
» Discretizar ou dividir o dominio em elementos;



Congresso Nacional de Matematica Aplicada a Indiasti8 a 21 de novembro de 2014, Caldas Novas - GO

B. Processamento:
» Obter as equacdes dos elementos;
» Escolher a fungéo de aproximacéao;
* Montar ou colocar as equagdes dos elementos juntas;
» Adicionar as condig¢fes iniciais e de contorno;
* Resolver o sistema linear (ou n&o linear);
C. P0s-Processamento:
e Apresentar os resultados ou visualizar os gréaficos;
» Determinar as variaveis secundarias.

Mesmo que o MEF tenha sido originalmente desendolpiara a analise de sistemas estruturais, o mesmsido
utilizado também nos dominios da mecanica dos asjlidos fluidos, eletromagnetismo, transmissdoaler @ de
massa, dentre outros (Malagoni, 2012 e Arend, 20RBm de sua adequacdo a programacdo em compesador
digitais, a sua eficiéncia e flexibilidade, o MEem hoje uma grande difusdo tanto no meio acadéndom no
industrial, estando disponivel em grande numersoftsvaresexistentes no mercado: livres (FEMM e GMSH/GETDP)
e comerciais (ANSYS, COMSOL, FLUX 3D, etc.).

Em se tratando do projeto de sistemas de engenbhj&iva-se desenvolver um modelo matematicodorehtado
nas equacdes de Maxwell e nas leis de comportandestmateriais através da discretizacdo dos capgrasa andlise
do problema de magnetostatica aplicado a um tardddeeja-se com o projeto deste sistema apresasitaducdes
magnéticas e os campos magnéticos de um toroidmeridional e tridimensional utilizando o métodoelementos
finitos.

As préximas secdes deste artigo estardo orgamizaalaseguinte maneira: na secdo 2 serd abordadodelan
matematico magnetostatico aplicado ao tordide. &dis 3 sera mostrado as simulagfes e resultaduoolipiara
apresentar as indu¢des magnéticas e os campos tinagréo tordide. Por fim, na secéo 4 estardo asideracdes
finais.

2. MODELAGEM MAGNETOSTATICO

O modelo magnetostatico consiste no estudo dosrfendés magnéticos em regime estacionario (Dular6;199
Dular, Legros, Nicolet, 1998; Ferreira da Luz, 20®3Malagoni, 2012). Considerando o dominio de esiadde
fronteiral’, 0 modelo magnetostatico é caracterizado pelaacégs de Maxwell, pelas condi¢cdes de contornoaspel
leis de comportamento, que séo:

rot H=] €Y)
divB =0 (2)
B=uH (3)
an\ero (4)
n-B\FB=0 (5)
['=1Ty U Iy (6)

OndeH é o campo magnéticd\(m), J € a densidade de corrente de condygdon?), B é a indugdo magnética)( u
€ a permeabilidade magnética € o vetor normal a superficie.

As restricdes globais definidas séo relativas awoflmagnéticed; e a forca magnetomotrigmm;, cuja relacéo
define o inverso de uma relutan®ta

fn-Bds=CDi (7
Iy

fH-dlemmi 8
Vi
P,

1
R Fmm, )
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Essa forma inicial do problema constitui sua foagéb forte. Neste trabalho sdo apresentadas emgfits do
vetor potencial magnético.

Na Formulacdo do Vetor Potencial Magnético o digatg da indugdo magnética é nulo como observadegna
(2). Isso decorre diretamente do fato de ndo esisticargas magnéticas isoladas da mesma maneirasgcargas
elétricas positivas ou negativas. Uma segundadaim enunciar essa propriedade fundamental darvagée de
fluxo da indugdo magnética € dizer que a inducdaenoidal. A condicadiv B = 0 permite entédo definir uma fungéo
vetor potencial magnética, tal que:

B =rota, comaxn=0emly (10)

Substituindo-se esta expresséo nas Eq. (1) el{@mese:
1
rot (; rot a) =], (11)

Na prética, a unicidade da solug&o é obtida cojndaalas condi¢des de contorno. Como visto antegnte, uma
maneira de resolver o conjunto de equacBes de Madeemodelo magnetostatico € usando a definicdwater
potencial magnética. Assim, a equacdo resultante € a Eq. (11). Estaafonicial do problema é o que tem sido
considerado até agora e constitui sua formulagée.fo

A forma fraca da Eq. (11) é obtida da seguinte finansuponha que a func@oseja uma funcao aproximada, de
maneira que a Eq. (11) se torne:

R =rot (% rot a) -] (12)

ondeR é um residuo, visto que a fungaméo € exata.
O obijetivo é fazer com que o residuo tenha a terigl@e se anular ou ainda que na média ponderestdduo seja
zero. Matematicamente, isso se escreve da sedointa (Reece, Preston, 2000),

fRWdfzzo ou (R,W), =0 (13)
N

OndeWW é a funcéo de ponderacédo. Esse método de resolizgr. (13) é conhecido como Método dos Residuos
Ponderados (Dular, 1996; Geuzaine, 2001; Ferrailaud, 2003). Substituindo a Eq. (12) em (13), &an-

rot lrota —JW) =0 (14)
(ror (5 rora) =1.w)

o}

FazenddV/ = a’e aplicando a férmula de Green do tipo rot-rot,eane= H = %rot aev =a,tem-se;
1
(- rota,rota), —(J,a),+<nxH,a >=0, Va €FE (15)
u
OndeE! = {a €L*(); rota € L*’(Q),nxa |,~u = 0}.
O terceiro termo a esquerda da Eq. (15) pode g#lidth como sendo:

<nxHa >=<nxHa >, +<nxHa >, (16)

O primeiro termo da Eq. (16) do lado direito é uamndicdo de contorno natural, pode ser nula demido
H |, =0 ou pode associar as quantidades globais do tipalatdo, como por exemplo, a forca magnetoma®iz.

segundo termo do lado direito é nulo, poisB ‘ rg = 0.
Desse modo, tomando a integral de superficie dpbnela, a Eq. (15) se torna,

1
(;rot a,rota),=(J,a), Va €E a7)

Outra forma de escrever a Eq. (17) é dada por:
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1
fl—lrota.rota’d.(z— J.adn=0, Va € E! (18)
n n

As Eq. (17) e (18) representam a formulagdo magtétoa fraca em vetor potencial magnético
Na secdo 3 serd mostrado as simulacdes e resutibhtides para apresentar as inducdes magnéticasanapos
magnéticos do tordide.

3. SIMULAGOES E RESULTADOS

Nesta secdo é apresentado um tordid& dsspiras e dimensdes tais que, a indugdo magriétera seu interior
possa ser aproximada como uniforme, é talRé o raio da circunferéncia que passa até o ceatsspira e o raio até
a extremidade interna do toréid®€é = Rc — r, onder é o raio da espira como mostra a Fig. 1.

Figura 1. Modelo do Toroide estudado.

O tordide possui nicleo de &000 (espiras), corrente del5 (4), o raio que passa até o centro da espira €
0,13 () e o raio da extremidade interna do tor6idg1® (m). Analisa-se a indugdo magnética ou densidade ge flu
magnéticaB (T) e o campo magnétidd (A/m) no centro e na extremidade interna do toroide.

O método de elementos finitos é aplicado para umdide 3D (trés dimensdes). O modelo matematico
magnetostatico foi desenvolvido no item 2 destg@adom as condi¢cdes de contorno do dominio estudad

Para comparar os resultados da simulagdo em 3Dmsh/GetDP com os valores dos calculos analitiezssé o
modelo em 2D (duas dimensdes)saftwarelivrie FEMM (Finite Element Method Magnetjcs

A Figura 2 (a) mostra o topo do toréide em duasedsdes nsoftwareFEMM, ou seja, o modelo e as malhas
geradas do mesmo. Ja a Fig. 2 (b) mostra a vistaafrdo tordide em trés dimens@essudtware Gmsh/GetDP, ou
seja, somente 0 modelo é observado sem as malhas.

L

(@) (b)
Figura 2. Modelo do Toroide com malha (a) no FEMM m 2D e sem malha (b) no Gmsh/GetDP em 3D.

A principal contribuicdo deste trabalho é o desenm®nto de um programa para simular o0 modelo estad
magnetostatico utilizando método de elementosofniDsoftwareFEMM é de uso simples para analisar o tordide, ja
softwareGmsh/GetDP é necessario programar para gerar obackss de analises do método numérico aplicado. A
Tabela 1 mostra uma parte do programa desenvolydo,exemplo, descrevendo a Eq. (18) que representa
formulacdo magnetostética fraca em vetor potentggnétican.
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Tabela 1. Exemplo de uma parte do programa desenwadio, no caso as formulagdes.

/IFormulacdes
Formulation {/Nome para a formulacéo e Método dos elementdsside formulacéo
{Name formulation_du_problemgType FemEquation

Quantity {
{Nameal; Type Local ; NameOfSpace potentiel_vecteur_jauge}

Equation {
Galerkin {[ /mu0* Dof{Curl a1} , {Curl al}];
In D_tot; Jacobian JVol; Integration | ; }
Galerkin {[ -J_d[] ,{al}]1;
In CoilSection; Jacobian JSurAxi; Integration|;} } } }

Na Tabela 1, os comentéarios estdo de verde, ogossde preto com negrito sdo estruturas do progréetDP
para escrever as formulacdes, as chaves e os dd# representados por preto sem negrito, oteste vermelho
sem negrito sdo nomes criados e por ultimo a B).g4ta descrita de vermelho com negrito.

A Figura 3 (a) e (b) mostra a distribuicdo da irhugmagnéticaB (T) no FEMM e no Gmsh/GetDP,
repectivamente. Observa-se que os valores s&o npuéxB = 0,0591 (T) no FEMM e B =0,0592 (T) no
Gmsh/GetDP.

B(M)
0 0.0296 0.0592 YAEX
L | ] —
(a) (b)

Figura 3. Distribuicdo da indugédo magnéticaB (T) (a) no FEMM em 2D e (b) no Gmsh/GetDP em 3D.

J& a Fig. 4 (a) e (b) mostra a distribuicdo do aampgnéticcH no FEMM e no Gmsh/GetDP, repectivamente.
Observa-se que os valores sé@o proxitios 47.087 (A/m) no FEMM eH = 47.100 (A/m) no Gmsh/GetDP.

4.474€+004 : >4.710e+004

4.71e+004

(b) (b)
Figura 4. Distribuicdo do campo magnéticdd (A/m) (a) no FEMM em 2D e (b) no Gmsh/GetDP em 3D.

Comparou-se os resultados simulados soffwaresFEMM e Gmsh/GetDP com calculos analiticos. Entéo,
fizeram-se os calculos analiticos da indu¢do magmBte do campo magnétidd do tordide.
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Utilizando a Lei de Ampére, a inducdo magnéfBcao centro e na extremidade interna do toréidedséilas por
(Guimaraes, 2010):

W NI

Bc =
¢ 21 Rc

(19)

OndeBc é a inducdo magnética no centro do toroie £, € a permeabilidade magnética do vacuo (de valogériom
41+ 1077 H/m); N € o nimero de espirasé a corrente4); Rc é o raio que passa até o centro do toréide (

_ W NI
" 27mRe

Be (20)

OndeBe é a indu¢do magnética na extremidade interna dide(T); Re € o raio até a extremidade interna do toréide

(m).
A lei de comportamento do material (ou relacéo tiutiva), que estabelece a relacdo entre campmétizg e o
meio em que estdo inseridos é dada pela seguinéed@o (Guimaraes, 2010):

_BC

Hc = 21
Mo @)
OndeHc¢ € o campo magnético no centro do toroidignt).
Be
He = — (22)
Ho

OndeHe é o campo magnético na extremidade interna daded/m).

A Tab. 2 apresenta os resultados analiticos e adoal nossoftware FEMM e Gmsh/GetDP, respectivamente.
Além disso, analisaram-se 0s campos magnéticosinellegdo magnética no centro e na extremidade dideor
estudado.

Tabela 2. Resultados e Comparac¢des do modelo magrstitico no FEMM em 2D e no Gmsh/GetDP em 3D.

Resultados Analisados Calculo Analitico FEMM Gmsh/GetDP
Inducao MagnéticaBc (T) 0,0462 0,0463 0,0465
Inducéo MagnéticaBe (T) 0,0600 0,0591 0,0592
Campo Magnético Hc (A/m) 36,765*10 36,822*1F 36,900*10
Campo Magnético He (A/m) 47,746*10 47,087*10 47,100*16

A Tab. 3 apresenta os erros percentuais dos rdesltalos célculos analiticos e simulados do modelo
magnetostatico.

Tabela 3. Erros dos resultados do modelo magnetosito no Gmsh/GetDP em 3D e no FEMM em 2D.

Erros Analitico-Gmsh/GetDP%) Analitico-FEMM %) Gmsh/GetDP-FEMM%o)
Inducéo MagnéticaBc (T) 0,649 0,216 0,430
Inducéo MagnéticaBe (T) 1,333 1,500 0,169
Campo Magnético Hc (A/m) 0,375 0,155 0,211
Campo Magnético He (A/m) 1,353 1,400 0,028

Observa-se erros pequenos nos resultados do FEM& @msh/GetDP em comparagao aos calculos analiticos
Além disso, os calculos realizados em csofiwaresao diferentes. E o modelo feito no FEMM em duegedsdes é
escalar (representado por mapa de cores), enqgnan@msh/GetDP em trés dimensfes é vetorial (repiade por
setas tridimensionais). Pode-se concluir também woae simulacdes o campo magnético de um toroid® est
inteiramente confinado ao espaco no interior dasass(o campo é zero fora do toroide).
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4. CONCLUSOES

O estudo realizado no presente trabalho teve cobjetid a modelagem de um toréide através de uma
metodologia computacional e de modelos mateméatimsndo em conta as equacfes de Maxwell, as kis d
comportamento dos materiais e as condi¢cdes deroontdlém da discretizacdo dos campos pelo métedelementos
finitos utilizando o método de Galerkin, destinadamalise de problemas de eletromagnetismo.

Na maioria das vezes medi¢cdes reais sdo de difkgtucdo e sujeitas a erros de medidas. O MEF fgermi
determinar parametros em dispositivos eletromagpetiainda na fase do projeto, de forma que, sirbatac
computacionais, tais como as realizadas nestelli@bzontribuem para uma analise antecipada dadoamento do
dispositivo antes da construgdo do prototipo. Essdagem € mais evidente em dispositivos onde ndossivel a
construgdo de protétipos, como € o caso de maqeléaias e transformadores de poténcias elevadas.

De uma maneira geral, este trabalho contribuiu etjuns estudos e andlises que vao dar subsidiabalhos
futuros mais complexos como, por exemplo, a mo@efag simulacdo de maquinas elétricas. Destaca-se a
confiabilidade dosoftwareslivres Gmsh/GetDP para a determinac@o de variawagnetostaticas e ressalta-se que a
formulacdo magnetostatica fraca em vetor potermphtada nesse trabalho foi adequada para se abtgarametros
desejados.
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Abstract. The toroid design, geometric shape of the rouok @nd the like a ring and whose basic functiorois
concentrate the lines of force the magnetic fiafthears as an interesting research topic, sinde directly related to
the costs of transformers. This paper aims devalopathematical model based on Maxwell's equatiors the laws
of behavior material by discretization fields foietanalysis of magnetostatic problem for a tordidthe scenario, the
proposed methodology allows to determine parameterdectromagnetic devices still in the design gghaso that
computer simulations contribute for an early anédysf the device operation before building the ptgpe. To develop
this paper chose three software tools for publie,usamely, i) Gmsh, generator of finite elementhnias3D, ii)
GetDP, environment for the treatment of discretebpgms modeled by differential equations and il§MM, 2D
simulator problems of finite elements. In the satiohs presented is the magnetic induction and raigfields a two-
dimensional and three-dimensional toroid using firéte element method. The results show that thepgsed
methodology is configured as an interesting stratieg the purpose it is intended that paper.

Keywords: Finite Element Method, Magnetostatic Model, GrastDP, FEMM, Toroid.



