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Resumo. Os problemas de identificagdo de sistemas tornam-se cada vez mais presentes nas dreas de Matemd-
tica aplicada e Engenharia de Controle. No que concerne a drea industrial, muitos controladores de processos
apresentam considerdveis melhorias de desempenho a partir de modelos do sistema a ser controlado. Neste
contexto, este artigo aborda a identificacao de um levitador magnético nao-linear a partir de funcgoes de base
ortonormal, como as bases de Laguerre e de Kautz. Para a determinacdo dos coeficientes e dos pdlos destas fun-
¢oes, é proposto um Algoritmo Genético, AG, auxiliado por operadores baseados nos métodos de Nelder Mead,
NM, e Minimos Quadrados, MMQ. Ao final do artigo, sao apresentadas comparagoes entre os modelos obtidos
a partir de diferentes numeros de fungdes na base ortonormal. Ainda, a efetividade do algoritmo proposto é
mostrada pela sua comparacdo com um AG cldssico.
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1. INTRODUCAO

Com inspiragao nos conceitos de espago vetorial da Algebra Linear, as areas de Controle de Sistemas vém
buscando uma base vetorial que pudesse explorar um espago composto por fungoes de transferéncia. Entre
as candidatas mais promissoras, encontram-se as funcoes de Laguerre, de Kautz e as GOBF's - Generalized
Orthornormal Basis Functions, Heuberguer et al. (2005). Neste cendrio, este artigo aborda a utilizagao de
funcoes ortonormais discretas de Kautz, implementadas sob a forma de filtros digitais, para a identificacao de
um levitador magnético nao linear. Para tanto, é apresentado um Algoritmo Genético, AG, cuja novidade é a
utilizagdo do algoritmo de Nelder Mead (NM) e o Método dos Minimos Quadrados, MMQ, como otimizadores
locais para obtencao dos parametros de modelo.

Para a determinacao da estrutura do modelo, sabe-se, a priori, que as fungoes de Kautz se adaptam melhor
a modelagem da dindmica de sistemas subamortecidos, Machado et al. (2010). Como a resposta ao degrau
do levitador magnético é pouco amortecida, tal funcao foi selecionada para construcao da base vetorial que
ird compor o modelo de sistema, a partir de suas combinagoes lineares e nao lineares. A aplicacao de fungoes
ortonormais como base vetorial é interessante devido a auséncia de realimentagao de saida nas mesmas, fato
desejavel devido a nao propagagao de erros por recursao e principalmente por nao ser necessario o conhecimento
de termos passados do sinais de entrada e saida do sistema, Campello et al. (2007).

Para que sejam utilizadas as funcoes ortonormais para composi¢ao de modelos de sistema, faz-se necessaria
a utilizacdo de métodos de otimizacao para se encontrar os pdlos de parametrizacao e os coeficientes destas



Congresso Nacional de Matematica Aplicada a Industria, 18 a 21 de novembro de 2014, Caldas Novas - GO

fungdes. Métodos cléssicos de otimizagao como o Gradiente Descendente e de Newton podem executar tal tarefa,
porém necessitam de uma modelagem bem detalhada do sistema. Geralmente, é necessario o levantamento das
derivadas bem como das matrizes Jacobianas e Hessianas do sistema, o que nao se tem a priori, se o objetivo
do processo for identificar o sistema.

Para contornar os problemas de otimizagao derministica geralmente sao utilizados os métodos heuristicos,
que podem obter resultados proximos do 6timo sem a necessidade de obtencao prévia das derivadas do sistema.
Entre os métodos de otimizagao heuristica mais conhecidos encontram-se o Particle Swarm Optimization, o Ant
Colony Optimization e os Algoritmos Genéticos.

Na préxima secao serd abordada a estrutura das funcgoes ortonormais. Ja na secao 3, sdo apresentados os
principais aspectos relativos aos Algoritmos Genéticos e dos operadores de Nelder Mead e Minimos Quadrados.
Na secao 4 é detalhado o levitador magnético a ser identificado neste trabalho. Finalmente, na secao 5 sao apre-
sentados os resultados alcancados pelos Algoritmos Genéticos em comparagao com os métodos deterministicos.

2. FUNCOES ORTONORMAIS

As fungoes ortonormais podem ser interpretadas como vetores, em espacos vetoriais de fungoes, que apre-
sentam produto interno nulo entre si, Strang (2013). Tal condigdo é expresa em (1):

wwn={ ] 127 1)

sendo ¥; e ¥; funcgdes ortonormais e (.) um produto interno adequado a tais fungdes continuas, definido pela
equagao (2), segundo Heuberguer et al. (2005):

dz

(.05 = g (55 1/ @

sendo C o circulo de raio unitério: C = {z € C: |z < 1|}. J4 paras as fungoes discretas, pode-se optar por um
produto interno definido da seguinte forma:

(Wi(2),95(2)) = D ilk)-; (k). 3)
k=0

Assim, as fungoes ortonormais atenderao aos seguintes requisitos:

o ;1 1, para i # j, ou seja, as fungdes serdo ortogonais entre si;
e |1, || =1, Vn, isto é, as fungdes apresentardo norma unitéria.

A ortogonalidade é interessante para a base de fungoes, pois além das fungoes serem linearmente indepen-
dentes, elas também possuem projecoes nulas umas sobre as outras. Assim, tais funcoes sao indicadas para
compor a base vetorial K, base de Kautz, responsavel por explorar o espago vetorial composto por fungoes
capazes de representar sistemas subamortecidos, Machado et al. (2010).

K: [1/11(2),7/12(2),,1/171(2)] . (4)

Existe uma infinidade de fungoes ortonormais, de acordo com a definicao de produto interno utilizada. As
principais sao: as fungoes de Hermit, Jacobi, Laguerre, Legendre, Kautz e as funcoes ortonormais generalizadas,
em inglés: GOBF, Belt (1997).

2.1. Funcgoes de Laguerre

As fungoes de Laguerre sao fungdes ortonormais, parametrizadas por pélo real, Lemma et al. (2010), e
podem ser expressas pela equagao (5).

o) = Y2 (] ‘pz)H )

- Z=p Z=p

sendo p o pdélo das funcoes de Laguerre e z a varidavel complexa associada a transformada Z.
Sendo N* o conjunto dos inteiros nao negativos, as funcoes de Laguerre podem compor uma base de fungoes
ortonormais em Lo(N*). Tal espago vetorial é conhecido como espaco de Hilbert em N* e é definido como o
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espaco das fungdes discretas, ¥ (k), quadraticamente somaveis, Belt (1997), ou seja, fungdes que atendem a
equagao (6).

S (k) < (6)
n=1

A funcoes da base de Laguerre podem ser implementadas em forma de filtros digitais, sendo cada funcao
associada a um filtro como exposto na figura 1.

1_p2 l—pz 1—pz] 1—pz|l,(k)
: PR | B s

L (k) 1o (k) 13(k) H (k)

Figura 1. Modelo OBF com dinadmica de Laguerre.

No caso de sistemas Lineares e Invariantes no Tempo, LIT, o operador H pode ser definido como apenas a
combinacao linear das saidas dos filtros de Laguerre I1,1s,- -, 1,.

Ja para os sistemas nao lineares sao necessarias combinagoes nao lineares e combinacoes cruzadas entre as
saidas dos filtros [y, ls, - - -, [, para representar adequadamente tais sistemas.

2.2. Fungoes de kautz

As fungoes de Kautz sio fungbes ortonormais, parametrizadas por pélo complexo, Lemma et al. (2010), e
podem ser expressas pelas equagoes (7) e (8):

_VO=AI 1) [+ ble—1z+1]"

Kom(z) = 224+bc—1)z—c [ 22 4+bc—1)z—c } "
- BVIS@ [ ble—1)z+1]"

sz_l(z) =3 —‘rb(C— 1)2—0' |: 22 —‘,—b(C— 1)z—C :| (8)

sendo Ko, (2) € Ko, 1(2) as funcgdes pares e fmpares de Kautz, respectivamente. J& 3 e (3 sdo os pédlos,
complexos conjugados, que parametrizam tais fungdes e os termos b e ¢ podem ser expressos por (9) e (10):

b=(B+8)/(1+8+5), 9)
c=—pBp. (10)
u('n,) | —ez? 4 ble—1)2+1 —ez? +ble—1)2+1 —ez? 4 ble—1)2+1
| 224+b(c-1)z—-c Zable—z—e [ 224+b(c-1)z—-c
2(z —b)V1—¢2 VI=A[1-1) 2z —b)v1—¢2 1-e?)(1-07)
224b(c—1)2—c 2+ble—1)z—c 224+ble—1)z—¢ 24ble—1)z—c
K1 (n) Koy(n) Ks(n) Kp(n)
H

Figura 2. Modelo OBF com dindmica de Kautz.
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O agrupamento de n fungoes de Kautz pode formar uma base vetorial K, num espaco de fungdes Lo(N*).
Tal base é conhecida como base de Kautz e pode representar sistemas lineares da seguinte forma:

Moi(2) = a1 K1 (2) + caKa(2) + ... + enKn(2)

N
=3 enkn(2). (11)
n=1
Ja para os sistemas nao lineares pode-se utilizar um modelo com a seguinte forma:

Muk(z) = 1. K1(2) + 2. Ka(2) + ... + en . Kn(2) +

(12)
+c1,1.K1(2). K1(2) + c1,2. K1 (2) Ko (2) + +c1,3.K1(2) K3(2)... + ci,n. K1 (2). Kn(2) +
+eo,90.Ko(2). Ko(2) + c2,3. K2(2). K3(2) + ... + co n.Ko(2).Kn(2) +

+c3.3.K5(2). K3(2) + ... + cs.n.K3(2). Kn(

N
+

Cnn-Kn(2). Ky (2) =

N N N
= K (2) + D0 e Kp(2) Ky(2). (13)
n=1

p=1g=p

Tal estrutura é uma variacao das séries de Voltera, com truncamento no segundo ntcleo, sendo as nao
linearidades tratadas nas saidas do modelo de forma semelhante a polinomial. Assim, tal modelo pode ser
entendido como um modelo de Wiener, Aguirre (2007), conforme figura 3.

T

Figura 3. Modelo de Wiener, composto por um modelo dindmico linear, M(z), e uma nao
linearidade estatica, geralmente polinomial, f(.), Aguirre (2007).

Os modelos de Winner sdo definidos como composigdo de um modelo dinamico linear, M(z), em cascata
com uma fungdo estédtica néo linear, f(.), Aguirre (2007).

Para encontrar os pélos que parametrizam as funcoes de Kautz, a + bi, seus coeficientes, ¢,, e seus graus de
néo linearidade, g,, sdo utilizados Algoritmos Genéticos, AG, que serdo apresentados na proxima secao.

3. ALGORITMO GENETICO

Os Algoritmos Genéticos sdo métodos heuristicos de otimizacado baseados nos principios da evolucao de
Darwin, Koza (1994). Conforme o pseudocédigo, em um Algoritmo Genético cldssico tem-se a criacdo aleatéria
de uma populacao de possiveis solugoes ao problema tratado. Na sequéncia, tais solucoes sao avaliadas segundo
sua adequagao como solugao de tal problema. Apds tais passos, o algoritmo entra em um ciclo onde os melhores
individuos, cromossomos, sao probabilisticamente selecionados para serem progenitores da proxima geragao. Os
operadores de Cruzamento, Crossover e Mutagao sao aplicados a populagao e os novos individuos gerados sao
avaliados. Este ciclo repete-se até que o critério de parada seja alcangado.

Seguindo os principios deste algoritmo espera-se que os individuos sofram um processo de selecao natural e
os melhores individuos da populagao se aproximem da solugdo 6tima do problema, Koza (1994).

3.1. Parametros do Algoritmo Genético

Em Algoritmos Genéticos, AG, cada individuo pertencente a populagdo é definido por um cromossomo.
Cada cromossomo é composto por genes que expressam os parametros a serem otimizados. Nesta formulagao
do AG, a codificagao utilizada nos genes de um cromossomo €é definida por:

[eafeca] - Jeafa]b]
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Algorithm 1: Algoritmo Genético

Inicializa-se a populacao de solugoes;
Calcula-se o Fitness para cada individuo;
while Fitnesspi, > criterioparade do
Selecao dos progenitores;
Aplicagao do Operador de Cruzamento;
Aplicagao do Operador de Crossover;
Aplicagdo do Operador de Mutagéo;
Calcula-se o Fitness para cada individuo;
end

sendo c1,ca, -+, ¢, 0s coeficientes das fungoes ortonormais e a + bi o pélo que as parametriza.

Os parametros do AG responséavel pela otimizagao dos polos e dos coeficientes das fungoes ortonormais sao
expressos na tabela 1.

Tabela 1. Parametros do AG

Parametro Valor
Populacao 200 Cromossomos
Met. de Selegao Recombinacao por Torneio
Taxa de Mutagao Varidvel (20 & 60 %)
Taxa de Crossover Varidvel (80 a 20 %)
Nelder Mead a cada 9 geragoes
MMQ a cada 7 geragoes

Neste algoritmo o Fitness, métrica utilizada para medi¢ao do desempenho de um cromossomo, é baseado
no MSE, Mean Square Error. As taxas de mutagao e crossover sdo varidveis em relagdo ao niimero de geragoes
realizadas. A taxa de crossover se inicia em 80% buscando enfoque em buscas locais, sendo reduzida ao longo
das geracoes. J4 a taxa mutacao incia-se em 20%, e é elevada com o passar das geragoes, visando enfoque em
buscas globais.

Cabe ressaltar que as taxas de mutagao normalmente encontradas na literatura dificilmente ultrapassam
10%. Neste trabalho tem-se taxas mais elevadas pela utilizagdo de um operador de mutagdo baseado em
perturbacao do gene. Este baseia-se em somar uma constante aleatéria, de pequeno médulo, ao gene em questao.
Assim tem-se uma redugao no efeito de busca aleatéria normalmente gerada pelo operador de mutagao, Koza
(1994). No AG proposto neste artigo séo utilizados dois operadores de busca local: o algoritmo de NM e o MMQ.
Uma descrigdo completa do primeiro pode ser encontrada em Nelder (1965), enquanto o tltimo é detalhado a
seguir.

3.2. Operador de Minimos Quadrados

O Método dos Minimos Quadrados, MMQ), é uma das metodologias mais empregadas na area de Identificagao
de Sistemas. Assim, neste artigo propdem-se a utiliza¢do deste como um operador do Algoritmo Genético que
“sintonizard” os parametros do modelo de fung¢oes ortonormais.

Este operador consiste na aplicagio do MMQ, expresso pela equacao (14), a um cromossomo escolhido
aleatoriamente dentre a populagao de possiveis solucoes.

0=wTw) Ty (14)
sendo 0 o vetor de pardmetros do modelo e ¥ a matriz de regressao, composta pelo sinal de entrada filtrado pelas

fungbes ortonormais. Cabe ressaltar que, apesar do nome, a matriz W nao possui versoes regressivas do sinal de
entrada, u(n), e sim versdes filtradas do mesmo. A matriz ¥ possui suas colunas compostas pela equagio (15).

Ko(k) =Y Kn(r).u(k —7) (15)

Se fosse utilizada a base de Kautz, os genes relativos ao pélo, em um cromossomo, seriam utilizados para
gerar as fungoes de Kautz. Assim, a matriz ¥ seria composta por versoes filtradas, a partir de K,,(k), do vetor
de entrada u(k). Tal estrutura é expressa na equacdo (16).
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U= | Kk Kalk) - Kalk) | (16)

Apéds a agao do operador MMQ os genes relativos aos coeficientes das fungoes de Kautz sao substituidos
pelos elementos do vetor 6. Tal operador é utilizado no AG a cada ciclo de 7 geragoes. Isto para evitar a
convergéncia prematura das solugoes a um minimo local.

4. LEVITADOR MAGNETICO

O sistema escolhido neste artigo para aplicacao das fungoes de Kautz é um levitador magnético, composto
de duas bobinas magnéticas e um disco magnético movel, cuja posigao é funcao das correntes que percorrem as
bobinas. Tal sistema é descrito na figura 4.

¥y l disco

Figura 4. Levitador Magnético.

O sistema de levitacao consiste em duas bobinas que produzem um campo magnético em resposta a uma
excitagao por corrente continua. O disco movimenta-se por uma haste de vidro que minimiza o atrito, permitindo
grandes deslocamentos verticais. Energizando-se a bobina inferior, um disco é levitado por uma forga magnética
repulsiva. J4 para a bobina superior, a forca de levitacao é atrativa. Dois sensores, baseados em laser, medem as
posigoes do disco, ECP (1999). Tal sistema pode ser descrito a partir das leis de Newton pela seguinte equagao:

mq.y + c.y = Fp1 — Fro —mg.g (17)

sendo: mg a massa do disco, ¢ o coeficiente de atrito, g a aceleragao da gravidade e Fy; e Fjo as forgas magnéticas
exercidas pela bobina 1 e 2 respectivamente. ECP (1999). Tal sistema foi excitado a partir da seguinte forma de
onda exposta na figura 5-a, enquanto que a saida obtida é mostrada na figura 5-b:
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5a - Entrada
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(1] TR ................ _
—_ [T O, ................ ................. ................. ......... o
[ : : : : :
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e T 1 T R B R L s TCIEE, CEEEET oo CLREE FRPPPRY (EPRP SO 4
nal— ........... ................ _
0 i i i i i
1] 200 400 00 a00 1000
amostras (segundos x 0.017)
5b - Saida

i i i i i
0 200 400 B00 300 1000
amostras (segundos x 0.017)

Figura 5. Levitador Magnético.

5. RESULTADOS

Os modelos foram obtidos a partir de vetores de entrada e saida de 1020 amostras do sistema. A validagao
foi realizada em vetores de dimensao 680. Os desempenhos dos modelos obtidos para o levitador magnético
podem ser visualizados na tabela 2.

Tabela 2. O erro médio quadratico, MSE, em relagao ao n° de fungoes de Kautz que compoem o

modelo.
NF pélo MSEident. MSEvalid.
2 10.7782 + 0.0759 0.0886
0.3295i1
3 0.7399+ 0.0434 0.0488
0.1836i1
4 0.8374+ 0.0212 0.0224
0.26701
) 0.8552- 0.0147 0.0157
0.2639i1
6 0.7906+ 0.0085 0.0091
0.2800i1
7 0.8056+ 0.0074 0.0080
0.23671
20 | 0.7906+ | 6.545.10~* 0.0023
0.2800i1

sendo: M SE;ndent. € MSFEyqiq. 0s erros médios quadraticos na etapas de identificacao e validagao, respectiva-
mente. Estes resultados foram obtidos apds 200 geracoes do AG, com auxilio dos operadores NM e MMQ.

O modelo apontado na linha 1 da tabela 2 pode ser visualizado na figura 6. Este modelo, utilizando 2
fungbes de Kautz, é expresso na equagao (18):

My (2) = —6.8077.K, (2) + 3.5903.K,(2) + 2.9948. K7 (2)]” —
—2.1374.K, (2). Ko (2) + 2.3279. [Ka(2)]”. (18)

O modelo apontado na linha 5 da tabela 2, utilizando 6 funcoes de Kautz, pode ser visualizado na figura 7.
Este modelo, composto por 6 fungoes de Kautz, é expresso pela equagao (19).
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Posicdo do Disco

-2.5
0

i i i i i i
a0 200 300 400 500 600 Too
amostras (segundos x 0.017)

Figura 6. Modelo para o Levitador, a partir da base de Kautz, utilizando 2 funcoes.

T
Sisterna
*  Modelo

Posicdo do Disco

i i i i i i
1} 100 200 300 400 500 600 To0
amostras (segundos x 0.017)

Figura 7. Modelo para o Levitador, a partir da base de Kautz, utilizando 6 funcoes.

6
Mg (2) =Y anKn(k) + D> by g Kp(k).Ky(k) (19)

n=1 p=1q=p

sendo a,, e b, 4 expressos nas tabelas 3 e 4 :

Tabela 3. Parametro a,, do modelo (19).

n 1 2 3 4 5 6
an | -6.0409 27393 -0.8848 -4.9437 2.2708 -2.5762

Tabela 4. Parametro b,, do modelo (19)

byq 1 2 3 4 5 6
1 |[-15398 -6.9036 8.3240 0.9579 -5.2464  5.5990
2 - 13529  15.7666 -1.2997 -11.3885  1.8267
3 - - 0.4880 -2.5214 -1.7015  -5.5351
4 - - - 1.7455  7.1258  -0.5095
5 - - - - 11335 -0.3490
6 - - - - - 2.1309
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A convergéncia do AG, empregado na obtencao do modelo expresso na linha 3 da tabela 2 pode ser observada
na figura 8, com e sem os operadores NM e MMQ:

0.0s

Azt b +hdbA Gy

! : H : : : : —-—- A Classico
0045 1o - R TR RS S R . -

0.04

0.035

0.03 -

Fithess

0.025
0.02
0.015

001

i i i i i i i i i
U.UUSU 20 40 &0 &n 100 120 140 160 180 200

Geracdo

Figura 8. Convergéncia do Algoritmo Genético cldssico (linhas tracejadas) e com os operadores
NM e MMQ (linhas continuas).

Para efeitos de Benchmark, o mesmo processo de identificagdo foi tratado por Da Rosa (2009) a partir do
método de Levenberg Marquardt. Os resultados por ele obtidos sao expostos na figura 9.

1 . ; : T

08}

06}

0.4

0.2

0

-0.2

Posigao do Disco

-0.4}

-0.6f

-0.8f

4 L . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700

amostras (segundos x 0,017)
Figura 9. Resultados obtidos por Da Rosa (2009) na identificagao do levitador magnético.

Pode-se perceber que os resultados de Da Rosa (2009) sdo sensivelmente mais exatos que os resultados
obtidos pelo Algorimo Genético proposto. Entretanto, o método exposto por Da Rosa necessita do calculo de
gradientes envolvidos no processo de otimizacao. Jé a metodologia proposta, independe de tais equacionamentos
e ainda assim obtém resultados préoximos do étimo.

6. CONCLUSAO

Neste artigo foi discutida a modelagem de sistemas nao lineares a partir de fungdes de base ortonormal de
Kautz em estrutura de série de Voltera. Para determinagao de seus parametros, foi utilizado um AG acelerados
pelos operadores de NM e MMQ).

Pode-se concluir que a implementacdo do AG que contava com os operadores de Nelder Mead e MMQ
convergiu mais rapidamente que a implementacao de AG classico. Nas comparagoes dos resultados obtidos com
os resultados de Da Rosa (2009) pode-se perceber que os resultados deste sao sensivelmente mais acurados, mas
dependem do equacionamento dos gradientes envolvidos no problema de otimizagao. J4 nos resultados expostos
neste artigo, tem-se um resultado muito préximo do obtido por Da Rosa, com a vantagem da nao necessidade
dos gradientes.

Vislumbra-se, como trabalhos futuros, a possibilidade de aplicagdo de Programacao Genética (PG) para a
determinacao do grau de nao linearidade do sistema, bem como dos parametros do modelo nao linear.
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Abstract. The presence of problems concerning systems identification, in areas such as applied Mathematics
and Control engineering, is increasingly growing. Many controllers, used in industrial processes, have had its
performance improved using models that describe the system to be controlled. In this context, this paper discusses
the identification of a nonlinear magnetic levitator, using orthonormal basis functions, such as Laguerre and
Kautz basis. In order to determine the coefficients and the poles of these functions, a Genetic Algorithm, GA, is
proposed. This algorithm is aided by operators based in the Nelder Mead, NM, and Least Mean Squares, LMS,
methods. Models were obtained using different numbers of functions in the orthonormal basis. The results were,
then, compared. The effectiveness of the algorithm proposed is also shown by comparison with a classic GA.
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