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Resumo. Em linhas gerais, otimizar significa planejar ou desenvolver com maior eficiéncia. Apds a formulagdo do
modelo, um método de otimizacdo é utilizado para obter a solucdo do problema. Pode-se dividir os métodos de otimizacdo
entre os que dependem ou ndo do conhecimento de derivadas. Os métodos de otimizacdo que ndo dependem do uso das
derivadas geralmente utilizam apenas informagées da funcdo a ser otimizada, que pode ser descontinua e multimodal. A
maior vantagem destes métodos é o enorme potencial prdtico devido a crescente necessidade de resolver problemas de
otimizagdo definidos por fungdes para as quais ndo existem derivadas ou estas sdo disponiveis a um custo computacional
muito elevado. Nos métodos de otimizacdo que dependem do uso das derivadas o modelo é completamente conhecido e
sdo para fungées continuas, convexas e semi modais. Neste trabalho, serdo apresentados dois métodos de otimizagdo:
0 Método das Coordenadas Ciclicas, que ndo depende de derivadas pois utiliza a direcdo dos eixos coordenados como
diregcées de busca e o Método de Newton cuja direcdo de busca utiliza as derivadas da funcdo a ser otimizada. Em
seguida, um problema de modelagem matemdtica serd resolvido por ambos os métodos e os resultados obtidos serdo
analisados.
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1. INTRODUCAO

O termo otimizagao refere-se ao estudo de problemas em que se busca minimizar ou maximizar uma fung@o através
da escolha dos valores de varidveis dentro de um conjunto vidvel. Segundo Takahashi (2003), no contexto da engenharia,
os sistemas de otimizacdo se destinam a empregar técnicas e métodos para determinar a melhor solugdo de problemas
abstratos, para os quais se deseja quantificar o grau de adequacdo de cada possivel solugdo as necessidades que os causa-
ram.

De acordo com Hartman e Mutmansky (2002), o processo de identificacdo dos objetivos, varidveis e restrigdes € de-
nominado modelagem, que significa criar um modelo que explique as caracteristicas de funcionamento e comportamento
de um determinado problema, facilitando seu entendimento e projeto.

Existem diversos métodos de otimizacgdo e desta forma vérios autores ja apresentaram diferentes propostas para clas-
sificd-los, ndo sendo possivel escolher uma proposta universalmente aceita. Os métodos dependem do tipo do problema
em estudo (programacdo linear ou ndo-linear, problemas restritos ou irrestritos), das varidveis de projeto (continuas ou
discretas), do tipo de resposta desejada (otimizacdo local ou global; projeto 6timo ou controle 6timo), das técnicas em-
pregadas (deterministicas, estocdstica ou hibrida). Além disso, os problemas podem ser classificados segundo o nimero
de varidveis (pequenos ou grandes) ou segundo a suavidade das func¢des (diferencidveis ou nao-diferencidveis).

Ainda, pode-se dividir os métodos de otimizagdo entre os que dependem ou nio do conhecimento de derivadas. Os
métodos de otimizagdo que ndo dependem do uso das derivadas geralmente utilizam apenas informagdes da funcio a ser
otimizada, que pode ser descontinua, ndo diferencidvel e multimodal. A maior desvantagem destes métodos € o alto custo
computacional ja que necessitam de muitas avalia¢cdes da fungdo objetivo. Por outro lado, os métodos de otimizagdo
sem derivadas tem tido um enorme potencial pratico devido a crescente necessidade de resolver problemas de otimizacao
definidos por funcdes para as quais ndo existem derivadas ou estas sdo disponiveis a um custo computacional muito
elevado.

Nos métodos de otimiza¢do que dependem do uso das derivadas o modelo é completamente conhecido e sdo para
fungdes continuas, convexas e semi modais. Os melhores resultados destes métodos sio para fungdes continuas, convexas
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e semi-modais. A grande vantagem na utilizacdo destes métodos é o baixo nimero de avaliagcdes da fungdo objetivo,
fazendo com que tenham convergéncia rapida e baixo custo computacional.

Visto que ndo existe um algoritmo universal, mas um conjunto de métodos entre os quais alguns sdo mais apropriados
para determinadas aplicacdes especificas, a escolha do método de otimizacao dependerd do usudrio e podera determinar a
eficdcia ou falha para a solucdo do problema, que apés a formulacao do modelo, serd resolvido por meio de um algoritmo
de otimizagdo, com a ajuda de c6digos computacionais.

Neste trabalho, serdao apresentados as principais formulagdes matemdticas de um problema de otimizagdo, a estratégia
de busca linear para o algoritmo se mover de uma iteracio para a outra e, de forma resumida, os métodos de otimizagdo das
Coordenadas Ciclicas, que nao depende do uso de derivadas pois utiliza a dire¢do dos eixos coordenados como dire¢des
de busca e o Método de Newton cuja direcdo de busca utiliza as derivadas da fung@o a ser otimizada. Em seguida, um
problema de modelagem matemadtica serd resolvido por ambos os métodos e os resultados obtidos serdo analisados.

2. FUNDAMENTOS DE OTIMIZACAO IRRESTRITA

Segundo Camponogara (2006), normalmente procura-se encontrar uma solu¢@o 6tima global. No entanto, é extrema-
mente dificil encontrar uma solucdo global visto que, geralmente, o conhecimento que se tem de uma fungdo € apenas
local.

A maioria dos algoritmos usados para resolver os problemas de otimizag@o sdo capazes de encontrar uma solugao
Otima para certa vizinhanca de uma funcdo. FEles iniciam com uma estimativa inicial e seguem com sequéncias de
aproximacdes para obter o ponto 6timo.

A formulagdo matematica do problema de otimizagdo pode ser escrito como:

min f(z) sujeitoa ¢;(x)

r € R" ci(z) <0,i €D (1)

onde,
x € o vetor das varidveis de projeto;
f € afungio objetivo;
¢; sdo as fungdes de restricoes;
I e D sdo os conjuntos de indices das restricdes de igualdade e desigualdade, respectivamente.
Em seguida, sdo apresentadas algumas defini¢cdes e teoremas a fim de se estabelecer as condicdes de existéncia do
ponto 6timo. Um estudo detalhado das demonstracdes dos teoremas pode ser visto em Brandao (2010).
Sejam Bj(z*) uma bola aberta de centro x* e raio §, 7 f(x) o gradiente da fungio f no ponto z e 72 f () a matriz
Hessiana de f no ponto x.

Definicio 2.1 Um ponto x* € R™ é minimo global se f(x*) < f(z) para todo x € R™. Um ponto x* € R™ é minimo
local se existe uma bola aberta de centro x* e raio § tal que f(z*) < f(x,y) paratodo x € Bs(x*). E um ponto z* € R™
é minimo local estrito se existir uma Bs(x*) tal que f(z*) < f(x) para todo x € Bs(x*), com x # x*.
Teorema 2.1 (Condi¢do necessdria de primeira ordem): Se x* é um minimizador local de f possui primeira derivada
continua em uma vizinhanga aberta de x*, entao V f (x*)=0. Chama-se x* de ponto estaciondrio.

O ponto x* é chamado de ponto estaciondrio de f se V f(z*) = 0. Logo, pelo teorema acima um minimo local é um
ponto estaciondrio.
Teorema 2.2 (Condicdo necessdria de segunda ordem): Se x* é um minimizador local de f e V?f é continua em uma
vizinhanga aberta de x* entao V f(x*)=0 e V? f (z*) é semi definida positiva.
Teorema 2.3 (Condicdo suficiente de segunda ordem): Suponha V2 f(x*) seja continua em uma vizinhanga aberta de
x*, que V f(2*)=0 e que V? f(x*) seja definida positiva. Entdo x* é um minimo local estrito de f.

O objetivo dos algoritmos de otimizagio é encontrar uma aproximagio z**! que corresponde a um valor da fungio
inferior a f(z%), ou seja, f(z¥+1) < f(«*). Nos métodos de busca linear, a cada iteragio é calculado a dire¢io de busca
pi. e entdo se decide o quanto se deve mover ao longo desta dire¢do. A iteracdo é dada por:

oF T = 2% g, 2)
sendo que «, € um escalar positivo chamado de tamanho ou comprimento de passo. O sucesso do método de busca linear
depende de uma escolha eficaz tanto da dire¢do py quanto do tamanho do passo .

Durante a computag@o do passo «y, depara-se com um conflito. Por um lado, deseja-se escolher o que produza
uma reducdo substancial no valor de f mas, por outro lado, ndo se deseja gastar muito esfor¢o computacional durante a
escolha. O passo ideal é o que minimiza a fungéo ¢(«), definida por:

p(a) = f(zr + apr), onde a > 0. 3)

Geralmente € muito caro identificar o passo ideal, pois mesmo para encontrar um minimo local, usando uma precisao
moderada, sdo requeridas muitas avaliacdes da func@o objetivo e de seu gradiente. A estratégia pratica € uma busca
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inexata, identificando um comprimento de passo que reduz o valor da fungdo. Normalmente, em uma busca tipica, obtém
uma sequéncia de valores para «, finalizando quando alguma condicdo de parada e satisfeita. A busca é feita em duas
fases: na primeira encontra-se um intervalo que contém o passo desejado e na segunda, calcula-se o melhor passo neste
intervalo.

Uma simples condicdo que pode ser imposta é requerer a reducdo do valor de f, ou seja,
k K 4
f(™ + appr) < f(2") “4)
Mas esta condi¢do ndo € suficiente para garantir a convergéncia para o 6timo, conforme citado por Nocedal e Wright
(2000). Além disso, é preciso garantir uma condi¢do de decrescimento suficiente. Neste estudo serd utilizado o Método
da Secdo Aurea para obter o comprimento do passo. Definido o processo iterativo 2* T = z*¥ 4 ay.py, a otimizagio
de uma fung@o de vdrias varidveis recai, a cada iteracdo, na busca unidimensional de «j que minimiza a funcio

f(x¥ + apy,). Este processo é conhecido como Método da Segio Aurea. O problema é definido em um intervalo de incer-
teza de busca I = [ag; bp]. Assumindo que () é unimodal, entéo ¢ () € decrescente em [ag; aj] € crescente em [ay; bo)-

Definiciio 2.2 Seja v, 0 ponto minimo em [ag; by ] de uma fungdo unimodal (o). Sejam cq, dy € Iy sendo co < d.
Caso 1 Se p(co) > ¢(do), entdo oy, € [co; bo]
Caso 2 Se p(co) < @(dy) , entdo ay, € [ap; do
Caso 3 Se p(co) = p(do) , entdo ay; € [co; do]

Uma ilustracio de cada caso apresentado na Defini¢do 2.2 é dada nas Figs. 1, 2 e 3, respectivamente.

i
a

¢(coj

Figura 2. Caso 2 do método da Sec¢io Aurea: ¢(do) > ¢(co) = ay, € [ao, do]

A aplicag@o iterativa desta definicdo conduz a intervalos cada vez menores. Quando os critérios de parada sdao obede-
cidos escolhe-se no ultimo intervalo o v que minimiza a fungdo . Para uma cosideragdo mais detalhada do Método da
Secdo Aurea veja Nocedal e Wright (2000) e Brandao (2010).

3. METODO DAS COORDENADAS CICLICAS

Segundo Camponogara (2006), os problemas de otimiza¢@o sem derivadas surgem de modelos para os quais as deri-
vadas das fungdes e das restricdes envolvidas, por alguma razio, ndo estdo disponiveis. Os motivos variam desde usudrios
que ndo querem programar as derivadas até fungdes excessivamente complexas, oriundas de simulagdes sé possiveis de-
vido ao crescimento na capacidade de processamento dos computadores. Por isso, 0 nimero de algoritmos para resolver
problemas de otimizacdo sem derivadas aumentou nos ultimos anos. Porém, poucos sdo aqueles que conseguem lidar de
forma eficiente com problemas cujos dominios sdo pequenos. Portanto uma solug¢do quase 6tima obtida através de um
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Figura 3. Caso 3 do método da Seciio Aurea: ¢(co) = ¢(do) = ay, € [co, do)

método sem derivadas € muitas vezes menos precisa do que a obtida por um método com derivadas, assumindo que a
informacao da derivada estd disponivel. Mesmo assim, para muitas aplicagdes estas limitacdes sdo aceitaveis.

Pode-se citar como exemplo de métodos de otimizacdo independentes de derivadas os métodos deterministicos das
Coordenadas Ciclicas, de Hooke e Jeeves e de Rosenbrock e os métodos heuristicos tais como Algoritmo Genético e
Evolucao Diferencial.

De acordo com Brandao (2010), Coordenadas Ciclicas ¢ um método de otimizac¢do que utiliza a dire¢do dos eixos
coordenados como direcdes de busca. Mais especificamente, o0 método caminha através das dire¢des dy, - - - ,d,, onde
dj,j=1,---,n,€éum vetor de zeros, exceto na j-ésima posi¢do onde assume o valor 1.

Desta forma, caminhando na dire¢do de busca d;, a varidvel x; é modificada, enquanto todas as outras permane-
cem fixas. Assume-se que a minimizacado € feita nas componentes x1, - - - , &, seguindo esta ordem, ou seja, primeiro
na varidvel x1, depois x2 € assim, sucessivamente. Note que a minimizacdo € realizada em todas as direcdes a cada
iteragdo. Além disso, se a fungao objetivo for diferencidvel o método das coordenadas ciclicas convergira para um ponto
estacionadrio.

A Fig. 4 mostra um esquema das primeiras duas itera¢cdes do Método das Coordenadas Ciclicas de um problema
bidimensional.

Figura 4. Primeiras duas iteracées do Método das Coordenadas Ciclicas.

Em seguida, serd apresentado um algoritmo do métodos das Coordenadas Ciclicas conforme proposto por Bazaraa et
al. (2006). Observe que a minimizacdo da funcdo objetivo ¢ feita sem usar informagdes das derivadas.

Dados Iniciais: Escolha um € > 0 para interromper o algoritmo e seja dy, - - - , d,, as direcdes coordenadas. Escolha
um ponto inicial 2! faca y! = x! e k =j = 1 e inicie o processo iterativo.

Passo 1: Seja a; uma solugdo 6tima do problema: min f(y/ + ad;),com o € R. Sejay/ ™ =4/ +a;d; . Se j < n,
troque j por j + 1 e repita o passo 1. Caso contrdrio, se j = n, vd para o Passo 2.

Passo 2: Seja 271 = y"+1. Se ||2F*+! — 2F|| < € entdo pare. Caso contrdrio, seja y' = 2¥*! e j = 1, substitua k
por k + 1 e repita o passo 1.

4. METODO DE NEWTON

A direcao de busca dos métodos de Newton, de acordo com Nocedal e Wright (2000), € uma das mais notaveis ja que
o método converge rapidamente para a solug@o 6tima quando adota um ponto inicial suficientemente préximo da solug@o.
A direcdo de busca é obtida através da aproximagio de f(z* 4 p) por uma série de Taylor de 2° ordem, ou seja:

1
fa +p) = fF+ ptV I 4 SpT V2 fip = (). )

Por isso, o0 método de Newton costuma ser mais preciso, ja que considera a aproximacdo da fungdo até 2* ordem.
Assumindo que V2 f;, é positiva definida, obtem-se a dire¢io de Newton encontrando o vetor p que minimiza 1y (p).
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Derivando m (p) com relagdo a p e igualando a zero, obtém-se a seguinte relagio:

Omy(p)

=V +V2ifrp, =0, (6)
dp

ou seja,
pE = —(V2fk)7Ika- (7)

Meétodos que utilizam a direcio Newton tem uma rdpida convergéncia local, tipicamente quadritica. Além disso,
quando a vizinhanga da solucdo € alcangada, a convergéncia geralmente ocorre em poucas iteragdes. A principal desvan-
tagem da diregdo de Newton é o uso da inversa da matriz Hessiana V2 f(z) ja que o cdlculo desta matriz de segundas
derivadas €, na maioria dos casos, um processo caro e sujeito a erros.

Quando a Hessiana V2 f* nio é positiva definida, a direcdo p;, pode ndo ser uma direcio de descida. No entanto, de
acordo com o Teorema 4.1, se para todo z vizinho da solugdo x* a matriz V2 f(x) também € positiva definida entdo, o
Método de Newton serd bem definido nesta regido e convergird quadraticamente.

Teorema 4.1 Suponha que a funcéo f seja duas vezes diferencidvel e que a Hessiana V? f(x) seja Lipschitz continua.
Entdo na vizinhanga da solugdo x* as condigcbes suficientes de 2° ordem definidas no Teorema 2.3 sdo satisfeitas.
Considere a iteracdo ©* + 1 = z* + py, sendo py, dado pela equagdo (7), entdo:

k

1. se o ponto de partida x° é suficientemente préximo de x*, a sequéncia de iteracdes x* converge para x*;

2. a razdo de convergéncia de x* é quadrdtica;

3. a sequéncia de normas do gradiente ||V f*|| converge quadraticamente para zero.

A demonstracio do Teorema 4.1 pode ser vista em Branddo (2010).
5. METODO DA PENALIDADE QUADRATICA

Muitos algoritmos de otimiza¢do foram desenvolvidos para resolver problemas irrestritos nos quais as varidveis de
otimizac¢do podem assumir quaisquer valores na busca pelo ponto onde a funcdo objetivo € minimizada. Este é o caso dos
métodos das Coordenadas Ciclicas e de Newton. Assim, torna-se necessario utilizar algum artificio para que os problemas
com restricdes também se apliquem aos métodos de otimizagao irrestrita.

Uma das abordagens fundamentais para a otimizacao restrita € substituir o problema original por uma fungdo de
penalidade que é composta da fung@o objetivo original do problema de otimiza¢do com restricdes somada a um termo
adicional para cada restricdo, o qual € positivo quando o ponto atual x viola essa restri¢cdo e zero caso contrario.

Segundo Dasgupta et al. (1996), os métodos de Penalidade foram criados para resolver um problema P, solucionando
uma sequéncia de problemas sem restri¢gdes especialmente escolhidos. Assim é contruida uma nova fun¢io objetivo,
®, que contém informagdo relativa a fungdo objetivo inicial, f, e, simultaneamente, as restri¢des, que dependem de um
pardmetro positivo, rp, cujas correspondentes solugdes, ;. , convergirdo para a solu¢do do problema inicial, z*.

Considere o seguinte problema:

min f(z), X € R" sujeito a:
gj(z) <0, restricoes de desigualdade )
hi(x) =0, restricdes de igualdade.

Como o objetivo da otimizagdo é minimizar a fungéo objetivo f(x), que estd sujeita a restri¢des, a ideia é penalizar
0s pontos que ndo pertencem a regido vidvel por aumententar o valor da funcdo nestes pontos. Desta forma, os pontos nao
vidveis serdo descartados durante a execucao de um algoritmo de otimizagao.

A nova fungdo objetivo , chamada pseudo objetivo, é penalizada de acordo com o fator de penalidade 7, toda vez
que encontrar uma restri¢do ativa. O modelo matemdtico da fung¢do pseudo objetivo ®(x) utilizada para minimizar a
fungdo f(z) é dada por:

O(z) = f(z) + rpP(x) ©)
e a fungdo de penalidade P(x) é dada por:
m l
P(x) = (maz[0,g;(x)]*) + Y _ hi(x)* (10)
j=1 k=1

sendo g; () as restri¢oes de desigualdade, hy () as restricdes de igualdade e m e [ o nimero de restri¢des de desigualdade
e igualdade respectivamente.
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6. SIMULACOES NUMERICAS

Para testar e avaliar os algoritmos das Coordenadas Ciclicas e de Newton, € proposto, a seguir, um problema que se
conhece a solugdo analitica pois, desta forma, pode-se comparar a solu¢do encontrada com os métodos com a analitica. O
cédigo foi escrito na forma de um toolbox para M AT LAB®.

Considere o seguinte problema: Deseja-se projetar uma caixa retangular sem tampa, conforme ilustrado na Fig. 5,
com a restricdo de que a drea total deve ser de 12m?. Obtenha o volume médximo dessa caixa.

L TEETTPETEPTTEET CEEED
_.'
" Yy
X

Figura 5. Caixa retangular sem tampa.

6.1. Solucao analitica

Sejam z,y, 2z o comprimento, a largura e a altura, respectivamente, da caixa em metros. Tem-se como objetivo
maximizar V' = zyz sujeito a restri¢do g(x,y, z) = 2xz + 2yz + xy = 12. De acordo com Stewart (2005), utilizando o
Meétodo dos Multiplicadores de Lagrange, obtem-se o seguinte sistema linear:

VV = AVyg
{ g(z,y,2) =12 (b
Ou seja,
yz = A2z +y) (12)
xz = A2z +x) (13)
xy = A2z + 2y) (14)
2z + 2yz + 2y = 12 (15)

Para resolver este sistema primeiro multiplica-se as equagdes (12), (13) e (14) por z, y e z, respectivamente, o que
resulta no seguinte sistema:

xyz = M2xz + xy) (16)
xyz = AM2yz + 2zy) (17)
xyz = M2xz + 2y2) (18)

Note que A # 0 pois, caso contrario, teria-se yz = xz = xy = 0 0 que contradiz a equagdo (15). Assim, das equagdes
(16) e (18), tem-se:
20z + xy = 2yz + xy
donde zz = yz. Mas z # 0 (uma vez que se z = 0 resultaria em V' = 0), portanto « = y. Das equacdes (17) e (18),
obtem-se:

2z + xy = 2xz + 2yz
logo 22z = zy e, assim, (ja que x # 0), y = 2z. Substituindo z = y = 2z na equagdo (15), vem que:
427 + 422 + 422 =12

Como , 3, z s30 todos positivos, a solucdo 6tima do problema é x = 2,y = 2, z = 1. Portanto, segue que V = 4m?.
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6.2. Solu¢ao numérica

Visto que o problema de obter o volume méiximo da caixa € restrito foi utilizado o Método da Penalidade para
transformé-lo em irrestrito. Dessa forma, a nova fung@o objetivo pode ser expressa pela seguinte equagao:

F(x) = 2yz — (202 + 2yz + xy — 12)? (19)

onde r, = 103.

Solu¢io numérica por meio do método das Coordenadas Ciclicas: No método das Coordenadas Ciclicas a direcio
de busca é dada pelos eixos coordenados di = (1;0;0), da = (0;1;0) e d3 = (0;0;1). O comprimento do passo a*
em cada direcdo foi obtido pelo Método da Secdo Aurea com intervalo de busca I = [—1;1] e critério de parada que o
intervalo final seja reduzido a 1% do intervalo inicial. As primeiras simula¢des foram realizadas com ponto inicial (3; 3;
3).

No entanto, os resultados obtidos com o Método das Coordenadas Ciclicas com este ponto inicial ndo foram bons,
nas primeiras iteragdes o algoritmo estagnou encontrando (z, y, z)*=(0,9969; 1,6030; 1,9999) que resulta no volume V' =
3,1959m3, que esta longe do volume 6timo.

Como o método ndo apresentou o resultado esperado, uma nova simulagio foi realizada partindo do ponto (1; 1;
1). Os valores encontrados para este caso sdo muito satisfatérios visto que (z,y, 2)*=(1,9962; 2,0062; 0,9969) donde o
volume é V/=3,9922m3. Os resultados obtidos para este caso sio apresentados na Tab. 1.

Tabela 1. Solu¢do Numérica por meio do Método das Coodenadas Ciclicas.

Iteragdo (wk)T
k () o W) a W "
V(z")
[CHRHEY L] (1; 0, 0) (I ;1) 1 2 1)
1 3,3951 2 ©; 1; 0) 2;1; 01 1 2;2; 1)
1 3 ©; 0; 1) 2; 2, 1) 0,003105 (25 2; 1,0031)
(2; 2; 1,0031) 1 (1; 0; 0) (2; 2; 1,0031) -0,0069 (1,9930; 2; 1,0031)
2 3,7555 2 ©; 1; 0) (1,9930; 2; 1,0031) 0,0031 (1,9930; 2,0031; 1,0031)
4,0124 3 ©; 0; 1) (1,9930; 2,0031; 1,0031) -0,0031 (1,9930; 2,0031; 0,9999 )
(1,9930; 2,0031; 0,9999) 1 (1; 0; 0) (1,9930; 2,0031; 0,9999) 0,0031 (1,9961; 2,0031; 0,9999)
3 3,7547 2 ©O; 1; 0) (1,9962; 2,0031; 0,9999) 0,0031 (1,9962; 2,0062; 0,9999)
3,9918 3 ©0; 0; 1) (1,9961; 2,0062; 0,9999) -0,0031 (1,9961; 2,0062; 0,9969)
(1,9962; 2,0062; 0,9969) 1 (1; 0; 0) (1,9962; 2,0062; 0,9969) 0,0031 (1,9993; 2,0062; 0,9969)
4 3,7521 2 ©; 1; 0) (1,9993; 2,0062; 0,9969) 0,0031 (1,9993; 2,0093; 0,9969)
3,9923 3 ©; 0; 1) (1,9993; 2,0093; 0,9969) -0,0031 (1,9993; 2,0093; 0,9938)

Observe que no inicio do processo iterativo os valores de F' e V' estdo distantes. No entanto, depois de algumas
iteragdo estes valores se tornam préximos o que mostra que as solugdes otimas estdo perto de satisfazer a restricdo
g(z,y, 2) = 2xz + 2yz + xy = 12. Por exemplo, g(x*) = g(1,9962; 2,0062; 0,9969) = 11,98.

Pode-se citar como vantagens do método das Coordenadas Ciclicas o baixo esfor¢o computacional e o fato de ndo
usar derivadas.

Solu¢io numérica por meio do método de Newton: A dire¢io de busca de Newton é dada pela equacéo (7).
As equacdes (20) e (21) apresentam, respectivamente, o vetor gradiente e a matriz Hessiana deste problema que sio
necessdrios para o calculo da direcdo. A fim de simplificar as expressdes do gradiente e da Hessiana nas equagdes (20) e
(21), considere A = 2xz + 2yz + xy — 12.

yz —2rp(2z +y)A
VF(@)=| zz—2r,(224+x)A (20)
xy — 2rp(2z + 2y)A

€
—rp(822 + 8zy + 2y%) z— rp(Szz + 4zy + 4zx + 22y + 2A)  y — rp(8zz + dxy + 8yz + 4y% 4 4A)
V2F(a;) = —rp(822 + dzy + 4zx + 2zy) —7“,,(8,22 + 8zx + 212) z —rp(8zz + 472 + 8yz + dzy + 4A)
y — rp(8xzz + 4xy + 8yz + 4y2 +4A) z—rp(8zx + 472 + 8yz + dzy + 4A) 7rp(8x2 + 16xy + 8y2)

2D
Novamente, o comprimento do passo o* foi obtido pelo Método da Secdo Aurea. Nas primeiras simula¢des com o
método de Newton adotou-se o ponto inicial (1; 1; 1), o mesmo adotado no método das Coordenadas Ciclicas, obtendo
ap6s 500 iteragdes a solucdo (x,y,2)* = (1,633369; 1,633369; 1,427940) cujo volume da caixa é aproximadamente
3,8095. A fim de encontrar uma solucdo melhor, foram feitas novas simulagdes com outros pontos iniciais. A Tab. 2
apresenta os valores encontrados partindo do ponto inicial (3; 3; 3).
De acordo com a Tab. 2 é possivel observar que o Método de Newton foi eficiente na busca pelo 6timo, princi-
palmente quando o processo teve inicio no ponto (3; 3; 3). Embora o algoritmo tenha mostrado-se lento, devido ao
comprimento do passo o que é muito pequeno, na 7399 iteracdo o progresso foi interrompido com o critério de parada
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Tabela 2. Solucdo Numérica por meio do Método de Newton.

Iteracdo

K (z*)"

F(a*) ay pi. IVE ()]
1 3 3 3) 1.088.973 | 0,0027 | (-0,8048; -0,8048; -0,8048) | 1,1545 x 10°
2 (2,9977 2,9977; 2,9977) | 1,0846x 10° | 0,0027 | (-0,8039; -0,8039; -0,8039) | 1,1513 x 10°
3 | (2,9955; 2,9955; 2,9955) | 1,0802x 10° | 0,0027 | (-0,8030; -0,8030; -0,8030) | 1,1482x 10°

10 (2,9802; 2,9802; 2,9802) | 1,0503 x 10° | 0,002739 | (-0,7967; -0,7967; -0,7967) | 1,1263 x 10°
100 (2,7934; 2,7934; 2,7934) | 7,2986 x 10° | 0,002739 | (-0,7184; -0,7184; -0,7184) | 8,8009 x 10°
500 (2,1726; 2,1726; 2,1726) | 1,3460 x 10° | 0,002739 | (-0,4286; -0,4286; -0,4286) | 2,9397 x 10°
1000 (1,7675; 1,7675; 1,7676) | 1,3115x 10* | 0,002737 | (-0,1836; -0,1836; -0,1836) | 7,4664 x 107
2500 (1,5526; 1,5526; 1,5549) 0,8627 0,002735 | (-0,0052; -0,0052; -0,0030) | 1,2260 x 10°
5000 (1,7663; 1,7663; 1,2557) 3,8588 0,002735 | (0,0058; 0,0058; -0,0060) | 1,4733 x 10?
7399 (1,9629; 1,9629; 1,0375) 3,9965 0,002739 | (0,0062; 0,0062; -0,0062) 23,5679

||[F(2%) — F(zF~1)]| < 1075, obtendo solugdo 6tima (z,y, 2)* = (1,9629; 1,9629; 1,0375) no qual o volume da caixa
é, aproximadamente, igual a 3,9974m>. Note que devido a penalizagio dos pontos que nio pertencem 2 regido viavel,
nas primeiras itera¢des o valor da fun¢do objetivo F' € muito alto mas apds alguns passos este valor comega diminuir e o
algoritmo converge para a solug¢do 6tima.

7. CONCLUSAO

Os resultados encontrados com os algoritmos dos métodos das Coordenadas Ciclicas e de Newton sdo muito satis-
fatérios visto que o valor da solucdo 6tima encontrada é muito proximo a solugao analitica.

No problema proposto, a dificuldade de convergéncia dos métodos das Coordenadas Ciclicas e principalmente, de
Newton, € devido a restricao de igualdade que € imposta ao problema de maximizar o volume da caixa sem tampa. Além
da regido vidvel ficar muito limitada, o problema original precisa ser transformado em um problema irrestrito para entao
ser resolvido pelos métodos de otimizagdo irrestrita. Além disso, no caso do método de Newton os valores encontrados
para o comprimento de passo « sido da ordem de 102, o que torna o algoritmo muito lento.

Visto que ndo existe um algoritmo universal, a escolha do método de otimizagdo e do ponto inicial podem determinar
a eficicia ou falha para a solucao do problema.

Portanto, pretende-se para trabalhos futuros, utilizar outros algoritmos de otimizagdo irrestrita, como por exemplo o
de Hooke e Jeeves e Quase Newton, a fim de resolver o mesmo problema e comparar as solucdes obtidas.
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Abstract. In general terms, optimizing means to plan or develop more efficiently. After the formulation of the model, an
optimization method is used to obtain the solution of the problem. We can divide the optimization methods among those
dependent or not the knowledge derived. The optimization methods that do not depend on the use of derivatives generally
using only information of the function to be optimized, which may be discontinuous and multimodal. The major advantage
of these methods is the great practical potential due to the increasing need to solve optimization problems defined by
functions for which there are no derived or these are available at a very high computational cost. In optimization methods
that dependent upon use of derivatives the model is completely known and are for continuous, convex and semi-modal
functions. In this study, two optimization methods are presented: the Method of Cyclic Coordinates, which does not
depend on derivatives it uses the direction of the coordinate axes as search directions and the Newton Method whose
search direction using the derivatives of the function to be optimized. Then a mathematical modeling problem will be
solved by both methods and the results will be analyzed.

Keywords: Deterministic Optimization, Method of Cyclic Coordinates, Newton’s Method.



