—F—

18 a 21 de novembro de 2014, Caldas Novas - Goias

ESTIMATIVA DOS EFEITOS DA APROXIMACAO DAS INCL’USCN)ES NAS
CONDICOES DE CONTORNO DE UM MATERIAL BIFASICO

Camila Francisca de Melo, mila_f_melo@hotmail.com?
Marco André Argenta, marco.argenta@gmail.com?

1Universidade Federal do Parana — Programa de Pés-Graduagdo em Métodos Numéricos em Engenharia, Centro
Politécnico da UFPR — Curitiba — Parana/Brasil

2Universidade Federal do Parana — Programa de P6s-Graduacdo em Métodos Numéricos em Engenharia, Centro
Politécnico da UFPR — Curitiba — Parana/Brasil

Resumo: Considerando um material bifasico isotrépico (incluséo e matriz), o intuito deste trabalho é analisar o
comportamento e a geometria de inclusdes em um corpo. Esta estimativa se fara a partir da localizagéo da incluséo na
matriz, iniciando com uma inclusdo centralizada e aproximando-a da condig&o de contorno. Esta hipdtese sera testada
entre uma estrutura homogeneizada e outra com inclusdo e matriz explicitas. Para que isso ocorra, faz-se o uso do
método de homogeneiza¢do de Mori-Tanaka, afim de se obter o tensor constitutivo efetivo para um sélido bifasico
isotropico. Para o calculo das propriedades efetivas do compdsito foi implementado um algoritmo em linguagem Python,
enquanto que para a modelagem e discretizacdo do material em elementos finitos utiliza-se o software Ansys. A
avaliacao deste artigo se resume em uma analise comparativa dos resultados obtidos, que se mostraram eficaz, além de
proporcionar uma reflexdo do efeito das inclusdes nas condi¢6es de contorno da matriz.
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1. INTRODUCAO

O problema da inclusdo possui grande importancia no campo da micromecanica, pois, em conjunto com outras
técnicas, consegue representar 0s campos elasticos de compdsitos bifasicos heterogéneos com varias inclusdes. Eshelby
(1957) discute um método que tem por finalidade encontrar o campo elastico de uma inclusao elipsoidal em um sélido
elastico quando uma regido inclusa, denominada incluséo, sofre uma varia¢éo de forma e tamanho, designada deformagéo
homogénea uniforme (Eshelby, 1957). Desde entfo a micromecénica vem gerando gradativamente um maior interesse
para o problema da incluséo.

Dentre os trabalhos encontrados neste conceito, podem ser citados: o livro classico de Mura (1987), o trabalho de
Eshelby (1957) sobre inclusdes elipsoidais, Xu & Wang (2005) abordando inclusées poligonais, Tian & Rajapakse (2007)
e os estudos sobre uma heterogeneidade eliptica em nanoescala, Zou et al (2010) e as inclusdes ndo elipticas, Lorenci
(2013) trabalhando com o comportamento poroelastico de um meio rochoso fraturado.

Neste trabalho, sera dada énfase a um composito bifasico isotrépico com uma perturbagdo constante, de modo a
apresentar a solugdo de uma matriz retangular com uma incluséo imersa no formato circular de diferentes materiais. Para
isso empregou-se a técnica de homogeneizagdo e de um método numérico, denominado método dos elementos finitos
utilizado na modelagem do problema.

O artigo esta disposto da seguinte modo: na secédo 2, o problema da inclusdo é apresentado exibindo as equagdes e
definindo-as para o material isotropico; ja na secdo 3 é descrita uma breve introducdo sobre o método de homogeneizagéo
de Mori-Tanaka que sera utilizado no desenvolvimento deste trabalho. A secdo 4 traz os resultados computacionais
obtidos na avalia¢do das estruturas. Para finalizar, na secéo 5 sdo mostradas as consideragdes finais do artigo.

2. DESCRICAO E O PROBLEMA DA INCLUSAO

Segundo Rodin (1996), o estudo sobre incluséo € relevante por duas razdes principais: a primeira esta relacionada
com o fato de o modelo poder ser utilizado na representacdo de muitos fenémenos que envolvem a expansao térmica e
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transformacdes estruturais nos sélidos, enquanto a segunda esta relacionada com o problema de heterogeneidade em uma
matriz infinita.

O problema da incluséo abordado neste trabalho considera um sélido linear bifasico homogéneo de dominio D, com
um subdominio Q, denominado respectivamente matriz e inclusdo, como representado na Fig. 1. Perturbages no campo
de deformacéo?, tais como expansdo térmica, transformagcéo de fase, deformagcéo inicial e deformac&o plastica, designadas
&{;(x) em um subdominio Q que assume valor zero no dominio remanescente D — Q. As perturbagGes no campo de
deformagdes &;;(x) serdo assumidas como constantes, a exemplo de Mura (1987).

Figura 1. Sélido linear se dominio D e subdominio Q.

O modelo proposto neste trabalho segue as condi¢Bes acima definidas, considerando uma circunferéncia de ago
inclusa em uma chapa retangular, denominadas respectivamente, incluséo circular e matriz como podem ser visto na
Fig. 2.

VALV

Figura 2. Inclusdo circular imersa em uma placa retangular (matriz).
2.1. Incluséo

Utilizando a relagdo deformacdo e deslocamento, é possivel obter expressdes explicitas para o campo de tensdo e
deformagdo tanto dentro como fora da inclusdo, que no caso foram escritas em notacdo indicial. De acordo com

Weinberger, Cai & Barnett (2005) e Eshelby (1957), o campo de deformagdes totais ¢;; pode ser expresso da seguinte
maneira:

_ 12w %y
Sij - 2 (axj + axi) (1)

onde que du;/dx; € a derivada parcial do deslocamento u; com relagéo a direcdo j da variavel x
Para pequenas deformagGes consideradas no decorrer deste trabalho, a deformagdo total ¢;; € escrita como a soma da
deformagdo elastica ¢;; e as perturbagdes no campo de deformagdes &/ (x).

g =€t g 2

A relagdo entre tensdo o;; e deformagdo segundo Mura (1987), pode ser expressa com o auxilio da Lei de Hooke, da
seguinte maneira:

0ij = Cijri€a = Cijkl(gkl — €x1)
€))

0j; = Cijkl(uk,l - 51’21)

sendo a tensdo e a deformagdo sdo tensores de segunda ordem, enquanto C;j,, € um tensor de quarta ordem conhecido
como tensor constitutivo de rigidez ( Azevedo, 2007).

Perturbacdes no campo de deformacdes podem ser encontradas na literatura como eigenstrain ou deformagcdes
inelasticas (Argenta, 2011, apud Mura, 1987).
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Considerando as condigGes de equilibrio o;; ; = 0, tem-se que:
Cijraticj = Cijiirj 4)

A perturbacdo no campo de deformacdo gera um deslocamento na matriz, que segundo Mura (1987) pode ser
considerado como um deslocamento u; causado por uma forca de corpo —C;jy,; &, ; aplicado na diregdo de x; do ponto
x'. Se Gy;(x — x") € a solugéo por unidade de forca aplicada na diregéo de x;, segundo Kawashita & Nozaki (2001)
escreve-se:

(x; — xi,)(x' - xf)
—(3 — 417)6ij IOgR + R2 / ] (5)

Gy =X = g o

onde R? = (x; — x{)% + (xj - x;)z, na expressdo acima, u e v correspondem respectivamente médulo de cisalhamento e
o coeficiente de Poisson, enquanto &;; € o delta de Kronecker. Por fim, G;;(x — x") é conhecido como a funcéo de Green
bidimensional para o estado plano de deformacédo de um material isotrépico.

Com base nas expressOes anteriores, Eq. (2) a Eq. (5) é possivel determinar os campos elasticos de deslocamento e
deformacéo nas diferentes posic@es da inclusdo. Em (Mura, 1987) esses campos de deslocamentos sdo expressos por:

u;(x) = —Cjkmngfnn(x')f Gij,k(x —x")dx’ (6)
Q
1 * ! ! A !
gi(x) = _ECklmngmn(x )jﬂ (Gigyj(x — x") + G 1y (x — x")dx") ()

sendo que Gi]',k(x - x’) = a/akaij(x - x,) = —a/ax,’(GU(x - x’).
Como mencionado anteriormente Cjy,,,,, € um tensor constitutivo de rigidez de quarta ordem; de acordo com Xu &
Wang (2005), pode ser representado da seguinte maneira:

Cjkmn = Aé‘jkamn + M(aijkn + Sjnakm) (8)

onde A = 2uv/(1 — 2v), com A e u constantes de Lamé e &;; € o delta de Kronecker. E fécil observar que esse tensor
depende apenas de duas varidveis, devido ao comportamento do material isotrdpico.

3. HOMOGENEIZACAO

A homogeneizacdo é uma ferramenta matematica que tem como finalidade determinar as propriedades mecanicas
equivalentes ou efetivas dos materiais heterogéneos (Soares, 2010). Este procedimento parte da especificacdo das fases
que compdem o meio heterogéneo considerando as caracteristicas geométricas e mecanicas de todos os constituintes e
suas distribui¢des no compdsito (Ma, 2010), (Lorenci, 2013).

A estimativa das propriedades mecéanicas de materiais compoésitos com fragcdes volumétricas maiores do que uma
pequena porcentagem? (Cavalcante, 2006), leva em conta as interagGes entre as inclusdes, ou seja, o efeito causado pelas
heterogeneidades circundantes sobre os campos de deformacéo ou tensdo (Bohm, 2010). Uma maneira de obter esses
efeitos é aproximar estas tensdes que atuam nas heterogeneidades, aplicadas longe do campo de deformacbes por uma
matriz de deformacdo média. Combinando o conceito de matriz de tensdo média com inclusdo equivalente de Eshelby,
tem-se a base do método proposto neste trabalho, o método de Mori-Tanaka para o calculo das propriedades efetivas do
compdsito bifasico (Béhm, 2010).

3.1. Método de Mori-Tanaka

Segundo a abordagem apresentada por Benveniste (1987), 0 método de Mori-Tanaka considera um compdésito de N
fases e aproxima o efeito da interacdo entre as fases admitindo que a tensdo em cada fase seja igual a tenséo envolta na
matriz submetida a um campo de deformacdo média (Almeida et. al., 2010). Com isso, 0 carregamento das
heterogeneidades depende da existéncia das demais através da deformacdo da matriz (Lorenci, 2013).

A partir do conceito do método de homogeneizacdo de Mori-Tanaka tem-se a seguinte equacdo (Tavares, Silva &
Silva, 2012):

C= [faCa[I _SCrZI(Cm - a)]_l + (1 - fa)Cm][fa[I _SCr;Ll(Cm - a)]_l + (1 - fa)l]_l (9)

2 Cavalcante (2006) considera uma pequena porcentagem de 10%.
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na expressdo acima, C,, € o tensor constitutivo da matriz, C, é o tensor constitutivo da inclusdo, f, é a fragdo volumétrica
da inclusdo, S é o tensor de Eshelby, I é o tensor identidade e C é o tensor constitutivo efetivo.

O tensor de quarto ordem S é definido como uma transformacao linear que relaciona perturbagGes no campo de
deformacéo, fungdo de forma e propriedades do material da incluso e da matriz, com a deformagdo total, esse tensor sera
denominado ao longo deste trabalho como tensor de Eshelby (Argenta, 2011 apud Mura, 1987), (Lai, Rubin & Krempl,
1993).

Considerando por exemplo, uma inclusdo circular que é adotada neste trabalho de coordenadas x; e x, e condicdes

2 2
de contorno (Z—l) + (x—z) <1, a; = a, em um meio elastico isotrépico o tensor de Eshelby tem o seguinte formato

1 az

(Weinberger, Cai & Barnett, 2005):

4v -1 3—4v

Sijmn = m5ij6mn + m(6in8jm + 5jn5im) (10)

sendo S;j,, 0 tensor de Eshelby no formato circular, §;; o delta de Kronecker.

Outras expressdes para as multiplas configurac6es do tensor podem ser encontradas em Mura (1987), Eshelby (1957),
acima o mesmo foi apresentado em forma circular devido ao uso deste no presente artigo.

Uma atengdo maior € dada na construgdo do tensor constitutivo efetivo, pois a manipulagéo toda € realizada com
tensores de quarta ordem, sendo obrigatério o uso de operagfes tensoriais. Que segundo Mura (1987), particularmente
para este caso onde os tensores de quarta ordem possuem simetria, é possivel o uso das constantes de Voigt C;; que se
relacionam com as componentes do tensor de rigidez C;j;, desde que C;; = Cj;, com a finalidade de facilitar os calculos.
4. TESTES E EXPERIMENTOS

As simulagBes computacionais foram realizadas considerando trés posic8es distintas para as inclusGes. Um algoritmo
em linguagem Python foi desenvolvido e utilizado para o célculo das propriedades efetivas do modelo. Contudo para a
modelagem em Elementos Finitos é utilizado o software Ansys versdo 14.0. As analises foram efetuadas em um
computador com processador Intel(R) Core™ i5-3337 de 1.80 GHz memdria RAM de 6 GB e sistema operacional de 64
bits.

No entanto todas as simulacBes seguem um padrdo de chapa retangular como matriz, medindo 200 mm de
comprimento por 100 mm de largura com uma inclusdo circular imersa na matriz de raio igual a 25 mm. A chapa
retangular é engastada na extremidade esquerda contendo um carregamento distribuido na extremidade oposta, sendo a
matriz constituida de aluminio e a inclusdo de aco, respectivamente com as seguintes constantes elasticas E = 6.9 x
10° Paev =0.33; E =2.07 X 10''Paev = 0.3.

Determinar o valor da perturbacéo no campo de deformag&o € uma das estimas mais importantes do método proposto,
esta pode ser representada como fungdes polinomiais, trigonométricas, constantes, entre outros. No entanto, neste artigo
as perturbagdes no campo de deformacges sdo utilizadas como constantes adquiridas a partir de uma relacdo da area da
inclusdo com a matriz. Como nos testes faz-se 0 uso de um padrdo de estrutura da matriz e inclusdo, esta relacdo
permanece a mesma.

A andlise do trabalho € realizada em trés posi¢des diferentes para a localiza¢do da inclusdo, denominadas Posicdo A
para a inclusdo centralizada, Posi¢do B para a inclusdo fora do centro e a Posicdo C para a inclusdo préxima da condicao
de contorno (engaste), como representado respectivamente pelas figuras Fig. 3, Fig. 4 e Fig. 5, vale ressaltar que o intuito
deste é avaliar a aproximagdo da inclusdo na condicdo de contorno.

Na Figura 3 é ilustrado a primeira localizagdo, Posicdo A, considerando uma chapa retangular com inclusdo
centralizada na matriz:

0,00 50,00 100,00 {mm)
25,00 75,00
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Figura 3. Posicdo A: llustracdo da modelagem da matriz retangular com uma inclusdo centralizada.

Jana Figura 4 esta representada a segunda posicgao da inclusdo, onde analisa-se uma inclusdo circular imersa em uma
chapa retangular com as mesmas caracteristicas definidas acima, porém distante do centro da matriz, ou seja, houve uma
aproximagao da incluséo a condig&o de contorno da chapa.

0,00 50,00 100,00 (mm)
25,00 75,00

Figura 4. Posi¢do B: llustragdo da modelagem da matriz retangular com uma incluséo fora do centro
Por sua vez na terceira disposicao, a Posi¢do C considera uma chapa retangular com a incluséo circular e as mesmas

caracteristicas das outras duas, mas agora a inclusdo estd bem préxima da aresta engastada da matriz. Como pode ser
observado na Fig. 5.

0,00 50,00 100,00 {mm)
| EE—— ES—
25,00 75,00

Figura 5. Posi¢éo C: llustracdo da modelagem da matriz retangular com uma inclusédo proxima da aresta
engastada.

Um algoritmo em linguagem Python denominado Tensor Efetivo que utiliza as Eq. (9) e Eq. (10), da inicio ao
desenvolvimento do artigo, pois verifica-se que as constantes elasticas da matriz e inclusdo sdo diferentes, fazendo-se
necessario o incremento e o0 uso do tensor constitutivo efetivo que represente o material do composito bifésico.

Apos efetuar os calculos do tensor constitutivo efetivo, € implementado no mesmo algoritmo as Eq. (5) a Eq. (8) para
encontrar os campos de deformacéo e deslocamento na aresta carregada da matriz. A variacdo da posi¢do na incluséo,
que a principio esta centralizada e € movida gradativamente na direcdo do apoio engastado da chapa sdo modeladas através
dos limites de integracdo das Eq. (6) e Eq. (7); com isso os campos desejaveis podem ser encontrados sem maiores
dificuldades.

Para cumprir os objetivos do trabalho, foram realizados testes computacionais com a modelagem de estruturas
homogeneizadas (Tensor Efetivo), e assim comparadas com o software Ansys. Os deslocamentos totais e deformacfes
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encontradas utilizando perturbacdo no campo de deformagdes constantes, exibiram um comportamento bem préximo do
encontrado no software Ansys que emprega o0 método dos Elementos Finitos.

Sendo assim, torna-se necessario expor a quantidade de nds e elementos utilizados na malha de elementos finitos,
pois evidenciam a acuracia dos resultados obtidos. Com isso, na primeira posi¢do foram usados um total de 3 599
elementos provenientes de uma quantidade de 11 032 nds decorrentes da soma de 9 028 n6s da matriz e 2 130 nds da
incluséo, vale ressaltar que nesta adi¢do tém-se a sobreposicao dos n6s na compatibilizacéo entre as duas malhas geradas
(matriz e inclusdo). Ja na Posicdo B gerou-se 2 902 elementos na matriz e 772 elementos na inclusdo, donde contabilizou
um total de 11 257 n6s. Na Ultima posicdo foi obtido um total de 11 291 n6s que originaram 3 684 elementos. Deste
modo, as malhas geradas resultou os bons resultados exibidos abaixo.

Os deslocamentos totais abaixo ilustrados, dizem respeito a borda engastada da matriz:

Deslocamentos (mm) gerados na extremidade direita da chapa
0.030

0.025 Il Ansys Workbench [
[ Tensor Efetivo

Posicao B
o
(=]
o
[N ]
o

Posicao C
o
o
o
[
w

Figura 6. Graficos comparativos dos deslocamentos totais das respectivas posi¢des da incluséo.

Utilizando a Figura 6, pode-se notar que a comparacdo dos deslocamentos, quando a inclusdo esta localizada no
centro da matriz (Posicdo A) e quando est4 mais proxima da aresta engastada (Posicdo C), tem-se 0os melhores resultados,
com diferengas em modulo respectivamente de 6.246013 - 10™* mm e 3.400 - 10~> mm. Contudo, ja na Posicdo B é
observado a maior alteragio entre os dois métodos, chegando a uma diferenca de 9.8914723 - 10~* mm, como pode ser
melhor visualizado na Tab.1.

Tabela 1. Resultados dos deslocamentos na extremidade com carregamento distribuido da chapa.

Deslocametos Ansys | Deslocamentos Tensor Efetivo
Posicdo A | 2.3798-10"2 mm 2.31733987 - 102 mm
Posicdo B | 2.3633:10"3mm 3.35244723 103 mm
Posicdo C | 2.3645:10"3mm 2.3985: 1073 mm

Outra analise interessante é o comportamento que o deslocamento tem a medida que a posi¢do da inclusdo se
movimenta. Nota-se que a variacdo da Posic8o A para a Posicdo B gera a maior queda nos deslocamentos apresentados,
pois observando a Posicéo B para a Posicao C, este declinio continua porém menos acentuado.

A préxima figura ilustra a comparagdo da deformacdo da chapa entre o software Ansys e o Tensor Constitutivo
Efetivo.
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Figura 7. Gréficos comparativos das deformagdes totais das respectivas posi¢des da incluséo.

As deformacdes totais referentes a extremidade cujo carregamento esta distribuido representadas na Fig. 7,
mostraram-se mais proximas na Posicdo B e na Posigdo C, com uma alteragdo de aproximadamente 1.4680229 - 1076
na segunda localizagdo da inclusdo, e 1.4940 - 10~°na Ultima localizagdo. Ja a Posicdo A, apresenata a maior diferenga
do teste com 4.332716 - 107> de alteracdo entre os modelos propostos, como pode ser melhor visualizado na Tab. 2.
Contudo, pode-se afirmar que os resultados adquiridos sdo bons, pois ressalta-se que as perturbacGes no campo de
deformagdes utilizadas sdo constantes.

Na Tabela 2 a seguir, estdo explicitos os valores encontrados para as deformacg6es totais utilizados na construgdo da
Fig. 7:

Tabela 2. Resultados das deformagdes na extremidade com carregamento distribuido da chapa.

Deformagdes Ansys | Deformacbes Tensor Efetivo
Posicéo A 3.7408-10~* 3.3075284 - 10~
Posicéo B 3.6211-107° 3.47429771-107°
Posicdo C 2.6653-107° 2.5159-107°

Avaliando um pouco mais a Tab. 2 e a Fig. 7, verifica-se uma queda consideravel de deformacéo entre a Posi¢do A
e a Posi¢do B, no entanto entre a Posi¢do B e a Posicdo C observa-se 0 mesmo comportamento, porém agora a deformagéo
que ocorre é menor do que a encontrada entre as duas primeiras posi¢des.

Com o auxilio da Tab. 1 e da Fig. 6 nota-se que quanto menor for a distancia entre a inclusdo e o engaste, o
deslocamento tende a diminuir, contudo entre as posi¢fes que estdo mais proximas da borda engastada é apresentado um
deslocamento minimo. Deste modo analisando as deformagfes que correspondem a Tab. 2 e a Fig. 7, percebe-se que
assim como no deslocamento ocorre um declinio a medida que a inclusdo é movida do centro do material, na deformacéo
tem-se 0 mesmo comportamento, porém a alteracdo entre as duas Gltimas posicfes ndo sdo tdo pequenas, quanto no
deslocamento. Entretanto, confrontando os resultados obtidos nas deformagdes e nos deslocamentos das trés posices, a
inclusdo mais afastada do engaste (posi¢éo centralizada) apresenta a maior deformagéo e deslocamento.

5. COSIDERACOES FINAIS

A analise dos resultados encontrados revelam que os objetivos do trabalho foram alcangados, pois o0 método de Mori-
Tanaka desenvolvido na linguagem de programacédo Python, se mostrou eficaz para a proposta do estudo de um compdsito
bifasico isotropico, considerando uma regido retangular com uma inclusdo circular em diferentes posicées.

Mesmo que estimado as perturbaces no campo de deformacbes como constantes, as solu¢Bes obtidas com o Tensor
Constitutivo Efetivo apresentou-se muito proximas dos resultados fornecidos pelo software Ansys, que utiliza 0 método
dos elementos finitos. Sendo possivel afirmar que quanto mais distante da extremidade engastada a incluséo esta, maior
serd a deformacdo e o deslocamento por ela adquirido, evidenciando também que o comportamento das trés posi¢des
seguem um padrdo de declinio, entretanto menos acentuado nos deslocamentos entre as duas Ultimas posi¢des.
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Abstract: Considering an isotropic two-phase material (inclusion and matrix), this work aims is to analyze the
mechanical behavior of body through the location of the inclusion in the matrix, beginning with a central inclusion and
approaching this inclusion to the boundary conditions. This hypothesis will be tested with a homogenized structure and
another one with an explicit inclusion and matrix. For this to occur, the Mori-Tanaka homogenization's method is used,
in order to obtain the constitutive tensor for this isotropic two-phase solid. To calculate the effective properties of the
composite, an algorithm was implemented in Python language and for the modeling and discretization of the structure,
finite elements software Ansys is used. The evaluation of the proposal is summarized in a comparative analysis of the
results, which showed that the results are plausible and provide some considerations about the effect of the inclusions in
the boundary conditions of the matrix.

Keywords: Numerical methods, homogenization's method, inclusion, two-phase material, finite elements.



