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Resumo: Trata-se do estudo da modelagem matemática de um atuador pneumático responsável pelo acionamento de 

uma bancada para ensaio de estruturas mecânicas. Os atuadores pneumáticos têm como vantagens serem uma 

tecnologia de baixo custo, manutenção fácil, boa relação peso/potência, rapidez de resposta, e principalmente uma 

tecnologia limpa, que não polui o meio ambiente. Porém, para atuadores pneumáticos a modelagem matemática é 

complexa quando comparada a outros tipos de acionamentos, pois apresentam limitações severas no controle 

decorrente das características altamente não lineares. A metodologia utilizada para o desenvolvimento da modelagem 

matemática do atuador pneumático compõe-se das etapas de revisão bibliográfica, da sistematização das equações 

constitutivas do sistema incluindo-se as não linearidades e da determinação dos parâmetros do sistema dinâmico. O 

objetivo principal deste trabalho é a modelagem matemática do atuador pneumático utilizando um modelo matemático 

não linear de 5ª ordem, o qual inclui as não linearidades presentes no sistema, bem com a identificação dos parâmetros 

do modelo em estudo. Os resultados obtidos ilustram as características do modelo matemático desenvolvido. A 

bancada para ensaio de estruturas mecânicas está sendo desenvolvida com apoio do MCTI/CNPq/SPM-PR/Petrobras 

(edital no. 18/2013) e da CAPES/FAPERGS (edital no. 15/2013). 
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1. INTRODUÇÃO  

 

O presente trabalho trata da modelagem matemática e da identificação dos parâmetros do modelo de um cilindro 

pneumático de dupla ação e haste simples utilizado no sistema mecatrônico para acionamento de uma bancada de 

ensaios de estruturas. 

Devido ao grande aumento do desenvolvimento tecnológico que caracteriza o mundo moderno, as aplicações de 

precisão tem conquistado um crescente espaço no ambiente industrial. Em particular, os campos da automação e da 

robótica que estão presentes em diversas áreas de produção (SOBCZYK, 2009), e utilizam a pneumática como meio de 

aplicações pelas diversas vantagens que o caracterizam. 

A pneumática é o ramo da engenharia que estuda a aplicação do ar comprimido para a tecnologia de acionamentos 

e comandos. Nos últimos anos a pneumática tornou-se uma das tecnologias mais utilizadas, por se tratar de uma 

tecnologia de baixo custo, manutenção fácil, boa relação peso/potência, rapidez de resposta, fácil manutenção e 

principalmente uma tecnologia limpa, que não polui o meio ambiente (NISHIOKA et al., 2010; LEE et al., 2010; 

VALDIERO et al., 2011; QIONG et al., 2011; WANG et al., 2011). 

Contudo, para atuadores pneumáticos a modelagem matemática é complexa quando comparada a outros tipos de 

acionamentos, pois apresentam limitações no controle decorrente das características não lineares inerentes ao sistema. 

Dentre essas não linearidades, pode-se destacar a compressibilidade do ar, a vazão mássica nos orifícios da válvula e a 
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zona morta, além do atrito entre as partes móveis e as vedações do atuador que também exibe características não 

lineares, tornando difícil o controle do sistema. 

Atualmente, diversos autores (PRADIPTA et al., 2013, LAGHROUCHE et al., 2013) apresentam estudos 

relacionados aos efeitos de degradação do desempenho do movimento causados pelas características não lineares do 

atrito que precisam ser conhecidas e compensadas para o bom desempenho do sistema dinâmico. Shen et al. (2013) 

destaca que a compensação e a modelagem do atrito dinâmico têm feito grandes avanços, motivada por modelos em 

combinação com métodos de identificação baseados em dados experimentais para a compensação de atrito. 

As vazões mássicas são funções não lineares das pressões nas câmaras do cilindro e da tensão aplicada a 

servoválvula. É através da servoválvula que se obtêm a vazão mássica a qual é liberada pelos orifícios e coloca em 

funcionamento o cilindro. A vazão mássica de ar está relacionada à variação de pressão nas câmaras do cilindro 

utilizando-se o princípio da conservação de energia.  

A zona morta é uma relação estática de entrada-saída na qual para uma faixa de valores de entrada a resposta de 

saída é nula. Sua inclusão na modelagem matemática do atuador pneumático é importante, pois possibilita minimizar os 

erros de seguimento de trajetória e também contribui para que não ocorra degradação no desempenho do controlador, 

destaca Ritter (2010). 

Sendo assim, ao modelar o comportamento dinâmico de um atuador pneumático, é necessário considerar as não 

linearidades presentes neste sistema dinâmico, como uma forma de compensar essas características não lineares e 

minimizar seus efeitos danosos, os quais prejudicam o desempenho do sistema. O controle de servoposicionadores 

pneumáticos tem evoluído muito na última década, sendo que existe um grande número de estudos relacionados a não 

linearidades de sistemas pneumáticos. 

Este trabalho inicia com uma breve descrição da bancada de ensaios de estruturas e do atuador pneumático, a seguir 

apresenta a modelagem matemática e o estudo de suas características não lineares, posteriormente apresenta os 

resultados obtidos na modelagem matemática e nas simulações experimentais. Por fim, apresentam-se as conclusões. 

 

2. DESCRIÇÃO DO ATUADOR PNEUMÁTICO E DA BANCADA DE ESTRUTURA 

 

A Figura 1 apresenta o desenho esquemático do acionamento pneumático. Este acionamento é constituído por um 

cilindro pneumático de haste simples e dupla ação e por bancada de ensaios de estruturas. O servoposicionador 

pneumático é um sistema que possibilita o posicionamento de uma carga mecânica em uma localização desejada ou 

seguir uma trajetória variável em função do tempo. O elemento responsável pela aplicação da força sobre a carga é dito 

atuador e sua forma de acionamento pode ser elétrica, hidráulica ou pneumática. Neste trabalho, o sistema de 

posicionamento a ser estudado é composto por um atuador pneumático. 

A bancada de ensaios em estudo é formada por uma estrutura mecânica composta de colunas e vigas. Nesta 

bancada monta-se a estrutura do tipo pórtico para ensaio de aplicação de uma carga central com a medição do espaço 

útil disponível, da massa da estrutura, da máxima força de carga FL que a estrutura resiste e da deflexão central y da 

estrutura.  

 

 
 

Figura 1: Vista isométrica da bancada de ensaio de estruturas. 
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O atuador pneumático funciona com o ar comprimido que é fornecido à servoválvula a uma dada pressão de 

suprimento (    antecipadamente regulada. Durante a operação, o controlador gera uma tensão de controle u, que 

energiza as bobinas do solenoide da válvula de modo que uma força magnética resultante é aplicada no carretel da 

servoválvula, produzindo o deslocamento    do carretel. Este, ao ser deslocado, abre os orifícios de controle para que 

uma das câmaras do cilindro seja ligada à linha de pressão de suprimento e a outra seja ligada à pressão atmosférica 

(     . Dessa forma, produz uma diferença de pressão nas câmaras do cilindro, que resulta em uma força pneumática 

que movimenta o êmbolo do cilindro e gera um deslocamento y, positivo ou negativo, dependendo do sinal de entrada.  

 

3. MODELAGEM MATEMÁTICA DO ATUADOR PNEUMÁTICO 

 

Esta seção apresenta a modelagem matemática que descreve o comportamento dinâmico do atuador pneumático e 

suas principais características não lineares. O modelo proposto é de 5ª ordem e apresenta a combinação da dinâmica da 

válvula com a dinâmica do cilindro, bem como, o modelo dinâmico do atrito, considerando-se como hipóteses que o ar 

funciona como um gás perfeito; o sistema é considerado adiabático, ou seja, com trocas de calor desprezíveis através 

das paredes do cilindro; a temperatura do ar de suprimento é constante; os vazamentos internos que ocorrem na válvula 

são desconsiderados; o atrito entre o pórtico da válvula e o carretel não é considerado. 

Considera-se neste modelo as principais não linearidades da zona morta, a equação da vazão mássica, a equação do 

movimento incluindo o atrito dinâmico. 

A não linearidade da zona morta que é considerada como sendo uma sobreposição do ressalto do carretel da 

servoválvula em relação ao orifício de passagem do ar sob pressão, já que a largura do ressalto do carretel é maior que a 

largura do orifício. A presença da zona morta nas servoválvulas gera limitações significativas no desempenho de 

controladores por realimentação, principalmente no que diz respeito à minimização do erro de posicionamento e de 

seguimentos de trajetórias, diante disso, se faz necessário a utilização de metodologias de identificação e compensação 

dessa não linearidade. A eq. (1) descreve tal não linearidade: 

 

        

                                          

                                               

                                        

                                                       (1) 

 

Onde     é o limite direito da zona morta,     é o limite esquerdo da zona morta, U é o sinal de entrada,    é a 

inclinação direita da zona morta e    a inclinação esquerda da zona morta. 

As vazões mássicas são funções não lineares das pressões nas câmaras do cilindro e da tensão u aplicadas a 

servoválvula . É através da servoválvula que se obtêm a vazão mássica a qual é liberada pelos orifícios e põe em 

funcionamento o cilindro, contudo depende da tensão de controle u e também das pressões nas câmaras deste cilindro. 

A vazão mássica de ar esta relacionada a variação de pressão nas câmaras do cilindro utilizando-se o principio da 

conservação de energia. Com o intuito de facilitar a modelagem matemática da vazão mássica, Endler (2009) 

apresentou um equacionamento completo através de curvas de pressão em função do tempo levantadas 

experimentalmente, conforme descrito pelas equações: 

 

                                                                                            (2) 

                                                                                            (3) 

 

onde    e    são funções sinal dadas por: 
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onde      é a pressão de suprimento,      é a pressão atmosférica e       e      são coeficientes constantes 

característicos respectivamente do enchimento e do esvaziamento das câmaras do cilindro. 

Para determinação da dinâmica das pressões nas câmaras do cilindro utiliza-se a equação da continuidade e a 

equação do movimento da haste, baseando-se no princípio de conservação de energia, o qual resulta em duas equações 

não lineares de primeira ordem: 
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                                                                           (7) 

 

onde, T é a temperatura do ar de suprimento,              é a vazão mássica na câmara A do cilindro,    é a 

pressão na câmara A do cilindro,         é a relação entre os calores específicos do ar, onde    é o calor específico 

do ar à pressão constante,    é o calor especifico do ar a volume constante,    é o volume na câmara A. 

O movimento da haste de um cilindro é gerado através das forças aplicadas sobre o êmbolo do cilindro. De maneira 

geral quando se trabalha com sistemas que envolvam movimento é necessário tratar com muito cuidado os resultados 

procedentes do atrito, pois este pode causar dificuldades no controle, bem como a degradação do sistema.  

A partir da aplicação da 2ª Lei de Newton, tem-se a determinação da equação de equilíbrio dinâmico das forças, 

dada por:  

 

 
Lpatr FFFyM                                                                               (8) 

 

onde M é a massa deslocada composta pelo êmbolo e pela haste do cilindro e    é a aceleração da haste do cilindro 

pneumático, e Fatr é a força de atrito, Fp  é a força pneumática, dada pela diferença de pressão nas câmaras do cilindro, 

ou seja, A(     ), logo: 

 

                                                                                            (9) 

 

Assim, pode-se reescrever a eq. (8) da seguinte forma: 

 

   
 

 
                                                                                    (10) 

 

Valdiero (2012) destaca que o atrito é um fenômeno não linear que exibe diversas características não lineares. As 

características de atrito são em geral dependentes da velocidade, da temperatura, do sentido do movimento, da 

lubrificação e do desgaste entre as superfícies. As características dinâmicas do atrito são responsáveis por degradações 

no desempenho do sistema e necessitam serem observadas para uma adequada compensação e consequentemente 

diminuição de seus efeitos. Contudo, mesmo sendo o atrito um fenômeno bastante estudado por pesquisadores nos 

últimos anos não se tem um modelo dinâmico aceito universalmente, no entanto a escolha de um modelo mais adequado 

que inclua todas essas características se dá ao conhecido modelo LuGre, dado pela seguinte equação: 

 

                       
 
                                                                     (11) 

 

onde o parâmetro    representa o coeficiente de rigidez das deformações microscópicas entre as superfícies de contato, 

   é um estado interno não mensurável que representa a deformação média que entre as superfícies e   é o coeficiente 

de amortecimento associado à taxa de variação  ,    é o coeficiente de arraste,    é a velocidade relativa entre as 

superfícies e a função sinal            que tem a finalidade de manter a característica do elemento. Sendo que a força 

de atrito é composta por três parcelas, a primeira proporcional as médias das deformações (   ), a segunda proporcional 

a taxa de variação das deformações        a terceira delas refere-se ao atrito de arraste o qual é causado pela resistência 

ao movimento de um corpo através de um fluído, sendo proporcional ao quadrado da velocidade. 

A dinâmica das microdeformações denotada pela variável não mensurável   é modelada através da seguinte 

equação: 

 
  

  
           

  

       
                                                                       (12) 

 

onde         representa uma função positiva que descreve parte das características do atrito em regime permanente, 

descrita por: 

                   
  

  

   
 
 

                                                                  (13) 

 

em que Fc é a força de atrito de Coulomb, Fs é a Força de atrito estático,    é a velocidade e     é a velocidade de 

Stribeck. 

Sendo assim, levando em consideração as não linearidades presentes no sistema dinâmico, propôs-se um modelo 

matemático descrito por um sistema de equações diferenciais ordinárias de 5ª ordem o qual descreve o 

servoposicionador pneumático linear, representado na forma de variáveis de estado, em que     ,      ,      , 

      e     , tem-se: 

 

                                                                                            (14) 
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onde    é a posição do êmbolo,    é a velocidade,    e    as pressões na câmaras A e B do cilindro, e    é a dinâmica 

das microdeformações, Fatr a força de atrito, qma e qmb  são as vazões mássicas nas câmaras A e B do cilindro, A é a área 

do cilindro, Va0 e Vb0 os volumes das câmaras A e B, respectivamente, T é a temperatura do ar de suprimento, R é a 

constante universal dos gases, e   é a relação entre os calores específicos do ar. 

 

4. VALIDAÇÃO  EXPERIMENTAL  

 

Esta seção apresenta os resultados experimentais em malha aberta da dinâmica do movimento do atuador 

pneumático em estudo e que serviram para identificação dos parâmetros do modelo apresentado na seção anterior.  Para 

os testes experimentais, utilizou-se uma bancada composta por um microcomputador interligado a uma placa dSPACE 

1104 responsável pela captura e armazenagem dos dados, a qual utiliza a integração dos softwares Matlab/Simulink e 

ControlDesk, uma servoválvula proporcional e um atuador pneumático de dupla ação e haste simples, acoplado a um 

sensor de posição, conforme mostrado na Fig. 2: 

 

 
 

Figura 2: Atuador Pneumático: (a) desenho do circuito pneumático conforme norma ISO1219 e (b) 

fotografia da bancada de testes para aquisição de dados experimentais. 

 

A Tabela 1 apresenta os parâmetros do atuador pneumático, os quais foram obtidos através de medições nos testes 

experimentais com a bancada mostrada na Fig. 2-(b) e nos catálogos do fabricante. 

 

Tabela 1: Parâmetros do Atuador Pneumático 

 

Descrição dos Parâmetros Simbologia Valor 

Relação entre calores específicos do ar 

(adimensional) 
  1.4 

Área do êmbolo (    A1 7,9x10
-3 

Área do êmbolo descontada a haste (    A2 7,4x10
-3 

Massa acoplada (kg) M 6,03
 

Pressão de suprimento (Pa)    7x10
5 

Pressão atmosférica (Pa)      1x10
5 

Volume na câmara A (        1,9958x10
-3 
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Volume na câmera B (        1,8723x10

-3 

Curso total (m) L 0,5 

 

Para a identificação dos parâmetros do modelo em estudo, foram capturados vários experimentos variando o 

sinal de controle de abertura da válvula de velocidades baixas até a máxima velocidade de trabalho do sistema. 

Apresenta-se a seguir a validação do modelo matemático adotado de 5ª ordem para o movimento de avanço do cilindro. 

Para a validação deste modelo utilizou-se um sinal de controle de 4,1 volts para o avanço. Também foram estimadas a 

pressões iniciais para as simulações numéricas computacionais, a fim de obter a validação do modelo matemático 

adotado. Os gráficos das Figuras 3, 4 e 5 ilustram os resultados obtidos com entrada em degrau de 4,1 Volts. 

 

 
Figura 3: Gráfico do sinal controle com entrada de 4.1 Volts 

 

 
Figura 4: Gráfico da dinâmica das pressões 
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Figura 5:  Gráfico comparativo do teste experimental com a simulação computacional do modelo de 5ª Ordem 

para o movimento de avanço 

 
A Figura 5 mostra o gráfico comparativo da simulação computacional do modelo matemático de 5ª. ordem e dos 

resultados do teste experimental em malha aberta que permite ilustrar as características o sistema dinâmico e a 

validação da modelagem. 

 
5. CONCLUSÕES  

 

Foi desenvolvida a modelagem matemática para um atuador pneumático utilizado numa bancada de ensaio de 

pórticos. Os resultados de testes experimentais em malha aberta permitiram identificar os parâmetros do modelo da 

dinâmica do movimento do atuador pneumático em estudo. Foram apresentados os resultados do teste com entrada em 

degrau de 4.1 Volts. Os resultados ilustram a eficiência da metodologia proposta para o desenvolvimento do modelo 

matemático e permitem observar o comportamento dinâmico do atuador pneumático. O trabalho prevê futuras 

aplicações em problemas da indústria tanto para auxílio ao projeto de acionamentos pneumáticos como para uso em 

estratégias de controle baseado em modelo. 
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Abstract: This paper is the study of mathematical modeling of a pneumatic actuator responsible for triggering a bench 

for tests of mechanical structures. Pneumatic actuators have the advantages of being a low cost technology, easy 

maintenance, good power/weight ratio, fast response, and especially a clean technology that does not pollute the 

environment.  However, for pneumatic actuators mathematical modeling is complex when compared to other types of 

drives, since they have severe limitations in control resulting from the highly nonlinear characteristics. The 

methodology used to develop the mathematical modeling of the pneumatic actuator comprises the steps of literature 

review, the systematization of the constitutive equations of the system itself, including the nonlinearities and the 

determination parameters of the dynamic system. The main objective of this study is the mathematical modeling of the 

pneumatic actuator using a nonlinear mathematical model of 5
th

 order, which includes the nonlinearities present in the 

system, as well as the identification of the model parameters under study. The results illustrate the features of the 

developed mathematical model. A bench for testing of mechanical structures is being developed with support from 

MCTI/CNPq/SPM-PR/Petrobras (public notice nº. 18/2013) and CAPES/FAPERGS (public notice nº 15/2013). 
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