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Resumo: Este trabalho apresenta o desenvolvimento de programas com a finalidade de simular numericamente a
transferéncia de calor no processo de prototipagem rapida por deposi¢do de metal em camadas sucessivas utilizando
soldagem a arco, também chamada de soldagem 3D (3D Welding). Com o objetivo de conseguir prever o comportamento
do material depositado, a transferéncia de calor é analisada. Um modelo numérico que utiliza o método dos elementos
de contorno € desenvolvido, a partir do qual se torna possivel simular determinadas condi¢des. Para as simulagdes sdo
consideradas condic8es de contorno de temperatura, fluxo de calor, conveccao e radiacédo, sendo possivel também o uso
de fontes pontuais de calor. Dentro do método dos elementos de contorno sdo utilizadas duas metodologias, 0 método
da reciprocidade dual e a solugdo fundamental transiente. Ao final valida-se o codigo comparando os resultados
numéricos com solugdes analiticas.

Palavras-chave: elementos de contorno, transferéncia de calor, reciprocidade dual, solugdo fundamental

1. INTRODUCAO

Ultimamente, 0s processos de prototipagem répida (em inglés, Rapid Prototyping) vem ganhando for¢a na industria.
Isso devido a continua exigéncia de minimizar gastos financeiros e de tempo na fabricacdo de prot6tipos. Comparado a
outros processos de fabricagdo, a construgdo camada a camada da maior liberdade na confecgdo da pega, sendo esta a
vantagem que torna o método téo atrativo.

Na soldagem 3D, o processo comega com a criagdo de um modelo s6lido em CAD (Computer Aided Design). Entéo
¢ usado um software para tracar o percurso da tocha, o0 modelo é dividido em camadas sucessivas, tragando um caminho
continuo que sera percorrido pelo rob6 de solda. Ja que o metal de solda sai a altas temperaturas e é um bom acumulador
de calor, o tempo de resfriamento da poca de solda aumenta gradativamente, com isso a altura esperada de cada camada
varia.

O acumulo de calor gera, por consequéncia, variacdes das caracteristicas do sélido. Por isso é necessario um estudo
mais aprofundado da transferéncia de calor com objetivo de controlar as varidveis pertinentes para melhorar a qualidade
do protdtipo.

O intuito deste trabalho é criar um programa, através do software MatlLab, capaz de simular numericamente
problemas de transferéncia de calor com diversas condi¢es de contorno. O método no qual a pesquisa se baseia é o
método dos elementos de contorno (MEC) e tem como objetivo criar programas capazes de simular problemas de
transferéncia de calor com diferentes condi¢Ges de contorno, para que seja possivel simular casos de soldagem 3D usando
um rob6 de solda MIG/MAG.

2. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

O método dos elementos de contorno (BEM — Boundary Elements Method) é uma técnica computacional para a
aproximagao de solucdes de problemas na mecéanica do continuo. Esses problemas sdo caracterizados matematicamente
por equacdes diferenciais governantes cujas solugdes analiticas, dependendo da complexidade do caso, ndo sdo possiveis
de encontrar.

Técnicas de simulagdo numérica podem ser divididas em trés grandes vertentes: diferencas finitas, elementos finitos
e elementos de contorno. Todos os trés envolvem Substituicdo de expressdes envolvendo calculo por relagGes algébricas
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aproximadas, uso de malha computacional para descrever a geometria do corpo a ser simulado e solucdo de equacdes
algébricas para determinar as condicoes desconhecidas na malha.

Nenhum método se mostra superior aos outros em todos os casos. Cada um possui suas vantagens e desvantagens.
No caso dos elementos de contorno algumas de suas vantagens sdo: simples modelagem de fronteiras e condicbes de
contorno, necessita apenas de malha superficial, ideal para problemas com dominio infinito e a precisdo da solucdo ndo
esta ligada a quantidade de pontos internos. Em contrapartida é necessaria uma solucdo fundamental que represente o
comportamento do fendmeno fisico, possui uma grande quantidade de integragdes numéricas e funcfes complexas e tem
matrizes cheias e assimétricas.

2.1. Transferéncia de Calor

A lei de conducdo de calor de Fourrier é determinada experimentalmente e relaciona o gradiente de temperatura com
a taxa de conducdo de calor no tempo. A partir dessa lei séo encontradas as equacdes de conducéo de calor, que para uma
parede extensa plana com condutividade constante é representada pela Eq. (1) quando em regime permanente e pela Eq.
(2) quando em regime transiente como mostra Cengel (2008).

VT =0 (1)
2 10T _
VAT ———=0 2

Onde V2 é o Laplaciano, T é a temperatura, t é 0 tempo e d é o indicador de derivagdo parcial.

Existem quatro condigdes de contorno principais: temperatura conhecida, fluxo conhecido, convecgéo e radiacdo. As
equagcdes gerais da conducdo de calor ndo incorporam nenhuma informacg&o sobre as condi¢Ges de contorno, necessitando
entdo determinar essas condic¢Bes térmicas nas superficies das fronteiras para que a descricdo do problema esteja completa.

As condicBes de temperatura e fluxo sdo mais simples, onde se tem diretamente ou o valor da temperatura ou o do
fluxo de calor. A condigdo de contorno de convecgdo é um pouco mais complexa, porém o fluxo varia linearmente com
a temperatura, considerando o coeficiente de transferéncia de calor por convec¢do constante. Por Gltimo, a condicdo de
contorno de radiacdo € a mais complicada, ja que o fluxo de calor varia com a temperatura de forma néo linear. A radiagcdo
considerada é completamente dissipada para o meio externo, fazendo com que o fator de forma (ou fator de viséo) seja
sempre unitario.

2.2. Solugédo Fundamental

Uma das principais caracteristicas do método dos elementos de contorno é o uso de solugdes conhecidas do problema
a ser investigado. Na condugdo de calor, a resposta térmica estacionaria de um meio infinito condutor para um ponto fonte
com geracdo interna de energia é chamada solucéo fundamental. Essa solucdo deve satisfazer a equacdo diferencial dada
pela Eq. (3), como mostram varios trabalhos (Brebbia, 1992; Partrdge, Brebbia e Wrobel, 1991 e Kane, 1994).

_ S(x—ad)
k

V2T* = ©)

Onde T~ ¢é a solugdo fundamental de temperatura, §(x — d) é o delta de Dirac que tende ao infinito quando o ponto
analisado (x) estiver sobre o ponto fonte (d) e k € a condutividade térmica do material.

A funcéo delta de Dirac € ideal para representar cargas e fontes pontuais, e é ativada quando o ponto fonte coincide
com o ponto campo. Intuitivamente o problema parece artificial, j que a temperatura no centro da fonte concentrada deve
ser infinita, certamente o material derreteria e em seguida se vaporizaria. Matematicamente, é dito que esse
comportamento é singular, e esse € um ponto de singularidade. Ou seja, para a compreensao do método, a melhor maneira
para caracterizar esse tipo de fungdo é admitir que ela é fisicamente estranha mas matematicamente Util.

Para estudar a solucéo da Eg. (3), considere a origem do sistema de coordenadas bidimensional o ponto fonte (d=0)
assim como mostra a Fig. 1, adaptada do trabalho de Kane (1994). Essa mesma equacdo diz que o Laplaciano da
distribuicdo de temperatura é zero em todos 0s pontos, exceto na origem. Portanto, é necessario selecionar uma equagdo
fundamental que tenha um comportamento singular na origem. Outra consideracdo € que o problema deve ter simetria
cilindrica com relacdo a origem, ou seja, 0s pontos campo a uma distancia radial R séo equivalentes.

Com todas essas consideracdes para o caso bidimensional, a fisica do problema sugere que a temperatura se comporte

da forma T = In(R), ja que o fluxo de calor, (Z—D, deve se comporta como % no caso bidimensional. As solugdes
fundamentais para o caso permanente e bidimensional estdo representadas nas Eq. (4) e Eq.(5).
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Cilindro

Ponto Fonte

Figura 1. Representacédo do ponto fonte no dominio.

s __1
= 2mkE In(R) ?
T =~ [ — %8 + O — y2)%5) ©

Onde E ¢ a espessura do elemento, considerada unitaria, X e y sdo as coordenadas X e y, e; € 0 vetor unitario na direcéo
j eosindices i e d representam 0 ponto campo e o ponto fonte, respectivamente.

A primeira afirmacdo que pode ser feita para o caso tridimensional é o fato de que a energia conduzida através da
esfera deve ser igual a energia gerada no seu interior. Para afirmar isso, a energia atravessando a superficie deve se
comportar como R™2, ja que a area do elemento agora se comporta como R? pois o problema se torna esférico. A partir
dai, infere-se que a solucio fundamental de temperatura se comporte como R~1. Com isso, as solucdes fundamentais
encontradas que satisfazem a Eqg. (3) s&o as Eq. (6) e Eq. (7).

% 1 _
T =_HR 1 (6)

T =- ﬁR%[(xi —x)es + (vi —ya)es + (z; — zg)es) (7)

A solucdo fundamental dependente do tempo para problemas de transferéncia de calor e sua derivada estéo
representadas pelas Egs. (8) e (9), como mostra Effren (1997).

o1 _ R
= ATt €Xp ( 4a1:) He(z) ()

N Ra_R RZ

* — an _~
~ 8ni2a? €Xp ( 4ar) He (T) ©)

Onde R Z—: é a projecdo da distancia R sobre a normal do contorno, t é o tempo de observagdo subtraido o tempo de

aplicacdo da fonte He(t) chama-se funcdo de Heaviside, que enfatiza que ndo pode haver resposta antes de ocorrer a
aplicacdo da fonte pontual.

2.3. Equacdo Integral

Aplicando a segunda identidade de Green com a solucéo fundamental da temperatura e a resposta real da temperatura
do problema tem-se a Eq. (10), como mostra Kane (1994).

[ VAT T*dQ — [ V2T TdQ = [[T*VT - dS — [(TVT" -7 dS (10)

Onde Q representa o dominio, S o contorno e 7 é o vetor normal a superficie.

A partir das propriedades da funcdo delta de Dirac e sabendo que para problemas permanentes o primeiro termo é
zero, como mostrado na Eq. (1), obtém-se as equagdes integrais para o caso permanente, Eq. (11), e para o caso transiente
a Eqg. (12). Tanto para o caso bidimensional quanto para o caso tridimensional a equagdo integral é a mesma. O fator
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geométrico (c) é 1 quando o ponto fonte esta dentro do contorno, 0 quando esta fora do contorno e 0,5 quando o ponto
fonte estiver no contorno, e este contorno for suave.

cT(d) = [;Tq"-1dS— [(T*q-1dS (11)

cT = aftzf JT*qds dt — afttof Joq'Tds dt (12)

2.4. Método da Reciprocidade Dual

O método da reciprocidade dual tem como funcéo transformar integrais de dominio em integrais de contorno. Seu
uso é vasto na solugdo de problemas transientes e € muito simples se comparado a outros métodos, dado a sua abrangéncia.
O método da reciprocidade dual propde usar uma série de solucdes particulares, ao invés de apenas uma Unica funcéo.
Isso porque em geral é dificil encontrar uma solugdo que satisfaca a Eq. (13), equagdo de Poisson, principalmente por
serem casos ndo lineares e que dependem do tempo.

VT = b (13)

Onde b é uma funcdo que pode depender da posicédo, do potencial ou do tempo. A solucdo deste problema é composta
da soma da solucdo particular com solugdo da homogénea, Eq. (14).

T=T+T (14)

Sendo T a solugéo particular e T a solugdo homogénea é possivel escrever a Eq. (15).
2/\
VT =b (15)

O método da reciprocidade dual propde usar uma série de solugdes particulares, Tj, ao invés de apenas uma Unica
funcdo T. Isso porque em geral é dificil encontrar uma solugdo que satisfaca a Eq. (15) principalmente em casos ndo

lineares e que dependem do tempo. O ndmero de solugdes 7‘]- encontradas é igual ao nimero total de nés do problema,

somando 0s nds no contorno (N) e também os pontos internos (L).
Com isso, a Eq. (16) é proposta, como mostra Partridge, Brebbia e Wrobel (1991):

b =34 (1) (16)

onde a; sao coeficientes desconhecidos inicialmente e f]. sdo funcdes de aproximacdo. A solucéo particular e a funcéo de
aproximagcdo sdo relacionadas segundo Eq. (17).

VT, = {f} (17)

J

A funcédo de aproximacdo f]. depende da geometria do problema. Existem varias funcGes de aproximacgdo possiveis,

escolher a mais apropriada faz parte da solugdo do problema.
Para obter a equagdo que rege 0 método sdo necessarias algumas manipulagdes matematicas. Substituindo a Eq. (17)
na Eq. (16) encontra-se uma equacéo que define o vetor b. Aplicando esse valor na Eq. (13) obtém-se a Eq. (18).

2 N+L 24
VT = Zj:l a;(V°T;) (18)
Manipulando matematicamente, obtém-se a equacdo integral do método, representada pela Eq. (19).
j=1

* * N+L - * AN * N

Utilizando um método de integracdo no tempo é possivel resolve a Eqg. (2), que é uma equagdo de Poisson, e simular
problemas de transferéncia de calor transiente.
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3. RESULTADOS
3.1. Programa Permanente 2D

Para a validacéo simulou-se o problema descrito pela Fig. 2, presente no livro “the dual reciprocity boundary element
method” de Partridge, Brebbia e Wrobel (1991). Nesse exercicio uma das condi¢Ges de contorno é a convecgdo, com um

coeficiente h = 10 W/mzoc e temperatura ambiente T,,,,;, = 500 °C.

g =h(T — Tamp)
26 24 22 20
29
31
d=0 T =300
33
35

Figura 2. Geometria e condic¢Ges de contorno do problema.
A Tabela 1 compara os resultados do programa criado com os presentes na referéncia acima citada. Como é
observado, o erro maximo é de 0,07%, o que d& a seguranca de dizer que o codigo funciona para as trés condi¢des de
contorno utilizadas.

Tabela 1. Comparacéo dos resultados da simulagéo 2D.

NG Temperatura Temperatura Erro Relativo
(°C) Programa (°C) (%)
385,12 384,99 0,03
372,98 372,93 0,01
351,83 351,90 0,02
323,48 323,72 0,07
20 442,50 442,39 0,02
22 469,57 469,45 0,03
24 478,68 478,60 0,02
26 482,30 482,23 0,01
29 455,84 455,60 0,05
31 424,88 424,71 0,04
33 402,82 402,70 0,03
35 390,57 390,46 0,03

A Figura 3 mostra a distribuicdo de temperatura presente na solugéo.
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Figura 3. Distribuicéo de temperatura obtida na simulagdo permanente 2D.

3.2. Programa Permanente 3D

Ao implementar o método dos elementos de contorno em uma malha tridimensional foi simulado o mesmo problema
representado pela Fig. 2 para valida-lo. Lembrando que, ao colocar duas superficies opostas com fluxo de calor iguais a
zero o problema se comporta como se fosse bidimensional. Os resultados da simulagdo se encontram na Tab. 2.

Tabela 2. Comparacao dos resultados da simulagéo 3D.

NG Temperatura Temperatura Erro Relativo
(°C) Programa (°C) (%)
2 385,12 384,82 0,08
372,98 372,70 0,07
6 351,83 351,58 0,07
8 323,48 323,29 0,06
20 442,50 442,28 0,05
22 469,57 469,48 0,02
24 478,68 478,64 0,01
26 482,30 482,25 0,01
29 455,84 439,29 3,63
31 424,88 412,47 2,92
33 402,82 395,20 1,89
35 390,57 387,79 0,71

A Figura 4 nos mostra a distribuicdo de temperatura presente na solugao.
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Figura 4. Distribuicio de temperatura obtida na simula¢io permanente 3D.

Tanto para o programa bidimensional quanto para o programa tridimensional foram simulados casos com condigéo

de contorno de radiacdo, como mostra a Fig. 5, as duas faces que ndo aparecem estdo isoladas termicamente para que 0
problema se torne bidimensional.

X .
¢ =os(T*~T1) ‘

Figura 5. Geometria e condic¢des de contorno do problema de radiagéo.

Onde a temperatura no infinito é igual a 100 °C (T, = 100 °C), a temperatura da face superior igual a 0°C (T = 0 °C),
as superficies laterais sdo isoladas termicamente (q =0 W/mz), emissividade do material igual a 1 (¢ =1),
condutividade térmica do material igual a 1 (k=1 W/m_ k) € constante de Stefan-Boltzmanm (o) igual a 5,67 x
1078 W/m2 o

A comparacdo do resultado com a solucdo analitica do problema encontra-se na Tab. 3, e a distribuicdo de

temperaturas na Fig. 6. Os erros sdo maiores quando feita a comparagdo com o valor analitico, chegando a 6,7%, porém
€ um erro aceitvel, validando assim o programa.

Tabela 3. Comparacéo dos resultados da simulacéo 3D da condi¢do de contorno de radiacéo.

PoSicA0 em Temperatura Temperatura Erro Relativo
¢ Y| numérica (°C) analitica (°C) (%)
0,05 5,33 5,39 0,97
0,15 4,77 4,82 0,95
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0,25 4,21 4,25 0,97
0,35 3,65 3,69 1,01
0,45 3,09 3,12 1,06
0,55 2,52 2,55 1,14
0,65 1,96 1,98 1,27
0,75 1,40 1,42 1,53
0,85 0,83 0,85 2,22
0,95 0,26 0,28 6,70

eix0 z

_ eixny
2ix0 ¥

Figura 6. Distribuicdo de temperatura obtida na simulagdo permanente 3D de radiacéo.
3.3. Programa Transiente 3D — Método da Reciprocidade Dual

Mesmo o programa tendo sido revisado exaustivamente, algum erro ainda persiste. Para demonstrar o problema foi
realizada uma simulacéo simples, um corpo quadrado de lado 10 m com temperatura inicial igual a 10 °C sofre um choque
térmico onde todas as suas faces ficam com uma temperatura de 0 °C. A Figura 7 mostra o comportamento da temperatura
no ponto central feito por um programa que funciona para casos 2D com o método da reciprocidade dual.

Simulando o mesmo caso no programa 3D obtém-se a Fig. 8. O caso descrito acima foi um dos que obteve o erro
mais sutil no ponto central, por isso foi utilizado para exemplificar o erro. Em todas as simula¢des algum ponto chega a
temperaturas ou muito altas, ou muito baixas.

Ponto Central
12 T T T T

Temperatura ("C)

12 14 16 18 20

10
Tempo (s)

Figura 7. Distribuicdo de temperatura obtida na simulagdo permanente 3D de radiacao.
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Figura 8. Distribuicdo de temperatura obtida na simulagdo permanente 3D de radiagéo.

Observando ambos os gréficos verifica-se que no inicio existe uma certa dificuldade de convergéncia em ambos os
casos, porém com intensidades diferentes. A partir dos 2 segundos iniciais a temperatura se comporta como o esperado,
indicando que o programa esta correto ate certo ponto.

Para solucionar o erro, foram verificados erros de célculo, testadas outras fungdes de aproximacéo, uso de diferentes
métodos para a integracdo no tempo e até testes com outras equacdes diferencias. No caso do uso de outras equacBes
diferenciais, utilizou a equacdo de Helmholtz, onde foram obtidos erros maiores que o normal, porém aceitaveis. O
programa em questdo utiliza elementos constantes, que ndo varia a temperatura ao longo do elemento, portanto
futuramente serd feita a mesma simulag&o utilizando outro tipo de elemento para ver se o0 erro persiste.

3.4. Programa Transiente 2D — Solugdo Fundamental Transiente

Utilizando a solugdo fundamental transiente, foi criado um programa bidimensional capaz de simular as mesmas
condi¢Oes de contorno, para que hum futuro seja desenvolvido também um programa tridimensional. O mesmo problema
mostrado na Fig. 2 foi utilizado para um caso onde a temperatura ja tenha se estabilizado. A distribui¢do de temperatura
esta representada na Fig. 9. O maior erro encontrado neste caso foi de 0,03%, que ndo é significativo.

10

9

300

0 2 4 6 g 10
Figura 9. Distribuicdo de temperatura obtida na simulacgéo transiente 2D com a solu¢éo fundamental transiente.

Para a condigdo de contorno de radiacdo, o programa ndo chega a uma solugdo estavel. As temperaturas ficam
variando pouco a pouco independente do periodo de tempo analisado. Esse erro é ocasionado por alguma aproximagdo
feita pelo programa, ja que os resultados se aproximam da resposta real.
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TRANSIENTE HEAT TRANSFER SIMULATION USING THE BOUNDARY
ELEMENTS METHOD
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Abstract. This work presents the development of a software for the purpose of numerically simulate the heat transfer in
the rapid prototyping process which deposits successive layers of metal using arc welding, also known as 3D welding.
In order to able to predict the behavior of the deposited material, the heat transfer is analyzed. A numerical model using
the boundary elements method is developed, from which it becomes possible to simulate certain conditions. The boundary
conditions of temperature, heat flux, convection and radiation are considered, it is also possible to use punctual heat
sources. Within the boundary element method two methods are used, the dual reciprocity method and the transient
fundamental solution. At the end the code is validated by comparing the numerical results with analytical solutions.

Keywords: boundary element, heat transfer, dual reciprocity, fundamental solution



