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Resumo. O habitáculo de um veı́culo automotivo pode ser considerada à grosso modo como a cavidade acústica aco-
plada a sua estrutura flexı́vel. A vibração transmitida pela estrutura, devido ao motor ou a trepidação da pista de
rolagem, gera oscilações acústicas no interior desta cavidade sendo responsáveis pelo desconforto sonoro dos passa-
geiros. Este problema de vibroacústica, relativamente complexo, pode ser simplificado seu estudo para geometrias mais
simples a fim de aplicar mais facilmente técnicas de analise analı́tico, numérico e experimental. Este trabalho apresenta
a solução analı́tica das frequências naturais e formas modais para cavidade acústica retangular rı́gida acoplada a placa
flexı́vel, através do método de separação de variáveis. A solução analı́tica é comparada a resultados numéricos e ensaios
experimentais.
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1. INTRODUÇÃO

Em nosso cotidiano estamos continuamente sujeitos a presença de ruı́dos em locais fechados. Estes locais podem ser
os mais variados como cabines de automóveis, trens, aviões, bem como em casas de máquinas, salas de concertos, teatros
e etc. De forma o estudo do comportamento acústico em cavidades é fundamental para o projeto de ambientes silenciosos
e confortáveis.

O campo acústico em cavidades apresenta comportamento ressonante devido às sucessivas reflexões nos contornos.
Em ressonância, a cavidade acústica apresenta uma frequência natural e um modo acústico (forma modal). A análise do
comportamento acústico em cavidades está intimamente ligada ao comprimento de onda das frequências naturais acústica
e as dimensões principais da cavidade.

Na presença de um contorno flexı́vel, o acoplamento entre a vibração da estrutura e as partı́culas fluidas ocorre na
interface sólido-fluido. Desta forma, tanto a pressão acústica interna afeta o movimento da estrutura, quanto o movimento
da estrutura altera o campo de pressão acústica. A interação fluido-estrutura agindo fluido pouco denso e compressı́vel é
conhecido como o acoplamento vibroacústico.

O equacionamento do problema vibroacústico é obtido através do acoplamento entre a equação da onda e das equações
de movimento estrutural. A maior parte dos problemas de vibro-acústica de ordem prática, envolve cavidades de geometria
complexa. A solução analı́tica é difı́cil. Nestes casos, a predição do comportamento vibro-acústico é feita por meios
numéricos. Consequentemente, existem poucos exemplos analı́ticos para a validação de modelos numéricos.

O presente trabalho apresenta o estudo analı́tico do problema vibroacústico de uma cavidade acústica rı́gida acoplada a
uma placa flexı́vel. Busca-se entender o comportamento do sistema acoplado a fim de possibilitar comparações numérico-
experimentais. Esta abordagem visa desenvolver uma expertise neste domı́nio e possibilitar o estudo de problemas mais
complexo.
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2. CAVIDADE ACÚSTICA

A pressão p no interior da cavidade satisfaz a equação de onda, linear e homogénea,

∇2p(
→
r ; t)− 1

c2
∂2p(

→
r ; t)

∂t2
= 0 (1)

onde c é a velocidade de som no fluido, (x, y, z) é o sistema de coordenadas espaciais e a variável t representa o tempo.

2.1. Cavidade Acústica Paralelepipédica Fechado de Paredes Rı́gidas
Considere uma cavidade de seções rectangulares, Fig.1 (Cardoso, 2010), em que todas as paredes da estrutura são

rı́gidas. Neste caso, a componente normal da velocidade de uma partı́cula de fluido é nula em todas as fronteiras, devido
à condição de indeformabilidade das paredes. Assim, usando a equação de Bernoulli (Munson e Young, 2009), a variação
de pressão é nula nas paredes, e como tal podemos definir as condições de fronteira deste problema, na forma:(

∂p(x,y,z,t)
∂x

)
x=0

=
(
∂p(x,y,z,t)

∂x

)
x=Lx

= 0

(
∂p(x,y,z,t)

∂y

)
y=0

=
(
∂p(x,y,z,t)

∂y

)
y=Ly

= 0

(
∂p(x,y,z,t)

∂z

)
z=0

=
(
∂p(x,y,z,t)

∂z

)
z=Lz

= 0

(2)

Figura 1. Cavidade limitada por superfı́cies rı́gidas.

A solução da Eq. (1) é dada pela seguinte expressão

p(x, y, z, t) = P (x, y, z).T (t) (3)

onde T (t) = eiωt e ω é a frequência angular.

Logo ao substituir a Eq. (3) na Eq. (1), obtém-se

52P (x, y, z) = −
(ω
c

)2
P (x, y, z), (4)

onde a Eq. (4) é conhecida como a Equação de Helmoltz (Kinsler e Sanders, 2000).
Neste trabalho para resolver a equação de Helmoltz usaremos o método de separação de variáveis, ou seja:

P (x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z) (5)
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Logo a solução do problema é dada por:

Pijk(x, y, z) = Dijkcos

(
iπ

Lx
x

)
cos

(
jπ

Ly
y

)
cos

(
kπ

Lz
z

)
(6)

onde Dijk = DiDjDk e i, j, k = 1, 2, 3, .... As formas modais da cavidade rı́gida são dadas pela seguinte expressão

ϕijk(x, y, z) = cos

(
iπ

Lx
x

)
cos

(
jπ

Ly
y

)
cos

(
kπ

Lz
z

)
(7)

E assim obtém-se a pressão acústica no interior da cavidade que pode agora ser escrita como uma sobreposição modal
na forma,

p =

∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

Dijkcos

(
iπ

Lx
x

)
cos

(
jπ

Ly
y

)
cos

(
kπ

Lz
z

)
eiωt (8)

onde Dijk são as incógnitas modais que refletem a contribuição de cada forma modal para a pressão acústica. A solução
do número de onda acústico k é dado por:

k = π

√(
i

Lx

)2

+

(
j

Ly

)2

+

(
k

Lz

)2

Das relações k = ω
c e ω = 2πf , obtém-se a expressão que determina as frequências naturais da cavidade acústica de

paredes rı́gidas

fAijk =
c

2

√(
i

Lx

)2

+

(
j

Ly

)2

+

(
k

Lz

)2

[Hz], (9)

onde c é a velocidade de som no fluido e os ı́ndices i, j e k ∈ N. Note-se que as frequências modais estão associadas a
cada função caracterı́stica das formas modais da Eq. (7).

As Eqs. (7) e (9) representam analiticamente as formas modais e frequências modais respectivamente para uma
cavidade acústica, fechado e paralelepipédica de fronteiras rı́gidas com as dimensões Lx, Ly e Lz .

A Fig.2 mostram as formas modais da cavidade acústica de paredes rı́gidas e suas respectivas frequências naturais
obtidas analiticamente. As formas modais da cavidade representam a variação de pressão.

(a) (0,0,1) - 215.63 Hz (b) (0,1,0) - 345.00 Hz (c) (0,1,1) - 406.84 Hz

(d) (0,0,2) - 431.25 Hz (e) (1,0,0) - 529.14 Hz (f) (0,1,2) - 552.27 Hz

(g) (1,0,1) - 571.39 Hz (h) (1,1,0) - 631.68 Hz (i) (1,1,1) - 667.46 Hz

Figura 2. Formas modais e respectivas frequências naturais da cavidade acústica de paredes rı́gidas.
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3. VIBRAÇÃO TRANSVERSAL DE PLACAS ESBELTAS

A Fig. 3 (Cardoso, 2010) mostra uma placa retangular sujeita a um carregamento dinâmico genérico, f(x, y, t).

Figura 3. Placa Retangular sujeita a uma carga dinâmica genérica f(x, y, t).

A placa é considerada de espessura fina (teoria de placas esbeltas) com base na teoria clássica de Kirchhoof. As
amplitudes de vibração são pequenas.
Assim, a equação diferencial de movimento da placa é descrita por (Szilard, 2004):

D

(
∂4w(x, y, t)

∂x4
+ 2

∂4w(x, y, t)

∂x2∂y2
+
∂4w(x, y, t)

∂y4

)
+ ρsh

∂2w(x, y, t)

∂t2
= f(x, y, t). (10)

onde, a rigidez flexional da placa é dado por:

D =
Eh3

12(1− v2)
, (11)

e E o módulo de Young e v o coeficiente de Poisson da placa isotrópica.

Considere-se uma placa retangular no plano (x, y), com as fronteiras do domı́nio 0 < x < Lx e 0 < y < Ly . A placa
em vibração livre, Eq. (10) reduz a seguinte forma:

∇4w(x, y, t) +
ρsh

D
ẅ(x, y, t) = 0 (12)

Propõe-se a solução modal pelo método de separação de variáveis na forma

w(x, y, t) =W (x, y)eiωt (13)

onde ω é a frequência natural.
Uma placa fina simplesmente apoiada possui as seguintes condições de fronteira:

w(0, y, t) = w(Lx, y, t) = w(x, 0, t) = w(x, Ly, t) = 0

∂2w(0,y,t)
∂x2 = ∂2w(Lx,y,t)

∂x2 = ∂2w(x,0,t)
∂y2 =

∂2w(x,Ly,t)
∂y2 = 0

(14)

A solução da Eq. (13) segundo as condições de contorno tem-se

Wmn(x, y) = Amnsen

(
mπ

Lx
x

)
sen

(
nπ

Ly
y

)
(15)

com m = 1, 2, 3, ....

As formas modais, normalizadas1 são

Wmn =
2√

LxLyρsh
sen

(
mπ

Lx
x

)
sen

(
nπ

Ly
y

)
(16)

1temos que
∫ Lx
0

∫ Ly

0 ρshW 2
mndxdy = 1
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e as frequências modais para a placa rectangular simplesmente apoida são:

fmn =
π

2

√
D

ρsh

[(
m

Lx

)2

+

(
n

Ly

)2
]

(17)

Figura 4 apresenta as formas modais da vibração da placa esbelta simplesmente apoiada e também suas respectivas
frequências naturais obtidas analiticamente. Neste caso, as formas modais da vibração da placa mostram exatamente a
vibração transversal da placa.

(a) (1,1) - 83.98 Hz (b) (2,1) - 119.85 Hz (c) (3,1) - 179.65 Hz

(d) (4,1) - 263.36 Hz (e) (1,2) - 300.03 Hz (f) (2,2) - 335.91 Hz

(g) (3,2) - 395.70 Hz (h) (4,2) - 479.42 Hz (i) (1,3) - 660.12 Hz

Figura 4. Formas modais e respectivas frequências naturais da placa simplesmente apoiada.

4. PROBLEMA VIBROACÚSTICO

No contexto da vibroacústica devemos considerar essencialmente dois sistemas que envolvem campos de onda, os
sistemas puramente estruturais e os sistemas puramente acústicos. A combinação destes dois sistemas implica no desen-
volvimento de novas expertise do sistema, agora dito, acoplado. A interação da vibração estrutural e a propagação de
ondas acústicas tem sido alvo de muita investigação. A interação fluido-estrutura depende das propriedades dos sistemas
acústico e estrutural desacoplados (Cardoso, 2010).

Pretlove (1965) apresentou o conceito de modo dominante (relativo à placa ou à cavidade) numa cavidade paralele-
pipédica sujeita a uma excitação da estrutura flexı́vel. Esta caracterı́stica depende da contribuição energética de cada meio
envolvido. A interação fluido-estrutura foi discutida em termos da rigidez da placa ou do meio acústico.

Guy e Bhattacharya (1973) relatam sobre a influência de uma placa finita apoiado a uma cavidade finita na transmissão
de som através da placa e sobre a vibração da placa. Tais fenômenos como a perda de transmissão negativa, placa acoplada
e ressonância de cavidade são facilmente identificados a partir das expressões finais. Uma técnica gráfica, utilizada
pela primeira vez em um estudo unidimensional deste caso, mostra-se aplicável no caso tridimensional para prever as
frequências de interesse.

Jardim (2008) fez o estudo de análise das equações do acoplamento vibroacústico utilizando o método de matrizes
compactas. Este método é uma solução numérica que utiliza os conceitos de impedância e mobilidade para a obtenção
da resposta em frequência de problemas de acoplamento vibroacústico. O propósito deste trabalho foi avaliar a técnica
de matrizes compactas para a análise de cavidades vibroacústicas de geometria irregular, inicialmente através de dados
simulados e posteriormente através de testes experimentais. Os testes experimentais são realizados em uma cavidade
de material acusticamente rı́gido com alguma semelhança a uma cabine de automóvel e o acoplamento vibro-acústico é
obtido através de uma estrutura flexı́vel de aço apoiada nas faces da cavidade.

Ferreira (2012) desenvolveu uma metodologia para a comparação entre as soluções analı́ticas e numéricas para cavi-
dades acústicas e vibroacústicas utilizando a técnica pseudo-acoplada tanto para o desenvolvimento de soluções analı́ticas
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aproximadas e comparar com modelo numérico. Neste trabalho são abordados e discutidas as técnicas de acoplamento
fluido-estrutura aplicadas a análise modal, harmônica e de resposta em frequência.

Melo (2013) efetuou uma análise modal experimental acústica com fonte calibrada, utilizando métodos de
identificação modal já conhecidos, de uma cavidade acústica rı́gida, de uma cavidade rı́gida acoplada à placa flexı́vel e de
duas cavidades acopladas por uma placa flexı́vel. Este estudo possibilita comparações analı́tico-experimentais.

4.1. Cavidade Rı́gida Acoplada a uma Placa Flexı́vel

A Fig. 5 (Cardoso, 2010) descreve o sistema vibroacústico, onde o fluido é o ar no interior da cavidade acústica e a
estrutura é a placa esbelta flexı́vel. Um dos lados da cavidade está acoplada à placa. Ou seja, na direção normal à placa,
as partı́culas de fluido e os elementos infinitesimais de placa adjacentes têm a mesma velocidade.

Figura 5. Sistema acoplado placa-cavidade.

Neste caso o tratamento das equações de um sistema acoplado é feito considerando, o potencial de velocidade φ do
fluido. A pressão acústica e o potencial de velocidade estão relacionados da seguinte forma,

p = −ρ∂
2φ

∂t2
, (18)

e o gradiente, responsável pelas componentes de deslocamento do fluido u, v e q nas direções x, y e z, é dado por

u =
∂φ

∂x
, v =

∂φ

∂y
e q =

∂φ

∂z
(19)

A análise de sistema acoplado passa pelo estudo da vibração livre do sistema vibroacústico. Busca-se determinar uma
relação de acoplamento entre os modelos estrutural e acústico apresentados anteriormente. Esta relação é possı́vel por
meio de um acoplamento cinemático em função do potencial de velocidade. Logo, o potencial de velocidade φ também
satisfaz a equação de onda (Eq. (1)),

∇2φ(
→
r ; t)− 1

c2
∂2φ(

→
r ; t)

∂t2
= 0, (20)

com as condições de fronteira:
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(
∂φ(x,y,z,t)

∂x

)
x=0

=
(
∂φ(x,y,z,t)

∂x

)
x=Lx

= 0,

(
∂φ(x,y,z,t)

∂y

)
y=0

=
(
∂φ(x,y,z,t)

∂y

)
y=Ly

= 0,

(
∂φ(x,y,z,t)

∂z

)
z=0

= 0,

(
∂φ(x,y,z,t)

∂z

)
z=Lz

= w(x, y, t)

(21)

Portanto neste caso a função φ obtido têm de verificar a Eq. (20) e as condições de contorno do sistema vibroacústico
(21). Supõe-se que a potencial de velocidade está oscilando com a frequência angular ω e que pode ser expressa como
uma função separável das três variáveis de espaço. Assim,

φ = X(x)Y (y)Z(z)eiωt (22)

Considerando as duas primeiras condições de contorno da Eq. (21) e substituindo na Eq. (22) tem-se

φij = cos

(
iπ

Lx
x

)
cos

(
jπ

Ly
y

)
fij(z)e

iωt, (23)

onde i, j = 0, 1, 2, .... A solução geral da Eq. (20) é dada por:

φ =

∞∑
i=0

∞∑
j=0

cos

(
iπ

Lx
x

)
cos

(
jπ

Ly
y

)
fij(z)e

iωt (24)

Substituindo (24) em (20), obtem-se

f ′′ij(z)− µ2
ijfij(z) = 0 (25)

onde

µ2
ij = π2

[(
i

Lx

)2

+

(
j

Ly

)2
]
−
(ω
c

)2
(26)

A solução de (25) é dada por:
fij(z) = Lcosh(µijz) +Nsenh(µijz), (27)

e a sua derivada é descrita pela expressão:

f ′ij(z) = Lµijsenh(µijz) +Nµijcosh(µijz) (28)

Agora, utilizando as condições de contorno na direção -z tem-se:[
∂φ(x, y, z, t)

∂z

]
z=0

= f ′ij(0) = Nµij = 0,

a igualdade acima satisfaz se e somente se N = 0. Temos também que:

[
∂φ(x, y, z, t)

∂z

]
z=Lz

=

∞∑
i=0

∞∑
j=0

cos

(
iπ

Lx
x

)
cos

(
jπ

Ly
y

)
[Lµijsenh(µijLz) +Nµijcosh(µijLz)]e

iωt = w(x, y, t)

como N = 0, então a Equação acima resulta

∞∑
i=0

∞∑
j=0

cos

(
iπ

Lx
x

)
cos

(
jπ

Ly
y

)
Lijµijsenh(µijLz)e

iωt = w(x, y, t) (29)

a partir da qual os valores de L estão disponı́veis, se a função w(x, y, t) é conhecido.

Neste trabalho, a série infinita (29) é capaz de lidar com qualquer deflexões contı́nua das placas. Desta forma, o
potencial de velocidade acústico toma a seguinte forma:

φ =

∞∑
i=0

∞∑
j=0

cos

(
iπ

Lx
x

)
cos

(
jπ

Ly
y

)
Lijcosh(µijz)e

iωt (30)
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E a vibração transversal da placa rectangular simplesmente apoiada é descrito de forma similar a solução desacoplada
(15).

w(x, y, t) =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

Amnsen

(
mπ

Lx
x

)
sen

(
nπ

Ly
y

)
eiωt (31)

Portanto a vantagem de se avaliar o problema para este tipo de deflexão é de que um modelo fı́sico pode ser mais
facilmente feitos de apoios simples.
Pretlove (1965) obtém os coeficientes Amn de forma implı́cita através da equação de movimento da placa esbelta sim-
plesmente apoiada. Ribeiro e Pedroso (2010) supõem que os coeficientes Amn da solução acoplada são muito próximos
da solução desacoplada. A partir desta hipótese, o método pseudo-acoplado constrói uma solução acoplada de forma
explı́cita.

5. CONCLUSÃO

Neste trabalho apresenta-se a solução analı́tica para descrever o acoplamento vibroacústico de uma cavidade acústica
acoplada a uma placa esbelta flexı́vel. Descreve-se os problemas desacoplados de uma cavidade acústica de paredes
rı́gidas e uma placa esbelta simplesmente apoiada vibrando no vácuo.
Efetua-se o acoplamento atravéz de uma condição de continuidade da velocidade na interface fluido-estrutura. Descreve-se
ainda sobre duas alternativas de solução: (a) abordagem implı́cito de Pretlove (Pretlove, 1965) e (b) abordagem explı́cita
ou pseudo-acoplada de Ribeiro (Ribeiro e Pedroso, 2010).
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Cardoso, L. 2010. Interacção Vibroacústica do Sistema Placa-Cavidade Fechada: Modelação, Experimentação e Análise.
Dissertação de Mestrado , Facultade de Engenharia da Universidade de Porto, Departamento de Engenharia Mecânica,
Porto, Portugal.
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Abstract. The passenger compartment of an automotive vehicle can be seen in the roughly as its flexible structure coupled
acoustic cavity. The vibration transmitted by the structure due to the engine or trepidation of the track, generates acoustic
oscillations inside the cavity being responsible for audible discomfort of passengers. This problem of vibroacoustic, rela-
tively complex, their study can be simplified to simpler geometries in order to apply more easily techniques of analytical,
numerical and experimental analysis. This paper presents the analytical solution of natural frequencies and modal shapes
for rigid rectangular acoustic cavity coupled to flexible plate using the method of separation of variables. The analytical
solution is compared with numerical results and experimental tests.
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