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Resumo. O habitdculo de um veiculo automotivo pode ser considerada a grosso modo como a cavidade aciistica aco-
plada a sua estrutura flexivel. A vibragdo transmitida pela estrutura, devido ao motor ou a trepidagcdo da pista de
rolagem, gera oscilagdes actisticas no interior desta cavidade sendo responsdveis pelo desconforto sonoro dos passa-
geiros. Este problema de vibroaciistica, relativamente complexo, pode ser simplificado seu estudo para geometrias mais
simples a fim de aplicar mais facilmente técnicas de analise analitico, numérico e experimental. Este trabalho apresenta
a solugdo analitica das frequéncias naturais e formas modais para cavidade aciistica retangular rigida acoplada a placa
flexivel, através do método de separacdo de varidveis. A solucdo analitica é comparada a resultados numéricos e ensaios
experimentais.
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1. INTRODUCAO

Em nosso cotidiano estamos continuamente sujeitos a presenca de ruidos em locais fechados. Estes locais podem ser
0s mais variados como cabines de automoveis, trens, avides, bem como em casas de maquinas, salas de concertos, teatros
e etc. De forma o estudo do comportamento acustico em cavidades é fundamental para o projeto de ambientes silenciosos
e confortaveis.

O campo actstico em cavidades apresenta comportamento ressonante devido as sucessivas reflexdes nos contornos.
Em ressonancia, a cavidade acustica apresenta uma frequéncia natural e um modo acustico (forma modal). A andlise do
comportamento acustico em cavidades estd intimamente ligada ao comprimento de onda das frequéncias naturais acustica
e as dimensdes principais da cavidade.

Na presenca de um contorno flexivel, o acoplamento entre a vibra¢do da estrutura e as particulas fluidas ocorre na
interface s6lido-fluido. Desta forma, tanto a pressao acustica interna afeta o movimento da estrutura, quanto o movimento
da estrutura altera o campo de pressdo actstica. A interagao fluido-estrutura agindo fluido pouco denso e compressivel é
conhecido como o acoplamento vibroacustico.

O equacionamento do problema vibroacistico é obtido através do acoplamento entre a equacao da onda e das equagoes
de movimento estrutural. A maior parte dos problemas de vibro-acustica de ordem pratica, envolve cavidades de geometria
complexa. A solucdo analitica é dificil. Nestes casos, a predi¢do do comportamento vibro-actstico € feita por meios
numéricos. Consequentemente, existem poucos exemplos analiticos para a validacdo de modelos numéricos.

O presente trabalho apresenta o estudo analitico do problema vibroactistico de uma cavidade acustica rigida acoplada a
uma placa flexivel. Busca-se entender o comportamento do sistema acoplado a fim de possibilitar compara¢des numérico-
experimentais. Esta abordagem visa desenvolver uma expertise neste dominio e possibilitar o estudo de problemas mais
complexo.
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2. CAVIDADE ACUSTICA

A pressdo p no interior da cavidade satisfaz a equacdo de onda, linear e homogénea,

— 1 9%p(7;1)
Vip(rit) — 2 oz

onde ¢ é a velocidade de som no fluido, (x, y, ) é o sistema de coordenadas espaciais e a varidvel ¢ representa o tempo.

=0 (1)

2.1. Cavidade Acistica Paralelepipédica Fechado de Paredes Rigidas

Considere uma cavidade de se¢des rectangulares, Fig.1 (Cardoso, 2010), em que todas as paredes da estrutura sdo
rigidas. Neste caso, a componente normal da velocidade de uma particula de fluido é nula em todas as fronteiras, devido
a condi¢do de indeformabilidade das paredes. Assim, usando a equag@o de Bernoulli (Munson e Young, 2009), a variagdo
de pressdo € nula nas paredes, e como tal podemos definir as condigdes de fronteira deste problema, na forma:

(ap(w,y,z,w) — (8p(x,y,z,t)> -0
(e =0 Oz =L

x

op(z,y,2,t) _ [ 9p(z.y,2,t) _
( Oy )y:O o ( dy )y:L - 0 (2)
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Figura 1. Cavidade limitada por superficies rigidas.

A solu¢do da Eq. (1) € dada pela seguinte expressao
p(z,y,2,t) = P(x,y,2).T(t) 3)
onde T'(t) = e e w é a frequéncia angular.

Logo ao substituir a Eq. (3) na Eq. (1), obtém-se

2
VQP(’I,y,Z) = - <%) P($,y,2), (4)

onde a Eq. (4) é conhecida como a Equacdo de Helmoltz (Kinsler e Sanders, 2000).
Neste trabalho para resolver a equagdo de Helmoltz usaremos o método de separagdo de varidveis, ou seja:

Plz,y,z) = X(2)Y (y)Z(2) (5)
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Logo a solugdo do problema é dada por:

) ) i
Piji(x,y,2) = Djjicos (Zx) cos (Zy) cos (IZZ) 6)
onde Dy, = D;D;Dy e, j, k=1, 2, 3,.... As formas modais da cavidade rigida sdo dadas pela seguinte expressdo
( )= i jm km e
vijk(x,y, 2) = cos sz cos Lyy cos I z

E assim obtém-se a pressio actstica no interior da cavidade que pode agora ser escrita como uma sobreposicdo modal

na forma,
= i Jm km swt
p= E E E Djjicos (sz> cos (I/yy) cos <Lzz> e ()

onde D;;1, s@o as incOgnitas modais que refletem a contribui¢io de cada forma modal para a pressio actistica. A solucdo
do nimero de onda actstico k& é dado por:

i \2 j 2 O\ 2
k= — - ki
CEGES
Das relagdes k = % e w = 27 f, obtém-se a expressdo que determina as frequéncias naturais da cavidade actstica de

paredes rigidas
. i\ 2 j 2 O\ 2
A

onde c € a velocidade de som no fluido e os indices ¢, j e k € N. Note-se que as frequéncias modais estdo associadas a
cada fungdo caracteristica das formas modais da Eq. (7).

As Egs. (7) e (9) representam analiticamente as formas modais e frequéncias modais respectivamente para uma
cavidade acustica, fechado e paralelepipédica de fronteiras rigidas com as dimensées L, L, e L,.

A Fig.2 mostram as formas modais da cavidade acustica de paredes rigidas e suas respectivas frequéncias naturais
obtidas analiticamente. As formas modais da cavidade representam a variacdo de pressao.
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(g) (1,0,1) - 571.39 Hz (h) (1,1,0) - 631.68 Hz (i) (1,1,1) - 667.46 Hz

Figura 2. Formas modais e respectivas frequéncias naturais da cavidade acustica de paredes rigidas.
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3. VIBRACAO TRANSVERSAL DE PLACAS ESBELTAS

A Fig. 3 (Cardoso, 2010) mostra uma placa retangular sujeita a um carregamento dindmico genérico, f(z,y,t).
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Figura 3. Placa Retangular sujeita a uma carga dinimica genérica f(x,y,t).

A placa é considerada de espessura fina (teoria de placas esbeltas) com base na teoria cldssica de Kirchhoof. As
amplitudes de vibrag@o sdo pequenas.
Assim, a equacdo diferencial de movimento da placa é descrita por (Szilard, 2004):

*w(z,y,t) Pw(x,y,t)  Otw(x,y,t) 0%w(z,y,t)
D ) K 2 ) K K ) gh ) K — t . 10
( Oxt + 0x20y2 + Dy > + p 012 [z, y,t) (10)
onde, a rigidez flexional da placa é dado por:
Eh3
D= ——7—"+— 11
12(1 — v?)’ an

e I o médulo de Young e v o coeficiente de Poisson da placa isotrdpica.

Considere-se uma placa retangular no plano (z, y), com as fronteiras do dominio 0 < # < L, ¢ 0 < y < L. A placa
em vibragdo livre, Eq. (10) reduz a seguinte forma:

S

”D%(w,t) ~0 (12)

Viw(z,y,t) +
Propde-se a solu¢ido modal pelo método de separagdo de variaveis na forma
w(@,y,t) = W(a,y)e™" (13)

onde w € a frequéncia natural.
Uma placa fina simplesmente apoiada possui as seguintes condi¢des de fronteira:

w(0,y,t) = w(Ls,y,t) = w(x,0,t) = w(w, Ly,t) =0

(14)
82w(0,y,t) o 82w(Lw,y,t) - 82w(w,0,t) o 82w(z,Ly,t) -0
oz2 z? - T oyr T oy? -
A solugdo da Eq. (13) segundo as condi¢des de contorno tem-se
Wn(x,y) = Amnsen T ) sen Ey (15)
L, L,

comm =1, 2, 3,....

As formas modais, normalizadas' sao

2 mm nm
mn == 7[[ 7[ 7[ 1
W s Shsen < - 1:) sen < yy) (16)

ltemos que fOL’” fOL” pshW2, dxdy =1
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e as frequéncias modais para a placa rectangular simplesmente apoida sdo:

™ | D m\> n\>
/ 2\ psh <Lz > " <Ly > an
Figura 4 apresenta as formas modais da vibra¢do da placa esbelta simplesmente apoiada e também suas respectivas

frequéncias naturais obtidas analiticamente. Neste caso, as formas modais da vibracdo da placa mostram exatamente a
vibrag@o transversal da placa.

(a) (1,1) - 83.98 Hz (b) (2,1)-119.85Hz (c) (3,1)-179.65 Hz
g ’ . - — - -
(d) (4,1) - 263.36 Hz (e) (1,2) - 300.03 Hz ) (2,2) - 33591 Hz
on T —
-- - R AL A -
C-- - B U —

(g) (3,2)-395.70 Hz (h) (4,2) - 479.42 Hz (i) (1,3) - 660.12 Hz

Figura 4. Formas modais e respectivas frequéncias naturais da placa simplesmente apoiada.

4. PROBLEMA VIBROACUSTICO

No contexto da vibroacustica devemos considerar essencialmente dois sistemas que envolvem campos de onda, os
sistemas puramente estruturais e os sistemas puramente acusticos. A combinagdo destes dois sistemas implica no desen-
volvimento de novas expertise do sistema, agora dito, acoplado. A interacdo da vibragdo estrutural e a propagacio de
ondas actisticas tem sido alvo de muita investigag@o. A interacao fluido-estrutura depende das propriedades dos sistemas
actstico e estrutural desacoplados (Cardoso, 2010).

Pretlove (1965) apresentou o conceito de modo dominante (relativo a placa ou a cavidade) numa cavidade paralele-
pipédica sujeita a uma excitacdo da estrutura flexivel. Esta caracteristica depende da contribui¢do energética de cada meio
envolvido. A interacdo fluido-estrutura foi discutida em termos da rigidez da placa ou do meio actstico.

Guy e Bhattacharya (1973) relatam sobre a influéncia de uma placa finita apoiado a uma cavidade finita na transmissao
de som através da placa e sobre a vibragdo da placa. Tais fendmenos como a perda de transmissao negativa, placa acoplada
e ressonancia de cavidade sdo facilmente identificados a partir das expressdes finais. Uma técnica grafica, utilizada
pela primeira vez em um estudo unidimensional deste caso, mostra-se aplicdvel no caso tridimensional para prever as
frequéncias de interesse.

Jardim (2008) fez o estudo de andlise das equagdes do acoplamento vibroacustico utilizando o método de matrizes
compactas. Este método é uma solu¢do numérica que utiliza os conceitos de impedancia e mobilidade para a obtencio
da resposta em frequéncia de problemas de acoplamento vibroacustico. O propésito deste trabalho foi avaliar a técnica
de matrizes compactas para a andlise de cavidades vibroactsticas de geometria irregular, inicialmente através de dados
simulados e posteriormente através de testes experimentais. Os testes experimentais sdo realizados em uma cavidade
de material acusticamente rigido com alguma semelhanca a uma cabine de automével e o acoplamento vibro-acustico é
obtido através de uma estrutura flexivel de aco apoiada nas faces da cavidade.

Ferreira (2012) desenvolveu uma metodologia para a comparacio entre as solugdes analiticas e numéricas para cavi-
dades actsticas e vibroacusticas utilizando a técnica pseudo-acoplada tanto para o desenvolvimento de solugdes analiticas



Congresso Nacional de Matematica Aplicada a Industria, 18 a 21 de novembro de 2014, Caldas Novas - GO

aproximadas e comparar com modelo numérico. Neste trabalho sdo abordados e discutidas as técnicas de acoplamento
fluido-estrutura aplicadas a andlise modal, harmdnica e de resposta em frequéncia.

Melo (2013) efetuou uma andlise modal experimental acustica com fonte calibrada, utilizando métodos de
identificagdo modal ja conhecidos, de uma cavidade actstica rigida, de uma cavidade rigida acoplada a placa flexivel e de
duas cavidades acopladas por uma placa flexivel. Este estudo possibilita comparagdes analitico-experimentais.

4.1. Cavidade Rigida Acoplada a uma Placa Flexivel

A Fig. 5 (Cardoso, 2010) descreve o sistema vibroacustico, onde o fluido € o ar no interior da cavidade acustica e a
estrutura € a placa esbelta flexivel. Um dos lados da cavidade estd acoplada a placa. Ou seja, na direcdo normal a placa,
as particulas de fluido e os elementos infinitesimais de placa adjacentes tém a mesma velocidade.

Figura 5. Sistema acoplado placa-cavidade.

Neste caso o tratamento das equacdes de um sistema acoplado € feito considerando, o potencial de velocidade ¢ do
fluido. A pressdo actstica e o potencial de velocidade estdo relacionados da seguinte forma,

82
p= —pan, (18)

e o gradiente, responsavel pelas componentes de deslocamento do fluido u, v € ¢ nas dire¢des x, y e z, é dado por

o¢ o o¢
U=—, v=— € q=—— 19

oz’ Ay 1= 52 (19)
A anélise de sistema acoplado passa pelo estudo da vibracdo livre do sistema vibroacustico. Busca-se determinar uma
relacdo de acoplamento entre os modelos estrutural e acustico apresentados anteriormente. Esta relacdo é possivel por
meio de um acoplamento cinematico em func¢do do potencial de velocidade. Logo, o potencial de velocidade ¢ também
satisfaz a equacdo de onda (Eq. (1)),

V26(7; 1)

1 9%¢(73t)
S =0 (20)

ot?

com as condi¢des de fronteira:



Congresso Nacional de Matematica Aplicada a Industria, 18 a 21 de novembro de 2014, Caldas Novas - GO

8¢(w y,z t)

<8¢(w,y,z t)) -0
0 a=L ’

z

(aqb(ac,yzt)) (BQS(xyzt)) -0
y=0 y=L, ’

x

Baﬁ(m y

Ob(w,y,2,t
(2lege=t) ))Z:Lz = w(z,y,1)

2y

Portanto neste caso a fungdo ¢ obtido tém de verificar a Eq. (20) e as condi¢des de contorno do sistema vibroacustico
(21). Supde-se que a potencial de velocidade estd oscilando com a frequéncia angular w e que pode ser expressa como

uma funcdo separdvel das trés varidveis de espaco. Assim,

¢ = X(2)Y (y)Z(2)e™"

Considerando as duas primeiras condi¢des de contorno da Eq. (21) e substituindo na Eq. (22) tem-se

& Jm iwt
¢i; = cos (x) cos (y) fij(z)e™t,
J Lr Ly J

ondei, j=0, 1, 2,.... A solucdo geral da Eq. (20) é dada por:

5=33 cos (x) ( )m Jeie

=0 j=0
Substituindo (24) em (20), obtem-se

fi5(2) = 3 fis(2) = 0

() ()]

Ji3(2) = Leosh(pugsz) + Nsenh(pui;2),

e a sua derivada € descrita pela expressao:

onde

2 _ 2
My =T

A solugdo de (25) € dada por:

fm( z) = Lu;;senh(pi;2) + Npgjcosh(pi;z)
Agora, utilizando as condi¢des de contorno na diregdo -z tem-se:

[%(% Y, 2, t)

o2 :|Z_0 = fz] (0) N/J’ZJ - 0

a igualdade acima satisfaz se e somente se N = 0. Temos também que:

[a¢(x, Y, 2,t)

0z
1=0 j

como N = 0, entdo a Equacdo acima resulta

Z Zcos (ac) cos <2 y) Lijpijsenh(pii L, )e™" = w(z,y,t)
y

1=0 5=0

a partir da qual os valores de L estdo disponiveis, se a fungdo w(x, y,t) é conhecido.

Neste trabalho, a série infinita (29) é capaz de lidar com qualquer deflexdes continua das placas.

potencial de velocidade acistico toma a seguinte forma:

¢ = ZZCOS <x> cos <]L )L”cosh(u” Jeit

=0 j=0

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

27

(28)

] cos < ) cos <‘27ry> [Lpijsenh(pi L) + Npijcosh(pi; Ly)]e™t = w(z,y, t)
z=L, i=0 Yy

(29)

Desta forma, o

(30)
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E a vibragdo transversal da placa rectangular simplesmente apoiada é descrito de forma similar a solu¢io desacoplada
(15).

oo oo
w(z,y,t) = A, nsen Ww) sen (mr ) eiwt 31
0= 325 Amnsen o a1
Portanto a vantagem de se avaliar o problema para este tipo de deflexdo é de que um modelo fisico pode ser mais
facilmente feitos de apoios simples.
Pretlove (1965) obtém os coeficientes A,,, de forma implicita através da equacdo de movimento da placa esbelta sim-
plesmente apoiada. Ribeiro e Pedroso (2010) supdem que os coeficientes A,,, da solucdo acoplada sdo muito préximos
da solucdo desacoplada. A partir desta hipdtese, o0 método pseudo-acoplado constréi uma solugdo acoplada de forma
explicita.

5. CONCLUSAO

Neste trabalho apresenta-se a solug@o analitica para descrever o acoplamento vibroacustico de uma cavidade actistica
acoplada a uma placa esbelta flexivel. Descreve-se os problemas desacoplados de uma cavidade acustica de paredes
rigidas e uma placa esbelta simplesmente apoiada vibrando no vécuo.

Efetua-se o acoplamento atravéz de uma condi¢do de continuidade da velocidade na interface fluido-estrutura. Descreve-se
ainda sobre duas alternativas de soluc@o: (a) abordagem implicito de Pretlove (Pretlove, 1965) e (b) abordagem explicita
ou pseudo-acoplada de Ribeiro (Ribeiro e Pedroso, 2010).
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Abstract. The passenger compartment of an automotive vehicle can be seen in the roughly as its flexible structure coupled
acoustic cavity. The vibration transmitted by the structure due to the engine or trepidation of the track, generates acoustic
oscillations inside the cavity being responsible for audible discomfort of passengers. This problem of vibroacoustic, rela-
tively complex, their study can be simplified to simpler geometries in order to apply more easily techniques of analytical,
numerical and experimental analysis. This paper presents the analytical solution of natural frequencies and modal shapes
for rigid rectangular acoustic cavity coupled to flexible plate using the method of separation of variables. The analytical
solution is compared with numerical results and experimental tests.

Keywords: Modal analysis, Cavity, Plate, vibroacoustic and analytical solution



