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Resumo: O desenvolvimento de eficientes processos de geracdo de malhas adaptativas para analises de elementos
finitos tem sido foco de intensivas pesquisas nas Ultimas décadas. Uma confiavel estimativa de erro de aproximagao
deste método numérico € necessaria para guiar de maneira adequada um processo adaptativo. O presente trabalho
discute a analise de erros de aproximacéo, suas estimativas e a adaptatividade da malha quando da aplicacdo do
Método dos Elementos Finitos (MEF) em problemas bidimensionais utilizando o elemento triangular linear CST
(Constant Strain Triangle). A estimativa dos erros a posteriori baseia-se na recuperacdo das derivadas de ordem
superior e na norma de energia. Sao utilizados os seguintes estimadores: estimador fundamentado na Média Nodal
Simples (MNS), estimador Zienkiewicz e Zhu (ZZ) e estimador Superconvergent Patch Recovery (SPR). Em todos 0s
problemas abordados emprega-se como medida da qualidade dos estimadores o conceito de indices de efetividades.
Com o célculo do erro em cada elemento, é utilizado um processo h-adaptativo para gerar malhas de elementos finitos
adequadas ao problema em estudo, as quais objetivam um erro aproximadamente uniforme e ndo superior ao erro
admissivel. Discute-se a teoria inerente a estimativa de erro e os principios basicos do processo h-adaptativo adotado.
Através de exemplos numéricos é realizada uma analise comparativa entre os diferentes estimadores e suas eficiéncias
no contexto de um processo h-adaptativo.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos, H-adaptatividade, Estimadores de erro a posteriori, Estimador
Superconvergent Patch Recovery, Estimador de Zienkiewicz e Zhu (ZZ).

1. INTRODUCAO

A aplicacdo de métodos numéricos como MEF, Método dos Elementos de Contorno, Método das Diferengas
Finitas, para solucdo e andlise de problemas complexos de engenharia tem sido cada vez mais difundida e incentivada
por apresentar vérias vantagens como reducdo do tempo de célculo, precisdo e automagdo do processo numeérico.
Paralelamente ao desenvolvimento desses métodos surgem intensas pesquisas em relacdo a estimativa dos erros
ocasionados pela aproximacao da solucdo e a geracdo automatica de malhas adequadas aos problemas em estudo.

Em geral, ancorado em estimadores de erro confidveis e estratégias adaptativas automatizadas busca-se gerar
malhas de elementos finitos ajustadas a cada problema, diminuindo cada vez mais os requisitos quanto a um grande
conjunto de conhecimentos sobre o problema estudado e da experiéncia do projetista.

Uma das principais categorias de estimativas de erro em elementos finitos é a estimativa de erro a posteriori
(Ainsworth e Oden, 2000), a qual é utilizada nesse trabalho. Estimadores de erro a posteriori utilizam a prépria solugdo
numeérica para realizar a estimativa dos erros e podem ser empregados para desenvolver algoritmos de malhas
adaptativas uma vez que as mesmas permitem computar o tamanho dos erros locais (Prudhomme et al., 2003).

Procedimentos adaptativos procuram ajustar automaticamente a malha de uma maneira que se obtenha uma solugéo
com uma precisdo especificada. Em geral o procedimento € iniciado considerando uma malha grosseira e, com as
estimativas dos erros locais, sdo realizados ajustes de forma a obter uma malha adequada ao problema. O corrente
trabalho utiliza uma estratégia h-adaptativa para geracdo da malha, na qual os elementos procedentes da discretizacdo
tem seus tamanhos alterados, permanecendo-se inalteravel o grau do polinémio empregado (Zhu e Zienkiewicz, 1988).
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Nesse contexto, o corrente trabalho aborda a andlise de erros de aproximagao, suas estimativas e a adaptatividade
da malha quando da aplicacdo do MEF em problemas planos de conducéo térmica, empregando para guiar 0 processo
adaptativo trés diferentes estimadores de erro a posteriori: Método das Médias Nodais Simples (MNS), Estimador de
Zienkiewicz e Zhu (ZZ) e Estimador Superconvergent Patch Recovery (SPR).

2. ESTIMATIVA DE ERRO NO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

De forma a descrever de maneira adequada o problema e 0 método numérico adotado (MEF), é conveniente uma
breve discussdo sobre a formulacdo do problema de equilibrio e a correspondente discretizagdo. Nesse caso,
considerando um problema linear de conducdo de calor definido em um dominio Q e submetido unicamente a
condicGes de contorno de Dirichlet homogéneas, tem-se que sua forma forte pode ser posta como (Reddy, 2006)

-V(kvT)=f emQ

2.1
T=0 emTIy, @)

onde T é o campo de temperaturas, k a matriz de condutividade térmica, f a fonte interna de calor, I'; o contorno e
V é o operador gradiente, o qual pode ser expresso por

v(.):%n%j. 2.2)

Durante o processo de discretizacdo por elementos finitos, aproxima-se a solugdo analitica T por

~ Nel Nnu z
T~T=> > 4w =D 4%, (2.3)
el=1no=1 i=1

onde T ¢ a solucdo de aproximagdo por elementos finitos sobre o dominio, N, € o nimero total de elementos na
malha, Z é o nimero total de nos globais, N, é o nimero de nds em um elemento, t2 indica o valor da temperatura
no elemento el do nd no do elemento, t; denota o valor de T no né global i e ¥; denota a funcéo de interpolagdo

global associada ao né global i. Aplicando-se 0 Método dos Residuos Ponderados de Galerkin, obtém-se um sistema
matricial de equacgGes que relaciona o vetor de temperaturas nodais t e o vetor de fluxos externos nodal consistente (F )

com a funcéo de fonte interna de calor f , através da matriz de rigidez K , na forma
Kt=F. (2.49)

Considerando cada elemento, a relagdo elementar entre as temperaturas nodais e os correspondentes gradientes de
temperatura G, e fluxos de calor § é dada por

G; =Bty e G=—kG, (2.5)

onde a matriz B contém as derivadas das funcBes de interpolacdo linear em relacdo as coordenadas globais x ey,
enquanto que a matriz k contém as caracteristicas de condutividade térmica do material.

Como a solucdo obtida T nioéa solucdo exata do problema exposto pela Eq. (2.1), é de extrema importancia
responder a seguinte questdo: como o erro pode ser medido, controlado e efetivamente minimizado?
Segundo Zienkiewicz e Taylor (2000) o erro de aproximacdo (€) depende da malha adotada e pode ser definido

como a diferenca entre a solugdo analitica e a solugdo aproximada obtida pelo MEF, sendo, portanto, expresso por
e=T-T. (2.6)
Com o objetivo de obter um valor escalar que meca a funcdo erro em um sentido global para a corrente malha,

adota-se uma medida em forma de norma. Uma das normas mais utilizadas é a norma em energia que, para o problema
em analise, pode ser posta como

lel* = [(a-a)" k™ (a-6)de. @7)

Q
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Uma maneira conveniente de quantificar o erro medido na norma em energia é o erro relativo percentual em
energia, 77, descrito pela raz&o entre o erro na norma em energia e a energia total acumulada no dominio, |jul|, dado por

n :Hloo, (2.8)
Jul
onde |u|| é definido como
Jul’ = [(VT) k(VT)de (29)

Q

Porém, como a solucdo analitica T ndo é conhecida, busca-se empregar uma solu¢do com uma taxa de
convergéncia superior a solugio gerada diretamente por MEF ¢, a qual é denominada de solugdo recuperada q .
Assim, o estimador de erro segundo a norma em energia pode ser redefinido como

2

*

- j(q*_q)T k(q"-g)de (2.10)
Q

A qualidade dos estimadores de erro € medida pelo indice de efetividade @, descrito pela razdo entre o valor do
erro estimado pela equacdo (2.10) e o valor verdadeiro do erro, o qual é obtido pela Eq. (2.7). Em casos onde ndo se
conhece a solucdo analitica do problema, esta é substituida por uma solucdo obtida de uma malha bem refinada. Nesse
contexto, o que espera € um estimador de erro assintoticamente exato, ou seja, que seu indice de efetividade tenda a
unidade quando o erro estimado tenda a zero. A qualidade do processo de recuperacdo adotado determina a qualidade
do estimador se, sendo ele assintoticamente exato, somente se a solucao recuperada convergir para a solugdo analitica a
uma taxa superior a solucdo de MEF (Zienkiewicz e Taylor, 2000).

2.1. Método das Médias Nodais Simples

O Meétodo das Médias Nodais Simples é um método classico e de simples implementacdo. Este consiste em, apds o
célculo do fluxo de calor § em cada elemento conectado a cada no, e sabendo que para um né compartilhado por Nel,

elementos existem, via de regra, Nel,, diferentes valores de (, pode-se estimar a média nodal como (Cook et al.,
2002)

1 Nel,,
(q)med = Nel Zl (Q)l ' (211)

Um campo suavizado e continuo entre os elementos pode ser construido através dos fluxos de calor médios nodais
utilizando as mesmas fun¢des de interpolagdo W utilizadas para interpolar as temperaturas nodais. Dessa forma, a
parcela de um campo de fluxos de calor suavizados sobre um elemento pode ser escrita como

q, =V, . (2.12)

onde g, ¢é qualquer componente do fluxo de calor suavizado ( g, ou q,) € q;a é o vetor de médias nodais de fluxos de
calor para o elemento em questao.

2.2. Estimador de erro de Zienkiewicz e Zhu (Z2)

Basicamente, o classico Estimador ZZ consiste em uma abordagem similar a adotada pelo método das médias
nodais, ou seja, estima o erro através de um campo de fluxos de calor suavizados continuo ao longo de todo o dominio,
o0 qual é obtido a partir da interpolacdo dos valores nodais utilizando as mesmas funcGes de interpolagdo empregadas
para interpolar as temperaturas nodais (Eq. 2.12). A diferenca basica entre os estimadores € como recuperar os valores

nodais dos fluxos de calor g . Nesse caso, Zienkiewicz e Taylor (1989) calculam os valores nodais dos fluxos como

q, = M‘lU‘PTQdQJ, (2.13)
Q
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onde M é conhecida como a matriz de massa, expressa por
M :(I‘PT‘PdQJ. (2.14)
Q

2.3. Método Superconvergent Patch Recovery (SPR)

No MEF existem pontos no interior do dominio de cada elemento que possuem uma caracteristica denominada
superconvergéncia. Ou seja, os valores dos gradientes ou fluxos de calor apresentam um erro que decresce mais
rapidamente do que em outras regibes do elemento (Zienkiewicz e Taylor, 2000). A localizacdo desses pontos para
fluxos de calor coincidem com os pontos de Gauss usados para integrar exatamente a matriz de rigidez. A ideia basica
do Método SPR ¢é similar & empregada pelo MNS e pelo ZZ. Ou seja, parte da Eq. (2.12) para gerar um campo de fluxos
de calor suavizados, diferindo somente pela maneira como os valores nodais ¢, sdo obtidos.

De modo geral, 0 SPR obtém um polindmio que aproxima os fluxos de calor e define os valores recuperados nos
nos utilizando um ajuste por minimos quadrados de solucBes conseguidas nos pontos superconvergentes. Para tal utiliza
0 conceito de padrBes (patch) onde, ao invés de determinar o polinémio aproximado ao longo de todo o dominio, obtém
o polinémio que aproxima os fluxos de calor dentro de padrdes. Esses padrdes sdo definidos pelo anexo de elementos
que estdo conectados a um mesmo né.

Assim, de acordo com Zienkiewicz e Taylor (2000), para cada componente @; de ¢ escreve-se a solucdo

recuperada como
q, = p(xy)a=[Lxyla, (2.15)
sendo os coeficientes do polinémio dados por
a:[al,az,as]T. (2.16)

Estes coeficientes sdo obtidos pela minimizagéo da distancia quadratica (IT) entre este polindmio e os valores de fluxo
de calor nos pontos de Gauss dos elementos que comp6e o padrédo para o no.

Uma vez determinados os coeficientes do polindmio, substituem-se as coordenadas do né central do padrdo na Eq.
(2.15) para obter os valores nodais de fluxos de calor recuperados no elemento q: . Com os valores nodais emprega-se a

Eq. (2.12) para obter a distribuicdo dos fluxos de calor ao longo de todo o conjunto de elementos.

Cabe ressaltar que para que a técnica funcione de maneira efetiva € necessario que o nimero de pontos
superconvergentes presentes no padrdo seja igual ou maior que o nimero de coeficientes do polindmio a (Cook et al.,
2002). Em caso contrario, Zienkiewicz e Zhu (1992) recomendam que se empregue o polindmio aproximador do padréo
mais préximo.

3. MALHA H-ADAPTATIVA

Utilizando qualquer um dos estimadores de erro descritos acima, é possivel quantificar o erro localmente para cada
elemento. Dessa maneira, seguindo um processo h-adaptativo, ou seja, um processo no qual o nimero e o tamanho dos
elementos se ajustam para satisfazer um determinado erro admissivel, é possivel obter, a partir de uma malha grosseira

e ndo adequada, uma malha melhorada, orientada pelas estimativas dos erros locais.
Neste caso, espera-se que o erro relativo percentual em energia 7 para uma malha m seja menor ou igual a um

valor admissivel 77 . Ou seja, dada uma malha m, onde

M > 17, (3.1)

busca-se uma malha m+1 tal que
T <77- (3.2
Como critério de malha 6tima, este trabalho emprega a condicdo de equidistribuicdo do erro em energia

(Zienkiewicz e Zhu, 1987, Wiberg e Abdulwahab, 1997, Zienkiewicz e Taylor, 2000 e Castellazzi et al., 2010). Para
uma estimativa a posteriori do erro, um limite superior para 0 mesmo pode ser posto como

e[| < chmn®2), (3.3)
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onde ||.| representa a norma em energia, C € uma constante, h representa o tamanho de um elemento finito, p é a
ordem polinomial do elemento e 4 é um pardmetro que define o tipo de singularidade. Considerando que esta equacao
de proje¢do para o erro é valida para a malha corrente m e para a proxima malha m+1, obtém-se uma estimativa para
o0 novo tamanho do elemento h,,, na forma

e
hnew _ hoi Onde § _ ” "el,old ’ (34)
g}/p "e"el,new
sendo e[, ;4 0 erro para um elemento el na malha corrente com o tamanho de elemento hyq , [€], .., 0 erro para um

elemento el na malha m+1. Neste caso, £ é um parametro de refino que indica se a malha sera (para £>1) ou ndo
(para & <1) refinada. Considerando a condicdo de equidistribuicéo, o erro méximo admissivel para cada elemento pode
ser calculado como

a2 V2
(e Y? (1 <l 5
el = _— =~ _ .
" "el,new n Nel n Nel
onde ||e*|| é o0 erro total na norma em energia calculado por
) Nel 2 Nel . 2
el => e eI=Zu—uel (3.6)
el=1 el=1

e |u|| € a medida da energia total acumulada. Supondo que a solugéo analitica ndo € conhecida, utiliza-se para o calculo
de |u]| o conceito de que o erro € ortogonal a solugdo aproximada (Ciarlet, 2002). Nesse caso,

Jof? <ol + [ @7)
sendo ||f1||2 calculado por
= [(Gr) k(G )de (3.8)
Q

Com o objetivo de controlar o crescimento desordenado dos elementos, o qual pode gerar uma baixa qualidade da
malha obtida, é introduzido um fator de amortecimento sempre que &£ <1, ou seja, quando ocorre desrefino. Neste caso,

aplica-se (Fancello e Feijoo, 1992)

§—>§+(1_2(’Z). (3.9)

4. EXEMPLOS NUMERICOS

De modo a comparar a eficiéncia dos diferentes estimadores de erro aplicados a andlises adaptativas, nesta secéo
sdo apresentados alguns exemplos numéricos aplicados ao problema plano de condugédo térmica. Todos os resultados
utilizam o elemento CST e empregam o0s processos de estimativa de erro e de adaptacdo da malha descritos
anteriormente. A estrutura computacional é programada utilizando o software Matlab e a geragdo completa da malha
refinada com os parametros calculados pelo processo adaptativo é realizada empregando o software ARANHA
(Fancello et al., 1990).

O problema de conducdo térmica solucionado difere em cada caso pela fonte interna de calor aplicada, sendo
algumas caracteristicas comuns a todos os exemplos. Nesse caso, pode-se enunciar o problema de conducéo térmica

através da Eq. (2.1), onde o dominio global ¢ definido como © =[0,1]>.

A medida da eficiéncia dos diversos estimadores aplicados ao processo adaptativo é realizada através da
comparagao entre variaveis que caracterizam o processo e a malha em analise como: o nimero de elementos, o nimero
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de graus de liberdade, o erro relativo percentual em energia e o indice de efetividade. Essa comparacao € efetuada, em
cada exemplo apresentado, confrontando os resultados dos préprios estimadores em analise. Em alguns casos € possivel
a comparacdo dos resultados obtidos com outras abordagens apresentadas na literatura.
4.1. Problemal

Neste exemplo, a fonte interna de calor aplicada é selecionada tal que a solugdo analitica é dada por (Castellazzi et
al., 2010 e Zienkiewicz e Taylor, 2000)

T(xYy)=x(1-x)y(1-y)arctan[a(p— py)], 4.2)

onde p=(x+ y)/«/i. P, =0,8e a=20. A Fig. 1 representa a solugéo exata em termos de temperatura.

Figura 1. Problema 1 — solugéo analitica.

Pode-se perceber que a solugdo apresenta uma alta variacdo da temperatura em determinado trecho do dominio, o
que, por sua vez, representa uma alta variacdo no gradiente, ou seja, no fluxo de calor dessa regido. Para o corrente
problema busca-se um erro relativo percentual admissivel de 10% da energia total. Através da Fig. 2 observa-se a
sequéncia de malhas geradas pelo processo adaptativo utilizando os varios estimadores propostos. Ademais, a Tab. 1
apresenta os parametros que caracterizam o processo adaptativo associado as malhas geradas.

Tabela 1. Resultados numéricos para o problema 1 — Erro relativo percentual global (v), indice de efetividade
(6) e namero de graus de liberdade (NGL ).

Estimador Malha 1 Malha 2 Malha 3
. n 59,05% 18,99% 9,63%
Mesci':,i '\I'é’:'a' 0 0.6617 1,0382 1,0500
P NGL 25 344 896
7 55,81% 16,91% 10,20%
Zienkiewicz e Zhu 0 0,6082 0,9626 0.9775
NGL 25 351 720
Superconvergent ] 64.24% 17.96% 9.57%
Patoh Recavary 9 0,7581 1,0828 1,0536
NGL 25 429 991

Observa-se que, para 0 problema em andlise, todos os estimadores de erro apresentam um indice de efetividade
tendendo a um quando o erro na malha tende a um valor baixo, caracteristica essa que garante que o célculo do erro
efetuado pelo estimador, e que guia o processo adaptativo, é assintoticamente exato. Também é possivel perceber que o
erro relativo percentual global na Gltima malha, para todos os estimadores, € muito préximo do erro relativo percentual
admissivel requerido em apenas duas iterages. Analisando o0 custo computacional, para o corrente problema, o
Estimador ZZ mostra-se mais efetivo, pois alcanca o erro requerido com um nimero de graus de liberdade inferior aos
demais estimadores.

Pode-se, ainda, estabelecer uma comparacdo com os resultados apresentados por Castellazzi et al.(2010), onde o
autor realiza adaptatividade isotrdpica utilizando o software GID para a geracdo da malha e empregando um estimador
de erro a posteriori baseado em recuperacdo por compatibilidade em padrdes. Os resultados apresentados por
Castellazzi et al.(2010) na malha 3 apresentam um indice de efetividade de 1,027, erro relativo percentual global de
9,20% e 1881 elementos. Ou seja, estes resultados sdo muito proximos aos apresentados pelos estimadores aqui
discutidos, exceto pelo nimero de elementos obtidos pelo Estimador ZZ.
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Figura 2. Problema 1 — solugdes adaptativas para (a) Método das Médias Nodais. (b) Estimador ZZ. (c)
Estimador SPR.

4.2. Problema 2

Neste problema, o problema proposto por Mitchell (2013) € adaptado, sendo que a fonte interna de calor empregada
é especificada de modo que a solugdo analitica seja

T(x,y) =22 (1-x)* y* (1-y)’, (4.2)

onde a=20eb=1.Neste caso o erro relativo percentual admissivel é de 5% da energia total. Ap6s a aplicagdo dos
diferentes estimadores em conjunto com o0 processo adaptativo, as malhas geradas sdo apresentadas na Fig. 3,
confrontando-se os resultados numéricos por meio da Tab. 2. Percebe-se que, para a malha final, os nimeros de graus
de liberdade alcancados pelo processo adaptativo guiado pelos diferentes estimadores sdéo muito préximos. Por outro
lado é possivel verificar uma determinada caracteristica anisotropica da malha devido a orientagdo da malha inicial, a
qual se mantém principalmente na malha 2 utilizando o Estimador ZZ e o Método das MNS. Esta caracteristica é menos
acentuada na malha 3 dos diversos estimadores. Nesse sentido, o Estimador SPR mostrou-se superior apresentando uma
melhor uniformidade da malha. A Fig. 4 representa a solucdo exata em termos de temperatura.
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Figura 3. Problema 2 — solugdes adaptativas para (a) Método das Médias Nodais. (b) Estimador ZZ. (c)
Estimador SPR.

Tabela 2. Resultados numéricos para o problema 2 — Erro relativo percentual global (n), indice de efetividade
(6)e nimero de graus de liberdade (NGL).

Estimador Malha 1 Malha 2 Malha 3

. 7 62,34% 10,65% 4.68%

Mesoi"rﬁ '\I'gfa' 9 1,0438 1,0528 1,0415
P NGL 25 1194 3758

] 59,02% 9.29% 4.29%

Zienkiewicz e Zhu 0 0,9572 0,9989 0,9973
NGL 25 1420 3898

n 64.36% 8,96% 437%

Superconvergent 0 1,1008 1,0233 1,0429

Patch Recovery NGL 25 1528 3934
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Figura 4. Problema 2 — solugao analitica.
5. CONCLUSOES

O corrente trabalho tem como objetivo a discussdo sobre erros de aproximacdo no MEF, suas estimativas e
adaptatividade da malha para o problema plano de conducdo térmica empregando o elemento linear CST. Foram
utilizados trés diferentes estimadores de erro a posteriori: MNS, ZZ e SPR, o0s quais serviram como guia para 0
processo h-adaptativo isotropico descrito. A eficiéncia desses estimadores foi medida através do indice de efetividade,
onde todos mostraram 6timos resultados. Ou seja, seus indices de efetividade tenderam a um quando o erro na malha
tende a zero para nimeros de graus de liberdade muito parecidos. Além disso, pode-se verificar que com a abordagem
tomada foram necessarias no maximo duas iteragcdes para que o erro relativo percentual admissivel fosse alcancado,
sendo que a primeira iteragdo em todos os casos alcanca uma reducgdo significativa do erro. Assim, conclui-se que o
processo adaptativo descrito, quando conduzido por qualquer um dos estimadores apresentados, mostra-se efetivo e
conduz a uma malha acompanhando os erros, ou seja, regides com maior variagdo dos gradientes sdo mais refinadas.
Outra caracteristica importante desse processo é que o erro admissivel é alcancado ndo somente pelo refino da malha,
mas permite também seu desrefino. Esta propriedade geralmente leva a um custo computacional reduzido quando
comparado com outras técnicas de geracdo de malha como mesh enrichment, na qual, sempre que o pardmetro de
refinamento £ € maior que um, reduz o tamanho do elemento pela metade. Como futuros trabalhos, podem-se utilizar

estimativas de erro e processos adaptativos anisotrépicos, os quais levam em consideracdo diferentes fatores dos
abordados pelos estimadores aqui explanados.
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Abstract: The development of efficient methods for the generation of adaptive meshes for finite element analysis has
been the focus of intensive research in recent decades. A reliable estimate of the approximation error of this numerical
method is needed to guide properly an adaptive process. This work discusses the analysis of approximation errors,
estimates and adaptivity of the mesh when applying the Finite Element Method (FEM) for two-dimensional problems
using linear triangular element CST (Constant Strain Triangle). The a posteriori error estimation is based on the
recovery of higher order derivatives and on the energy norm. The following estimators are used: estimator based on
Nodal Simple Average(MNS), Zienkiewicz and Zhu (ZZ) estimator and Superconvergent Patch Recovery (SPR)
estimator. In all the discussed problems it is employed as a measure of the quality of the estimators the concept of
indexes of effectiveness. From calculating the error in each element, it is used an h-adaptive process to generate
appropriate meshes to the problem in study, which aim an approximately uniform error, not exceeding the admissible
error. It is discussed the theory inherent to the estimation error and the basic principles of the adopted h-adaptive
process. Through numerical examples, it is performed a comparative analysis between different estimators and their
efficiency in the context of an h-adaptive process.

Keywords: Finite Element Method, H-adaptivity, a posteriori error estimators, Superconvergent Patch Recovery
Estimator, Zienkiewicz and Zhu (ZZ) Estimator.



