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Resumo. Apresentamos uma metodologia numérica localmente conservativa para a simulação computacional do esco-
amento bifásico (água e CO2) com absorção de massa entre as fases fluidas e reação da fase CO2 com a rocha em
um reservatório homogêneo. Este problema é modelado por um sistema de equações diferenciais parciais basicamente
composto por um subsistema parabólico para a determinação do campo de velocidades e duas equações hiperbólicas
não lineares para o transporte das fases que escoam (equações da saturação e da concentração). Do ponto de vista
numérico, utilizaremos a técnica de decomposição de operadores a fim de tratar apropriadamente a escala de tempo de
cada fenômeno fı́sico. Propomos a aplicação de um método de elementos finitos localmente conservativo para a veloci-
dade da mistura e um método de volumes finitos não oscilatório de alta ordem baseado em esquemas centrais para as
equações hiperbólicas não lineares que governam a saturação e a concentração das fases. Além disso, trataremos nume-
ricamente o fluxo de massa entre as fases fluidas, ou seja, a dissolução do CO2 na fase aquosa, a partir da metodologia
flash que trata numericamente estas relao̧ões de equilı́brio. A reação do CO2 com a rocha (precipitação), que provoca
alterações na porosidade e na permeabilidade, foi tratada através da aplicação de princı́pios da teoria cinética.

Palavras-chave: Método de Volumes Finitos, Método de Elementos Finitos, Absorção de Massa entre as Fases, Escoa-
mento em Meios Porosos e Sequestro Geológico de Dióxido de Carbono.

1. INTRODUÇÃO

O aquecimento global é uma realidade. Ano após ano a temperatura da Terra vem aumentando, afetando de forma
preocupante o clima do planeta. Isto se deve à intensificação do efeito estufa devido à emissão de gases, decorrentes
de atividades industriais. Dentre os gases que intensificam este efeito temos o dióxido de carbono (CO2) que, segundo
Ravagnani e SuslickII (2008), possui uma maior contribuição para a intensificação do efeito estufa devido à grande
quantidade produzida e emitida para a atmosfera. Uma das possı́veis soluções é o chamado sequestro de carbono, que
consiste na separação, transporte (em estado supercrı́tico) e armazenamento do CO2 em reservatórios geológicos.

Modelos de sequestro geológico de CO2 devem levar em consideração escoamentos multifásicos, reações de
equilı́brio e não equilı́brio e partição das fases em reservatórios. Vários autores têm estudado este problema, dentre
eles: Van der Meer (1993, 1995 e 1996), Holt et al. (1995), Weir et al. (1995), Law e Bachu (1996), Lindberg (1997),
Johnson et al. (2000), Ennis-King e Paterson (2002), Wellman et al. (2003), Pruess e Xu (2003), Xu e Pruess (2003) e
Kumar et al. (2005), porém estes desconsideram a reação do CO2 com a rocha. Malik e Islam (2000) realizaram um
estudo para o campo de Weyburn, onde o CO2 coletado foi injetado em um campo petrolı́fero. O objetivo foi determinar
o ponto de injeção ótimo para maximizar o armazenamento de CO2 e recuperação de hidrocarbonetos. Brinks e Fanchi
(2001) realizaram um estudo acoplado do movimento do CO2 e da resposta sı́smica. Xu e Pruess (2003) e Pruess e Xu
(2003) utilizaram um detalhado modelo geoquı́mico para estudar as interações entre o fluido e a rocha durante um escoa-
mento radial. Kumar et al. (2005) realizaram uma minuciosa análise do armazenamento do CO2 utilizando um simulador
comercial em uma malha de 64000 elementos. Os autores concluı́ram que o aprisionamento de CO2 era um mecanismo
importante de armazenamento permanente. Pruess (2004) estudou o vazamento de CO2 considerando o escoamento mul-
tifásico e efeitos térmicos. Além disso, estudou o caso em que o CO2 se torna subcrı́tico e forma duas fases não aquosas
utilizando geometria radial. Ennis-King e Paterson (2002) estudaram detalhadamente fatores que afetam o sequestro
geológico de CO2 incluindo o efeito gravitacional e também utilizaram geometria radial. Outros autores consideraram
os papéis da histerese da permeabilidade relativa (Spiteri et al, 2005), da dispersão (Calabrese et al, 2005) e da mistura
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convectiva (Ennis-King e Paterson, 2005) durante o armazenamento de CO2. Por fim, Obi e Blunt (2006) modelaram o
armazenamento de CO2 em um aquı́fero no Mar do Norte utilizando o método streamline. Concluı́ram que a distribuição
de CO2 é dominada pelo transporte advectivo devido ao fluxo multifásico e o CO2 move-se preferencialmente através
dos canais de alta permeabilidade. Sem reação, o escoamento do CO2 ocorre até atingir o valor da saturação residual.
A precipitação leva à diminuição da porosidade e da permeabilidade, enquanto o CO2 é armazenado na fase sólida. A
eficiência de armazenamento por este mecanismo é baixa, em torno de 2%, por causa da heterogeneidade do arquı́fero.

2. MODELO MATEMÁTICO

Problema: Dados os campos de compressibilidade da rocha β, o tensor de condutividade hidráulica K e mobilidade
da mistura fluida λt. Encontrar a pressão p : Ω → R, a velocidade de Darcy da mistura vDt : Ω × [0, T ] → Rn, n =
1, 2, 3, a porosidade φ : Ω→ (0, 1), a saturação Sc : Ω→ (0, 1) e concentração C : Ω→ R tais que:

vDt = −Kλt∇p (1)

β
∂p

∂t
+ div (vDt) = −T cd (2)

∂ (Scφ)

∂t
+ div (fcvDt) = −T cd (3)

∂ (C (1− Sc)φ)

∂t
+ div [C (1− fc)vDt] = T cd − Tr (4)

∂φ

∂t
= −

(
1− mw

mc

)
Tr. (5)

Condições de contorno Condições iniciais
vDt.n =q sobre ΓvN p (x, 0) = p0 (x)
p = p sobre ΓpD φ (x, 0) = φ0 (x)

φ = φ sobre ΓφD S (x, 0) = S0 (x)
S(x) = s(x), sobre ΓSD C (x, 0) = C0 (x)
C(x) = c(x), sobre ΓCD

onde Γ = ΓN ∪ ΓD, ΓvN ∩ ΓpD = ∅; fc1 é a função fracionária de fluxo; T cd representa o número de mols de CO2 na fase
aquosa; Tr representa o número de mols por unidade de volume que efetivamente reagem com a rocha; mw é a
densidade molar da água sem CO2 dissolvido e mc é a densidade molar do CO2 sem água dissolvida.

3. DISCRETIZAÇÃO DO MODELO

No contexto de escoamentos em meios porosos, o sistema parabólico é usualmente denominado problema de Darcy
ou hidrodinâmica (Eqs. 1 e 2) e o conjunto de equações hiperbólicas é constituı́do pela equação da saturação e pela
equação da concentração (Eqs. 3 e 4). Do ponto de vista numérico, utilizaremos o fato de que a escala de tempo do
problema parabólico é maior do que a do problema hiperbólico e adotaremos um algoritmo de desacoplamento no tempo.

3.1. Evolução no tempo
Iniciamos com a descrição do algoritmo de evolução temporal com passo fracionário associado à decomposição de

operadores para a solução do sistema de equações do modelo proposto (Eqs. 1, 2, 3 e 4), ver Fig. 1. No instante de tempo
inicial t = 0, dadas as condições de contorno e iniciais, o subproblema da hidrodinâmica é resolvido para obtenção do
campo de velocidades que permanece constante até o instante de tempo t = ∆th. As velocidades “congeladas” são usadas
nas equações de transporte convectivo que atualizam as variáveis Sc eC. Neste caso, o passo de tempo ∆tc é definido pela
restrição CFL. Para simplificar o algoritmo faremos ∆td = ∆tc e com as novas saturações e concentrações realizamos a
etapa de dissolução. Após o cômputo de todas as atualizações das variáveis Sc e C ao longo dos micropassos convectivos
e de dissolução (lembrando que ∆td = ∆tc), faremos a atualização dos campos de permeabilidade e porosidade durante
o passo reativo até o instante de tempo ∆tr, faremos neste passo também uma simplicação no algoritmo considerando
∆tr = ∆th.

1A mobilidade total (sugerida por Chavent e Roberts (1989) como função das permeabilidades relativas dos fluidos) é definida por

λt = λw + λc =
KRw

µw
+
KRc

µc
(6)

onde KRw e KRc são funções escalares da saturação denominadas de coeficientes de permeabilidade relativa da água e do CO2 com 0 ≤ KRβ ≤ 1
(para β = w, c), parâmetros esses que quantificam a resistência adicional que um fluido exerce sobre o movimento do outro. Além disso, a função
fracionária de fluxo da fase CO2 que representa a razão entre a mobilidade da fase CO2 e a mobilidade total que, segundo Chen et al. (2006), é dada
por

fc =
λc

λt
. (7)
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3.2. Hidrodinâmica
Reformulamos o problema hidrodinâmico na sua forma mista dual com emprego de elementos de Raviart e Thomas

(1977) de mais baixa ordem. Em seguida, fizemos uma condensação estática eliminando a pressão (utilizando o esquema
de Euler implı́cito) que resulta em uma única equação a ser resolvida para a velocidade.

Formulação em velocidade: Para cada tempo tm, m ≥ 1 encontrar a velocidade vmDt ∈ U tal que ∀v ∈ U∫
Ω

k−1λ−1
t vDt.v dΩ +

∆t

β

∫
Ω

divvDtdivv dΩ =

∫
Ω

Pm−1divv dΩ−
∆t

β

∫
Ω

(T cd )mdivv dΩ−
∫

Γp
D

pv.n dΓ (8)

Para maiores detalhes no desenvolvimento desta formulação posta unicamente em função do campo de velocidades,
ver trabalhos de Raviart e Thomas (1977), Douglas Jr et al. (1983), Correa e Loula (2007) e Correa e Loula (2008).

3.3. Problema preditor
Dados os campos de porosidade φ(x) e da velocidade de Darcy da mistura vDt no istante tn, encontrar a saturação S

tal que

φ
∂S

∂t
+ div(f) = 0 em Ω× (tn, tn+1) (9)

onde f(S) =
[
f(S)
g(S)

]
e satisfazendo a condição inicial S(x, tn) = Sn.

O método KT proposto por Kurganov e Tadmor (2000) foi desenvolvido para leis de conservação não lineares da
forma da Eq. (9), para um campo de porosidades φ constante. A extensão da formulação para o caso onde φ = φ(x), ou
seja, para o caso em que a porosidade é função da posição, foi desenvolvida por Correa e Borges (2013). Tal formulação
é de suma importância para a simulação de meios porosos, sua construção é baseada no algoritmo REA descrito a seguir

Algoritmo REA
• Reconstrução: A partir dos valores computados da média Sni,j e das aproximações das derivadas (Sx)ni,j e

(Sy)ni,j obtidas utilizando os limitadores MinMod, reconstruiremos a aproximação polinomial por partes que,
para o caso bidimensional, é um interpolante linear por partes dado por:

Lni,j(x) = Sni,j + (Sx)ni,j(x− xi) + (Sy)ni,j(y − yj), para x ∈ Ci,j . (10)

• Evolução: Evoluiremos a equação hiperbólica no tempo com condições iniciais no tempo tn, a fim de obter a
média Sn+1

Di,j
no tempo tn+1 em uma malha dual. É de suma importância a utilização de informações sobre o

valor das velocidades locais na definição do tamanho da malha dual, que caracterizará a largura dos leques de
Riemann.

• Projeção: Reprojetaremos a média em malha dual Sn+1
Di,j

de cada célula na malha original τh, a fim de obtermos
a média em cada célula na malha original no tempo tn+1.

Aplicando esta metodologia podemos reescrever a formulação em termos dos fluxos numéricos através da expressão

dSi,j
dt

=
Hr −Hl

∆x
+
Hu −Hd

∆y
(11)

onde os fluxos numéricos são dados por

Hβ =
aβφβ
φc + φβ

(S+
β − S

−
β )− 1

φc

[
φcϕ(S+

β ) + φβϕ(S−
β )

φc + φβ

]
, para β = r, u (12)

Hβ =
aβφβ
φc + φβ

(S+
β − S

−
β )− 1

φc

[
φβϕ(S+

β ) + φcϕ(S−
β )

φc + φβ

]
, para β = l, d (13)

com ϕ = f para β = r, l e ϕ = g para β = u, d.

3.4. Problema corretor
Descreveremos a formulação do passo corretor sem perda de generalidade para a equação da saturação. Porém, este

passo também será calculado para a equação da concentração.
Conhecidos a solução obtida no passo preditor S∗(n+1) e o campo φ(x, t), achar S∗∗

c (x, tn+1) para cada subintervalo
de tempo ∆tc = (tn, tn+1), n = 0, ..., N − 1 com t0 = 0, tn = T , tal que

φ
∂S∗∗

c

∂t
= −S∗∗

c

∂φ

∂t
(14)

sujeito à condição inicial
S∗∗
c (x, tn) = S∗(n+1)

c . (15)
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Integrando a equação acima no intervalo ∆tc para cada ponto x ∈ Ω, obtemos

S∗∗n+1 =
φnS∗n+1

φn+1
. (16)

3.5. Tratamento do termo de fonte de dissolução
Segundo Obi e Blunt (2006), para computar o número de moles de CO2 na fase lı́quida T cd e atualizar os valores da

saturação Sc e da concentração C no tempo tn+1, podemos utilizar o algoritmo

(T cd )n+1 = φn+1
[(

1− Sn+1
c

)
Cn+1 +mcS

n+1
c

]
(17)

onde

Cn+1 = Kd e Sn+1
c =

(T cd )n+1

φn+1
−Kd

mc −Kd
se (T cd )n+1 ≥ φn+1Kd

Cn+1 =
(T cd )n+1

φn+1
e Sn+1

c = 0 se (T cd )n+1 < φn+1Kd.

A constante de dissolução é definida como

Kd =
xLCO2

mw

1− xLCO2

(
1−

mw

mc

). (18)

onde mw é a densidade molar da água sem CO2 dissolvido, mc é a densidade molar do CO2 sem água dissolvida e xLCO2

representa a fração molar de CO2 que pode se dissolver na fase aquosa.

3.6. Tratamento do termo de fonte de reação
Ao aplicarmos o algoritmo desenvolvido por Obi e Blunt (2006) para resolução da Eq. (5), computaremos o termo

de fonte de reação (Tr) e atualizaremos o campo de porosidade φ. Além disso, será utilizada uma lei empı́rica para a
atualização do campo de permeabilidade K.

Segundo Obi e Blunt (2006), para computar o número total de moles de CO2 por unidade de volume em ambas as
fases (mtt), podemos utilizar o seguinte algoritmo:

mtt = φn[(1− Snc )Cn +mcS
n]. (19)

O número total de moles de CO2 por unidade de volume que efetivamente reage com a rocha é definido como

Tr =
mw

1−
mw

mc

. (20)

Para calcularmos a variação da porosidade, utilizaremos o seguinte procedimento:
φn+1 = φn[exp(−K∆tr)] se mtt ≥ Trφn[1− exp(−K∆tr)]

φn+1 = φn −
mtt

Tr
se mtt < Trφ

n[1− exp(−K∆tr)].

Por fim, a permeabilidade será atualizada a partir da formulação empı́rica (Wellman et al. (2003))

Kn+1 = Kn

(
φn+1

φn

)3.4

. (21)

4. RESULTADOS NUMÉRICOS

Realizamos inicialmente da forma mais próxima possı́vel o mesmo experimento de Obi e Blunt (2006). Logo após,
estudamos o efeito dos fenômenos de dissolução e reação sobre o movimento de uma pluma de CO2 em um meio poroso
homogêneo. O campo de velocidade foi calculado a partir da resolução do subproblema da hidrodinâmica (Eqs. 1 e 2),
utilizando o método de elementos finitos misto. Aplicamos o método KT (versão modificada por Correa e Borges (2013)
para incluir a porosidade variável) na resolução do transporte (Eqs. 3 e 4). O cômputo dos termos de fonte referentes à
dissolução do CO2 na fase água foi feito utilizando o algoritmo descrito na subseção (3.5) e, os campos de porosidade e
permeabilidade, foram atualizados fazendo uso do algoritmo reativo descrito em (3.6).

Para os experimentos que seguem, consideramos um reservatório aproximadamente incompressı́vel utilizando um
valor para β (compressibilidade da rocha) da ordem de 10−9.
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4.1. Comparando resultados com a literatura

O objetivo das seguintes simulações é realizar da forma mais próxima possı́vel o mesmo experimento de Obi e Blunt
(2006). Faremos um estudo qualitativo, tendo em vista que algumas informações sobre as simulações não puderam ser
encontradas no referido artigo. Além disso, cabe ressaltar que em suas simulações, Obi e Blunt (2006) utilizaram o
método de streamline para resolver o transporte.

Consideramos os seguintes parâmetros fı́sicos: temperatura de 353K, densidade da água de 1050kg.m−3, densidade
do CO2 de 710kg.m−3, viscosidade da água de 5× 10−4Pa.s, viscosidade do CO2 de 6× 10−5Pa.s, densidade molar do
CO2 (mc) de 16140moles.m−3, densidade molar efetiva do sólido (Tr) de 26500moles.m−3, porosidade de φ = 0, 15,
permeabilidade absoluta de K = 100mD, saturação residual da água de Srw = 0, 2, saturação residual do CO2 de
Src = 0, 2. Utilizamos um reservatório de dimensões 2000m× 1500m× 200m e uma malha de 400× 1× 1 elementos.
Adotamos o ponto de injeção a 750m a partir da origem, a pressão neste ponto é de 28MPa e no bordo direito de 0MPa.

Injetamos CO2 durante 20 anos à uma vazão volumétrica de 0, 18
m

ano
.

Tabela 1. Dados do problema unidimensional.

saturação inicial Sc(x, 0) = 0

condição de contorno da velocidade vDt(0, t) = 0, 18
m

ano
condição de contorno da saturação
(injeção)

Sc(0, t) = 0, 8

(a)

(b)

Figura 1. (a) Simulação unidimensional do caso inerte utilizando o método KT. (b) Solução obtida por Obi e Blunt
(2006) para o caso inerte.

Observamos que qualitativamente nossos resultados são bastante similares aqueles encontrados por Obi e Blunt (2006)
em ambos os casos. Percebemos um atraso na frente de onda em 200 anos ao considerarmos a dissolução (Fig. 2a e Fig.
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(a)

(b)

Figura 2. (a) Simulação unidimensional considerando o efeito da dissolução utilizando o método KT. (b) Solução
obtida por Obi e Blunt (2006) considerando o efeito de dissolução.

2b) quando comparado ao caso inerte (Fig. 1a e Fig. 1b). Isto é devido ao fato de parte do CO2 ter sido transferido para
a fase aquosa como soluto.

Por fim, além da dissolução do CO2 como soluto na fase água, consideramos a reação do CO2 com a rocha.
Observamos que durante a fase de injeção (Fig. 3a e Fig. 3b), o perfil de saturação sofreu um atraso (com

concentrações menores) em comparação à primeira simulação (Fig. 2a e Fig. 2b), pois parte do CO2 precipitou. No
entanto, depois de 200 anos o impacto sobre o perfil de saturação é dramático, tendo em vista que houve tempo suficiente
para uma quantidade significativa de precipitação e a reação causou uma queda na saturação do CO2 abaixo do valor da
saturação residual.

Apesar de não conseguirmos simular exatamente o mesmo problema de Obi e Blunt (2006), observamos que o com-
portamento das soluções são qualitativamente semelhantes, indicando que os métodos propostos se aproximam correta-
mente do problema.

4.2. Meio homogêneo
Agora estudaremos o efeito da dissolução e da reação em uma simulação bidimensional. Para isso, estudaremos uma

pluma de CO2 em um meio poroso homogêneo, sendo que a mesma irá se propagar apenas devido à ação do campo de
velocidades.

Os dados iniciais assim como as condições de contorno estão representados na Tab. (2) e na Fig. 4.
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(a)

(b)

Figura 3. (a) Simulação unidimensional considerando os efeitos da dissolução e da reação utilizando o método KT.
(b) Solução obtida por Obi e Blunt (2006).

Tabela 2. Dados do problema bidimensional.

Descrição Dados
dimensão do domı́nio [0, 1]× [0, 1]

malha adotada 150× 150 cÃ c©lulas
porosidade inicial φ = 0, 25
permeabilidade absoluta K = 100mD
compressibilidade da rocha β = 5× 10−9

pressão inicial p0 = 0MPa
velocidade de percolação total vDt = [1, 0]T

saturação inicial S(x, 0) = 0

saturação residual da Ã¡gua Srw = 0, 1
saturação residual do CO2 Src = 0, 1

permeabilidade relativa da água Krw = (1−S−Srw)2

(1−Srw)2

permeabilidade relativa do CO2 Krc = (S−Src)2

(1−Src)2

condição de contorno (injeção) S(x, t) = 0, 8 sobre ΓInj enquanto
n4 tc < 30000s

condição de contorno da velocidade
(hidrodinâmica)

vDt = 1, 0 sobre Γ, onde Γ =
Γ1a ∪ ΓInj ∪ Γ1b

tempo total de simulação 110000s

Simulamos para as mesmas condições iniciais e de contorno dois casos: o primeiro desconsiderando a dissolução do
CO2 na fase água e a reação com a fase sólida, que será chamado de caso inerte; e o segundo considerando os fenômenos
de dissolução e reação.
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Figura 4. Condições de contorno.

(a)

(b)

Figura 5. Para um tempo total de simulação t=110000s e distância x= 1km: (a) Caso inerte. (b) Considerando
dissolução e reação do CO2.
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Para as mesmas condições iniciais e de contorno, ao considerarmos os fenômenos de dissolução e reação na simulação,
observamos a absorção da pluma de CO2 pela fase água e sua reação com a rocha (precipitação) conforme ilustrado (Fig.
3a e Fig. 3b).
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COMPUTATIONAL MODELING OF THE INJECTION OF CARBON
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Abstract. We present a locally conservative numerical methodology to simulate the two-phase flow (water and CO2) with
mass absorption between the fluid phases and reaction between the CO2 phase and rock in a homogeneous reservoir. This
problem is modeled by a system of partial differential equations, which basically consists in a parabolic subsystem for
determining the velocity field and two non-linear hyperbolic equations for the transport of phases that flow (equations
of saturation and concentration). From the numerical point of view, we use the operator splitting technique to properly
treat the time scale of each physical phenomenon. We propose the application of a locally conservative finite element
method for the total Darcy velocity and a high-order non-oscillatory central- scheme finite volume method for nonlinear
hyperbolic equations that govern the saturation and concentration of phases. Furthermore, we treat numerically the
mass flux between fluid phases, the dissolution of CO2 in the aqueous phase, using the flash methodology that treats
numerically equilibrium reactions. The reaction of CO2 with rock (precipitation), which causes changes in porosity and
permeability, was treated by applying principles of kinetic theory.

Keywords: Finite Volume Method, Finite Element Method, Mass Absorption Between Phases, Flow in Porous Media,
Geologic Sequestration of Carbon Dioxide.


