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Resumo:No meio industrial, a busca-se constantemente a confiabilidade, durabilidade e seguranca das méquinas e
equipamentos utilizados na atividade produtiva. Neste contexto, nas fases de concep¢do de projeto e analise sdo
geralmente empregados procedimentos numérico-computacionais para prever o comportamento de sistemas mecanicos
quando estes sdo submetidos a perturbagdes estaticas ou dindmicas. Essas perturbagdes tém se tornado cada vez mais
intensas enquanto os materiais utilizados na realizagdo das estruturas so cada vez mais finos, leves e extensos. Portanto,
devido a essas condicBes, ocorrem nesses sistemas comportamentos ndo-lineares, que podem resultar em falhas
catastréficas quando esses fendmenos ndo sdo devidamente reconhecidos e estudos para serem controlados. Nesse
trabalho, pretende-se implementar uma modelagem numérico-computacional para o estudo e previsdo do
comportamento de uma estrutura do tipo placa fina de interesse industrial, comumente utilizado em projetos da inddstria
aeronautica e automobilistica, submetidas a grandes deslocamentos, com o objetivo de obter as suas respostas devido a
diferentes condi¢des de operacgéo.
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1. INTRODUCAO

Fendmenos ndo-lineares sdo muito comuns na engenharia pratica, sendo os fendmenos lineares uma exce¢do. Devido
ao comportamento imprevisivel de sistemas ndo-lineares podem ocorrer falhas catastréficas As nédo-linearidades de
estruturas podem ser consideradas locais ou globais; elas dependem do comportamento do material, das condiges limite
ou das condicdes de contorno.

As ndo-linearidades geométricas sdo frequentemente encontradas em sistemas dindmicos estruturais em que a
espessura é considerada fina. Nesses sistemas sdo feitas as seguintes consideracdes: a) As deformagdes sdo elasticas e
infinitesimais; b) as rotac6es sdo moderadas. Tal comportamento é observado quando o deslocamento transversal é maior
que a espessura da estrutura. (Gerges,2013).

Nesse contexto, podem ser incluidas as placas finas , que sdo extensamente utilizadas no meio industrial, como por
exemplo: na industria aeronautica compde a fuselagem e as asas do avido; na inddstria automobilistica podem ser
utilizadas na construgdo da estrutura dos veiculos.

Uma placa é considerada fina, caso a relagéo entre 0 seu comprimento e a espessura seja superior a 20. Estas estruturas
sdo muito sensiveis a vibragdo, e quando sdo submetidas a grandes deslocamentos apresentam um comportamento nao-
linear.

Para a modelagem de uma placa fina em grandes deslocamentos, assume-se 0 modelo de Love-Kirchhoff onde a
partir dos campos de deslocamentos, obtém-se as deformagdes da placa através do tensor de Green-Lagrange.

O que difere essa modelagem das convencionais, é o fato de que quando as placas finas estdo submetidas a grandes
deslocamentos, a modelagem ndo podem ser considerados os efeitos de flexdo e deformacbes no plano da placa
independentes. Deve-se também considerar os que estes efeitos sdo acoplados, de onde surgem as ndo-linearidades do
sistema. (Zienkiewicz e Taylor, 2000).

Devido as caracteristicas ndo-lineares da estrutura, a resolucdo da equagao do movimento que rege o sistema torna-
se mais complexa, sendo assim, é utilizado o método de integracdo de Newmark, que permite a resolucéo de equacgdes
diferenciais de segunda ordem
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Nesse trabalho é realizada uma modelagem numérico-computacional de uma estrutura do tipo placa fina, aplicando-
se diferentes condi¢cdes como por exemplo, amplitude da frequéncia de excitacdo e tipo de excitacdo, a estrutura e sdo
realizadas analises das respostas visando o entendimento da influéncia desses parametros em um sistema nao-linear.

2. MODELAGEM DE PLACAS FINAS SUJEITAS A GRANDES DESLOCAMENTOS

As estruturas do tipo placa fina, sdo imensamente utilizadas no meio industrial, e, devido a demanda por objetos cada
vez mais leves e resistentes para serem operados em condi¢es cada vez mais criticas, muitos pesquisadores tém se
dedicado ao estudo do comportamento desses sistemas quando operados em situacdes que exigem muito da estrutura,
como por exemplo, placas finas quando submetidas a grandes deslocamentos.

Considera-se como grandes deslocamentos, quando 0 mesmo ultrapassa a espessura da placa (Moussaoui e Benamar,
2002). E neste caso, a teoria de placas finas que adota as relagdes lineares entre tensdo e deformacdo ja ndo é mais
suficiente para descrever o comportamento da estrutura e, nesse sentido, busca-se modelagens com o objetivo de se
alcancar respostas que mostram as respostas 0 mais aproximado da realidade o possivel.

Neste trabalho, é utilizado o modelo de Love-Kirchhoff que é inspirado no modelo de Euler-Bernoulli para placas,
onde é utilizado o seguinte tensor de deformacéo de Green-Lagrange para a formulagdo do principio variacional:

g:%(vu +VUT)+%VUVUT )

Onde U é admitido como sendo a aproximacao do campo de deslocamentos.
Admitindo a hipotese de pequenas deformacbes e de rotacGes moderadas, pode-se reescrever o tensor de Green-
Lagrange sob a seguinte forma:

2
gXX uX WXX WX
_ _ _ 1 2
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274y Uy +Vy 2wy, 2w, W
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onde € " e € f=zK' representam, respectivamente, as deformacgGes de membrana e flexdo, e € ¢ é o vetor das
deformacdes ndo-lineares que traduz o acoplamento entre os efeitos de membrana e flexdo no plano médio. Além disso,
ele ndo aparece na modelagem linear de placas finas tal que os efeitos de flexdo e membrana podem ser resolvidos
separadamente. Entretanto, para o caso ndo-linear, isto ndo é mais possivel sendo necessario considerar o acoplamento.

Considerando que os campos de deslocamentos sdo discretizados em elementos finitos por fungdes de interpolacdo
para um elemento de placa plana retangular, os componentes de deformagdo de membrana, flexdo e acoplamento entre
elas pode-se escrever as componentes do tensor de Green-Lagrange, Eq.2, como:

e =B™U(t), &° =%BnI(VT/)VTI(t), K" =B"w() (3)

onde G(t):[u v]r : VT/(t):[W Wy 1//y] ! ,easmatrizes B™, B™ e B sdo formadas pelos operados diferenciais

das relagBes deformagdes-deslocamentos para um elemento de placa plana retangular formada por quatro nés e cinco
graus de liberdade por nds.

A partir dessas relagdes, pode-se escrever o principio dos trabalhos virtuais, em que sdo levadas em consideracao a
energia cinética e a energia potencial de deformacéo, como descrito abaixo:

5H=5T(U0+To)dt=0 (4)

Sendo que T, é a energia cinética do sistema, utilizada para a formulacéo da matriz de massa relacionada ao sistema e a
energia potencial U, é a soma das energias potencias das forgas externas impostas e a energia potencial de deformagéo,
que é dada por:

Uy = % [Esav (5)
Q

Onde S é o tensor de Piolla-Kirchhoff.
A partir da formulagdo variacional do tensor de Green-Lagrange, entdo, é possivel obter a matriz de rigidez do
sistema:

K =k© 4+ AkO(W) (6)
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Nota-se que a matriz de rigidez tém duas componentes, 0 primeiro termo correspondente & contribuicdo linear e o
segundo a contribuicdo ndo-linear que diz respeito ao acoplamento entre os efeitos de flexdo e membrana, que sdo
calculadas por:

n Zs1 Y=bx=a| om' ~m m
Kl(e) => J' B™ C"(0,)B ; 0 dxdydz )
ko727, y=0 %20 0 B"c'(g)B'
2 Zer yobxa 0 Lgcm(g,)B™ (W)
AKE(W)=3 2 dxdydz ®)

k=1z=7, y=0x=0 BrIIT (VT/)C m (Hk )Bm % Ban (W)C m (91( )Bnl (VTI)

Apos a obtencdo das matrizes de massa e rigidez, é possivel escrever as equagdes do movimento global do sistema,
no dominio do tempo, da forma matricial:

IR T ) B

M Gi(t)+ K (u)u(t)- f(t)=0 (10)

Na Eq.(10), nota-se a presenca de uma forca ndo linear que pode ser entendida como uma perturbacdo no
comportamento do sistema quando ele é submetido a um grande deslocamento.

Ou ainda:

2.1 Resolucao da equagdo do movimento pelo método de Newmark

O metodo de Newmark, utilizado para a resolucdo de equagdes diferenciais de segunda ordem, foi empregado neste
trabalho para a resolucéo da equagdo do movimento da placa (Eg.10).

Sendo u, = [ G, (t) W, (t) ] expandindo as variaveis de estado u, (deslocamento), U, (velocidade) em série de Taylor e
truncando no termo de 32 ordem temos:

AU, . AU,

6

U =u_ +Atu,_, + (11)

A2

U, =u,_, +Atl_, + 5 = (12)

Sendo At =t, —t,_, 0 passo de tempo.

Inserindo os pardmetros y e 3 iguais a % e 1/6, as relagdes das varidveis de estado passam a corresponder ao método
de aceleragéo linear. (BATHE,1996). Sendo assim pode-se escrever U _, , tal que:

_ U —U_

u_, = 13
i-1 At ( )
Substituindo esta relacdo nas Eq.2.10 e Eq.2.11, chegamos as expressdes:
. e 2 l 2 .e
u, = u,_, +Atg,_, + G, At E_ﬂ + AL G, (14)

U = U, +Atli;_, (1- )+ At (15)
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Isolando o termo Ui, na eq.2.14 em funcgéo de u, e substituindo na eq.2.15 obtém-se as equacbes relacionadas a
aceleracdo (Ui;) e & velocidade (u,) em funcdo dos deslocamentos desconhecidos (u,). Estas equagbes, quando
substituidas na Eq.(16) resultam em um problema quase-estatico, como é mostrado na Eq. (17).

M, +Cu, +Ku, = F, (16)

K(u_)AU, = f (17)
Onde, M representa a massa do sistema, C o amortecimento, K a rigidez, e, Fj a forca externa aplicada.

K é a matriz de rigidez efetiva, que é dada por:

K=K+ C+— M (18)
BAL T pAt
AU, é a variagdo do deslocamento no intervalo entre t; e i1, ou seja, AU, =U, —-U, .
E, f é uma forca dindmica instantanea aplicada, dada por:
foF—F + —M+Zc o, + LM+ L1l |a (19)
pae B 2p 2p

A Eq. (17) pode ser obtida pela aproximagao da forca ndo-linear para o ponto t; pela expanséo em série de Taylor em
torno do deslocamento no tempo ti.1. Ou seja

faU)=Ku)uy, =f, (uifl)"'ﬁfnI (ui—u;,) (20)
ou

of . . x . )
Onde a—“' representa a derivada da for¢a ndo-linear em funcéo do deslocamento. E, para cada instante de tempo é
u

representada pela matriz de rigidez tangente.
2.2 Desenvolvimento da matriz tangente

Como ja foi exposto anteriormente, a matriz de rigidez tangente (K!), é a forma discreta da derivada da forga néo-
linear em relacdo ao deslocamento no tempo t;. Essa matriz, ou gradiente espacial da forca ndo-linear, é necesséria para a
integracdo da equacdo do movimento da placa pelo método de Newmark.

A forga ndo-linear pode ser escrita como sendo composta por componentes da forca na superficie da placa e as forcas
que atuam na flexdo. Sendo assim, pode-se escrever:

f u
e[ o

E, entdo, escreve-se o gradiente espacial da forca ndo-linear, ou seja:

of"  of"
Ki=| 00 oW 22)
of" of"
o0 ow
Escrevendo a derivada da forca ndo-linear como:
df , (u) =df  (u) +df ¥ (u) (23)

E, entdo, desenvolvendo as derivadas das rigidezes multiplicadas pelos graus de liberdade, como mostrado na Eq.9,
chega-se aos componentes da matriz de rigidez tangente:

K'=K'+AK"™ +AK" (24)

Sendo o primeiro termo a contribuicéo linear e 0 segundo a contribuicdo ndo-linear, ja mostradas nas Eq. (7) e Eq.(8).
E o ultimo termo é dado por:
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1 . -
n % y=bx=a| 0 EBr" C"(6,)B" (W)
1 dxdydz (25)
> B" (W)C" (6,)B" (W)+G'T"G

Onde G ¢é a matriz de derivadas das relagdes de deformacao-deslocamento relacionadas a flexdo e T™ é dado pela
relacdo : D"E™

3. SIMULACOES NUMERICAS

Com o objetivo de validar o modelo e observar o comportamento da placa que é submetida a grandes deslocamentos,
foi imposta uma forca harménica pontual da forma F,(t) = Fysen(wt), em que F, representa a amplitude da forca
imposta e a frequéncia de excitagdo € igual a primeira frequéncia natural da placa, é aplicada no centro da dimenséao
oposta ao engaste. A Fig. 1 mostra a placa engastada-livre discretizada em 10 elementos ao longo do seu comprimento e
10 ao longo de sua largura, cujas caracteristicas fisicas e geométricas sdo mostradas na Tab. 1.

Figura 1. Representacéo esquematica de uma placa discretizada em elementos finitos

Tabela 4.2 — Propriedades Fisicas e Geométricas da placa

PLACA

Comprimento [m] 0.2

Propriedades Geométricas Largura [m] 0.05
Espessura [m] 0.002
Densidade Volumétrica [Kg/m?] 7800
Propriedades Fisicas Médulo de Elasticidade de Young 2.1e5

[MPa]
Coeficiente de Poisson 0.3

Para a resolucdo das equacdes do movimento foi utilizado o método de integracdo de Newmark juntamente com o
método de Newton-Raphson, com o objetivo de realizar corre¢des na resolucdo feita pelo método integrador devido as
caracteristicas ndo-lineares do sistema. O intervalo de tempo analisado € de 0 a 4 segundos com passo de tempo igual a
0.0005s.
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A Figura 2, exibe a respostas temporal e o plano de fase do sistema para uma for¢a senoidal com amplitude de 8N. A
resposta no dominio do tempo, apresenta poucas caracteristicas ndo-lineares em suas amplitudes o que também pode ser
observado no seu plano de fase.

.A medida em que aumentamos a amplitude da forca, para 40N (Fig. 3) e consequentemente o deslocamento da placa,
observa-se uma discreta mudancga nos picos das amplitudes das respostas o que sugere o surgimento do comportamento
ndo-linear do sistema.

As respostas obtidas para 80 N e 200 N, as ndo-linearidades tornam-se mais evidentes tanto no dominio do tempo,
quanto no plano de fase além de serem demonstrados pontos de instabilidade que surgem no sistema devido as ndo —
linearidades.

= 2_)(10-3 _ _ 8!\1
N AAAAAAAD \ \ A
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30
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Figura 2. Resposta temporal e plano de fase da placa para uma forca de 8N
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Figura 3. Resposta temporal e plano de fase da placa para uma forca de 40N
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Figura 4. Resposta temporal e plano de fase da placa para uma for¢a de 80N
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Figura 5. Resposta temporal e plano de fase da placa para uma forca de 200N

4. Conclusodes

Neste trabalho foi realizada uma simulagdo numérico-computacional de placas em grandes deslocamentos e rotagdes
moderadas, 0 que nos leva a uma formulagdo ndo-linear. Foram desenvolvidas e mostradas o equacionamento utilizado
para a obtencdo das respostas de um sistema a partir desta formulag&o.

Com os resultados obtidos a partir das simula¢des nota-se a importancia de um estudo em que sdo levadas em
consideracdo o efeito de acoplamento entre os efeitos de membrana e flexdo da viga, que séo as fontes de ndo-linearidades
levadas em consideragdo neste estudo, sendo que, a medida em que a amplitude da forca aplicada ao sistema as ndo-
linearidades tornam-se cada vez mais evidentes.
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