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Resumo. Este artigo trata de um Método de Elementos Finitos usando fungdes de base hi-
erdrquicas de Legendre para a aproximacdo da solucdo da equagcdo Helmholtz unidimen-
sional. As condigoes de contorno acuisticas sdo fracamente representadas, e é definido um
problema auxiliar com condicdes de contorno homogéneas facilitando o caminho para a
aproximacdo. Esta abordagem auxiliar permite a formulacdo de um método de solugdo geral.
Elementos finitos de segunda ordem sdao usados juntamente com um pardametro de discretiza-
cdo com base no niimero de onda fixado e da tolerancia de erro requerida. Uma formula
explicita é definida para o controle do tamanho do parametro da malha baseado na aproxi-
magdo de Padé. A andlise paramétrica é conduzida para validar a abordagem de elementos
finitos e o parametro de controle de malha. O controle da dispersdo nos resultados mostra
que a formulagcdo numérica é robusta e pode ser estendida para ordens superiores na andlise
de elementos finitos.
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1. INTRODUCAO

Neste trabalho faremos uso do Método dos Elementos Finitos com a ideia de aproxi-
mar solucdes para a equagao de Helmholtz que descreve o fendmeno actstico em uma dimen-
sdo. Para tanto, utilizaremos algumas propostas vistas anteriormente, por exemplo, Harari
e Thompson [3], estudaram a estrutura acustica envolvendo modelos de radiacdo e espalha-
mento, ¢ Ainsworth [1], que analisou a dispersdo discreta para aproximacdo por elementos
finitos em numeros de onda relativamente altos.



O Meétodo dos Elementos Finitos usando fun¢des de base hierdrquicas tem a pro-
priedade de que a base ndo precisa de ser reconstituida, quando o grau do polindmio € au-
mentado. Haverd, apenas, um acréscimo de fungdes as ja existentes. Esta propriedade € muito
util quando se utiliza a versdo-p do Método dos Elementos Finitos. As fun¢des de forma
para uma base hierdrquica sao definidas como integrais de polindmios de Legendre, que pos-
suem diversas propriedades interessantes, como por exemplo, a ortogonalidade e outras que
veremos a seguir.

2. BASE HIERARQUICA DE LEGENDRE

Seja 8 C H'(2) um subespago de elementos finitos do espago dos polindmios con-
tinuos por partes de grau p denotado por PP.

8" = {¢| ¢ € C5(Q2), ¢ € P(Q)}, (1)

onde C} () € o espago de todas as fungdes que sdo uma vez continuamente diferencidveis, as
quais juntamente com suas derivadas, tem suporte compacto em €2, que é um aberto limitado
de Re Q. = [—1, 1] é o elemento de referéncia.

Seja { L, }},_, o conjunto dos polindmios de Legendre, os quais sdo dados pela férmula
de Rodrigues para0 < k < p

1 d®
Li(§) = K] dgk (€ =DM, §e[-1,1]

7z . . . 1
além disso, vamos definir o conjunto { N} }?*| como

Ni(&) = %(1 + &€), k=12, onde & =1 e &=-—1.

2)
2

2k —3
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Nk(f):—/ Liss(t)dt, k=3,.p+1, ||Lisl®=
[ Li—2] J 1

Note que Ni(£1) = 0 para k > 2. Como resultado desta propriedade, as varidveis
&1 = op(—1) e ¢po = ¢p(1) definirdo as varidveis nodais discretas, enquanto que ¢y, com
k > 3, formardo um conjunto de varidveis internas.

As fungdes definidas por (2), formam o que chamamos de base hierdrquica de Legen-
dre [3, 8]. As fun¢des de forma, ou de base, nodais sdo dadas pela variacdo k = 1, 2, enquanto
que para k = 3, ..., p + 1, temos as fun¢des de base internas.

As derivadas destas funcdes hierdrquicas formam uma base ortogonal com a seguinte
propriedade:

— = =3, ... 1
. dg df dg 5ab a7b 37 7p+ 3 (3)

onde d,;, € o delta de Kronecker.

/1 dN, dN,



2.1. Experimentos Numéricos

Em uma dimensao, a equacdo de onda acustica harmdnica no tempo pode ser escrita
na seguinte forma [4]

¢" + K¢+ Qi(x, 1) =0 vz € Q= (0,1), 4)

onde ¢(z) é a pressdo acustica complexa,  é o nimero de onda e (Q(x,z¢) é uma fonte
sonora constante localizada em x¢. A equagdo (4) € conhecida como a Equagdo de Helmholtz
ndo-homogénea. Considerando a fonte sonora desprezivel, queremos aproximar ¢ € H'(f),
tal que

(¢, w) + K*(¢,w) =0 5)

para todo w € H} () sujeito as condigdes de contorno(C.C.)

Pressdo : Oo=¢ Ve el
C.C. (6)

dp _ do
Velocidade : dé _do _ ikpv(T) Ve el

dr  dx
onde I" € o contorno de 2, p é a densidade de massa (p = 1,29kg/m3 para o ar em 0°C e
l-atm), v(z) € a velocidade e a quantidade ¢ é uma funcdo complexa dada.

Se escolhermos x = 107 € v(x) = €™**, entdo uma solugfo exata para o problema (5)
com condig¢des de contorno (6) pode ser dada por qg(x) = pe're,

Vamos apresentar agora uma forma de resolver o problema (5)-(6). A ideia € definir,
a partir de gg(x) dado, um novo problema com condi¢des de contorno homogéneas. Apro-
ximaremos o novo problema pelo método de elementos finitos utilizando as funcdes de base
hierarquicas de Legendre de segunda ordem, logo apds, usaremos a aproximacao obtida para
recuperar a solugdo do problema (5)-(6). Para tanto, vamos definir a(x) = 1 + wi)(x_l)
onde n € o nimero de elementos na malha, em seguida definimos também ¢, = a(x)é e, por
fim, ¢ = ¢ — ¢. Deste modo, temos que na fronteira de €, ¢(0) = $(1) = @0 _ ¥l _

T - dx dx
Portanto, ¢ satisfaz o seguinte problema variacional: Encontrar ¢ € Hg () tal que

(¢ w) + K*(d,w) = (f,w) ™
onde f(x) = (d%‘(x)> ¢+ 2 <da($)@>, para todo w € HJ() sujeito as condi¢des de

dz?
contorno(C.C.)

Pressdo : $(0) = p(1) =0
C.C. . _ )]
Velocidade : d¢(0) = de(1) =0
dx dz

Ao discretizar o dominio 2 = (0, 1), devemos calcular a aproximagdo por elementos



finitos de segunda ordem ¢,, € 82 N H} () tal que

(Gpas ') + £2(Bpay w) = (f,w) )

para todo w € 8> N H}(Q). Aproximando o problema (7)-(8) com ahg, recuperaremos a
solugdo aproximada para o problema (5)-(6) fazendo g2 = ¢y + ?o.
A Figura 1 - (a), (b), (¢), (d), (e) e (f) mostra as aproximacdes por elementos finitos de

segunda ordem utilizando fung¢des de base hierdrquicas de Legendre de acordo com os niveis
de refinamento.
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Figura 1. Os niveis de refinamento sdo: (a) h = 1/4, (b) h = 1/8,(c) h = 1/16,(d) h = 1/32,(e) h = 1/64,
(f) h = 1/128. A solugdo exata corresponde a linha continua, enquanto que a solucdo aproximada corresponde
com a linha tracejada.

3. RELACAO DE DISPERSAO DISCRETA

Na secdo anterior podemos observar na Figura 1 - (a), (b) e (c), uma diferenca de
fase entre a solucdo exata e aproximada, tal diferenca diminui a medida que o refinamento
da malha aumenta Figura 1 - (d), (e) e (f). Com o objetivo de analisar o erro através da
diferenca entre a velocidade de fase do problema continuo e a velocidade de fase numérica da
aproximacao, faremos nesta se¢do um estudo da relacdo de dispersao.

Seja €2 C R um dominio com contorno I'. Em uma dimensao, a equagdo de onda
acustica homogénea [6] pode ser escrita como

u 1 0%

PIERER R (19)

Para ondas harmonicas no tempo, as solucdes para (10) podem ser escritas como
u(z,t) = a(z)e ™, (11)

onde @(z) € a pressdo acustica no dominio da frequéncia, w é a frequéncia circular, ¢ é a
velocidade do som e 2 = —1. Substituindo (11) em (10), tem-se

a"(z) + x*u(x) = 0, com Kk =w/c e VY €, (12)
onde € o nimero de onda que estd relacionado com w pela relagdo de dispersao [1]
w = |K| (13)

A equagdo (12) € conhecida como Equagao Escalar de Helmholtz Homogénea em uma di-



mensdo.

Suponha agora que uma malha uniforme de tamanho ~ > 0 estd colocada sobre a reta
real com nés localizados em hZ, onde Z € o conjunto dos inteiros. Denotemos V}, o conjunto
funcdes lineares continuas por partes relativas a malha. Em analogia ao problema continuo
(10), buscaremos solucdes da forma

un(w, t) = an(x)e”™", (14)
de modo que u;, € V), deva satisfazer
B(ﬁh,vh) =0 Yo, €V, (15)

onde
B, vp) = (U, v,) — &2 (@, vp) (16)

e (-, -) denota o produto interno L, sobre R.
A translac@o invariante da malha sugere que busquemos ondas de Bloch[5] como
solugdes, na forma

in(r) = ™", (x) (17)

nel

onde #,, ¢ uma func¢do linear continua por partes definida como

( 1—<n—%> se s € (nh — h,nh|
Ou(s) =14 1+ (n— %) se s € (nh,nh+ h) (18)
L 0 caso contrdrio
com a propriedade
0, (x +mh) = 0,_,(x), reQemel (19)

a qual implica que u;, possui a propriedade caracteristica da onda de Bloch, ou seja, para cada
n € 7, tem-se
i (z 4+ nh) = iy, (), z€Q (20)

A funcdo u;, € V}, pode ser interpretada como a versado discreta da exponencial com-
plexa @(s) = e, Motivado pelo fato que @(s) € a solugdo da equagio escalar de Helmholtz
em uma dimensao [2],

"+ wa =0, 21)

aqui adotamos k2 = w?, devido a rela¢do de dispersdo (13). Utilizando (16) podemos escrever



o seguinte problema variacional: Encontrar u; € V}, tal que

/Q’h(s)vﬁl(s) ds = wy(k)? / up(s)vp(s)ds Yo, € V (22)
R R
onde wh(/{)2 pode ser calculado definindo v, = 6,,,, com m € Z, na sequéncia substituindo
(17) em (22) e observando que 6,,(s)0,,(s) # 0 somente quando s € (mh — h;mh + h)(o
mesmo valendo para ¢/,(s)6,(s)). Deste modo, encontramos

(m+1)h (mA1h (mt1)p (miDh
wh(§)2/ e’hﬁnﬁn(s)em(s) ds (23)
(

/( Z el (5)0! (s) ds =

m—1)h n=(m—1)h m—1)h

n=(m—1)h

expandindo os somatdrios e resolvendo os integrais, encontramos

o 6 (1—cos(hk)
on(k)” = h? <2 + cos(h/@')) 24

e se hk < 1, podemos expandir (24) como série de Maclaurin, e assim

h 2
wh(k)? = K31+ ( 12) +...) (25)
logo, se h — 0, tem-se no limite que
wp(k) =k = w? = wi(k) (26)

A expressdo (26) corresponde a relagdao de dispersdo discreta para a equacdo escalar de
Helmholtz em uma dimensao.

Logo, para usar (24), gostariamos que fosse possivel expressar wy, (%) em termos de .
Uma forma mais prética, para facilitar esta exibicao, seria encontrar uma defini¢dao implicita
para wy, (k) em termos de cos(hk). Por exemplo, no caso de elementos de primeira ordem(p =
1), arelacdo (24) pode ser reescrita na forma

6 — 2(hwh)2

6+ (hwn)? @7

cos(hk) =

Esta expressao € generalizada para arbitrérias ordens de p no seguinte teorema, que € demons-
tradoem [1].

Teorema 3.1 Sejam [2N. + 2/2N,|itan(x) € [2No/2No — 2]kcot(x) a notagdo para a aprox-
imagdo de Padé de rtan(k) e kcot(k), respectivamente, onde N, = |p/2| e N, =
|(p + 1)/2]. Desta forma, wp, satisfaz cos(hk) ~ R,(hwp,), onde R, € a fun¢do racional
[2No/2No - 2]/40015(/{) - [2Ne + 2/2Ne]ntan(n)

[QNO/QNO - Q]Kcot(,‘i) + [2Ne + 2/2N8]I€tan(fi)

A Figura 2, abaixo, mostra a aproximagio cos(hk) ~ R,(hwp,),comp =1,2,3, 4.

Ry(2k) =



Fara p=1 Para p=2
T T

Para p=3 Para p=4

Fi gura 2. Curvas para cos(hx) comparadas com as curvas produzidas pela fungdo racional Ry, (hwp,,) dada em (3.1) para o método de

ordemp = 1,2,3,4.

Do teorema acima podemos construir a seguinte tabela para valores de p = 1,2, 3, 4:

P cos(hk) = Ry,(hwpy)
1 6 — 2(hwh1)2

6 + (hwh1)2
9 3(hwh2)4 - 104(hwh2)2 + 240

(hwn2)* + 16(hwpy)? + 240
3 —4(hwh3)6 + 540(hwh3)4 - 11520(hwh3)2 + 25200
(hwh3)6 + 30(hwh3)4 -+ 1080(hwh3)2 + 25200

y B(hwna)® — 1800(hwpa)® + 134064 (hewpa)* — 2378880 (hawna)® + 5080320

(hewna)® + 48(hwpa)® + 3024 (hwpa)* + 161280(hewna)? + 5080320

TABELA 1: Casos especiais da aproximago racional Ry, (hwp,,) para o cos(hk) de acordo com a ordem p do método.

4. SELECAO DO PARAMETRO DA MALHA

Vamos utilizar a teoria desenvolvida nas duas secdes anteriores para estabelecer um
critério de sele¢do do parAmetro da malha (h = 1/n) para elementos de segunda ordem [7].

A equagdo (26) descreve a relagdo de dispersdo discreta w? = w?(x). Definindo agora
a velocidade de fase numérica como sendo

C _ wh(/q) ’

R




podemos considerar o caso com p = 2 na Tabela 1, onde

3(hwh2)4 — 104(hwh2)2 + 240
(hwh2)4 -+ 16(hwh2)2 +240 °

cos(hk) =

e na sequéncia escrever a velocidade de fase numérica C' em fungao de hx, obtendo

1/2

1 |16cos(hr) 4 104 + /(16cos(hr) + 104)2 — 960(cos(hk) — 3)(cos(hw) — 1)
" hk 6 — 2(cos(hk))

C

Por outro lado, pela relagdo de dispersdo (13) do problema continuo, temos que a
velocidade de fase exata € dada por ¢ = 1. A figura 3(a) mostra a velocidade de fase exata
e numérica. A figura 3(b) € uma ampliacdo da figura 3(a) que permite estimar, por exemplo,
o maior valor possivel do parAmetro h de modo que o erro de fase estimado seja inferior a
0,01%, bastando observar o ponto em que as curva de velocidade atinge o valor 1, 0001 (ou
seja, hk =~ 0,62 ).

Na Figura 1, gréficos (e) e (f), temos um refinamento 1/64 e 1/128, respectivamente.
Note que, se k = 107, entdo h ~ %—673 ~ 0,01973 =~ 5% ou seja, 1/64 < 0,01973, assim
como 1/128 < 0,01973. Deste modo, podemos observar que paran > 51 a diferenca de fase,
no experimento numérico feito na secao 1, € menor que 0,01%. Deste modo, os graficos (a),

(b), (c) e (e), na Figura 1, apontam um erro superior a esta estimativa.

—Velocidade de Fase Numerica I ‘ 1.0001 —Velocidade de Fase Numerica

1.g| — Velocidade de Fase Exata H 4 —Velocidade de Fase Exata

Velosidade de Fase

Velocidae de Fase

0 ; : L ; 0.9999 : i . i
0 1 2 3 4 5 0 0,2 04 0,62 0,8 1
hk. k.

(a) (b)

Figura 3. Velocidade de Fase dos Elementos de Segunda ordem.

5. CONCLUSOES

Ap6s descrever as funcdes de base hierdrquicas de Legendre, realizamos alguns ex-
perimentos numéricos em um tipico problema de ondas acusticas, no qual verificamos alguns
interessantes resultados na aproximacao. Tais resultados revelaram diferencas na fase da onda
da solu¢do aproximada, quando utilizamos condi¢des de contorno ndo-homogéneas.



Na sequéncia, vimos que a relacdo de dispersao discreta, para elementos de primeira
ordem, foi descrita em termos da relacdo de dispersao discreta para a aproximacao da equagao
escalar de Helmholtz em uma dimens3o.

Por fim, trabalhamos na busca do mais adequado parametro da malha, fornecendo in-
formacdes quantitativas sobre o seu nivel de refinamento. Deste modo, podemos proporcionar
uma forma de controlar os efeitos dispersivos na aproximac¢do por elementos finitos.

Uma proposta para trabalhos futuros seria investigar o comportamento da aproximagao
por Elementos de Finitos utilizando func¢des de base hierdrquicas de Fourier e funcdes de
base de Lagrange com a quadratura de Lobatto, com o intuito de comparacdo com o método
realizado neste trabalho.
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