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Abstract. This paper presents an analytical-numerical study of the acoustic behavior of cavi-

ties made up of rigid and flexible walls, with particular emphasis being laid on the acoustic 

problem of ducts. Topics in this paper include inertial effects due to sudden change of section 

in the singular zone. These results are compared with analytical expressions specially built 

for this, showing an excellent agreement between them. 
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1. INTRODUÇÃO 

Este trabalho apresenta um estudo analítico-numérico sobre o comportamento acústico 

de cavidades compostas de paredes rígidas ou rígidas - móveis, com ênfase aos problemas de 

acústica de dutos. De forma particular, este texto aborda a mudança de seção de tubos, inclu-

indo-se a conexão entre duas cavidades, analisando as frequências naturais do sistema, bem 

como o comportamento do campo de pressão decorrente da variação das seções dos tubos.  

Expressões analíticas baseadas no Método da Matriz de Transferência (MMM) Pedro-

so (1985, 1998) e Gibert (1988), foram especialmente elaboradas para a representação teórica 

desse modelo. 

Para modelagem numérica utiliza-se formulação U-P, por meio de uma discretização 

com base no método dos elementos finitos, proposta por Zienkiewicz & Newton (1969), onde 

a pressão (p) é a variável para o fluido, enquanto que os deslocamentos (u) descrevem o com-

portamento do sólido. 
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Diversos problemas acoplados são solucionados através das principais técnicas numé-

ricas, entre elas: MEF, MDF e MEC. O método dos elementos finitos (MEF) tem se mostra-

do, como uma poderosa ferramenta de análise para esta categoria de problemas, como pode 

ser verificado em pesquisas anteriores: Barbosa (1998), Barbosa, Souza & Pedroso (2006), 

Souza (2007). No MEF, a estrutura analisada para o problema de acoplamento pode incluir 

desde sólidos, vigas, placas e elementos mais complexos, como as cascas. Neste texto serão 

utilizados elementos finitos 2D de estado plano de tensão para as paredes móveis da estrutura. 

Com efeito, este trabalho consiste em comparar os resultados analíticos e numéricos 

de problemas de interação fluido - estrutura (analogia de pistões rígidos - móveis), conside-

rando o sólido como elemento estado plano de tensão. Os resultados numéricos são obtidos 

utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF), por meio do código ANSYS. Os modelos 

estudados consistem na junção de dois tubos, variando-se a seção do segundo tubo em relação 

ao primeiro, com intuito de avaliar o efeito das frequências e comportamento do campo de 

pressão. Na constrição dos tubos, verificou - se os efeitos inerciais desta zona singular. 

As freqüências e modos de vibração obtidos por meio do programa ANSYS (1995), 

baseiam - se na formulação U-P. Outros autores utilizaram procedimentos similares em seus 

trabalhos: Daniel (1980,1980) e Müller (1981), Sandberg (1995), Sandberg, Hansson, Gus-

tavsson (2001). A principal vantagem dessa formulação Euleriana é que apresenta um menor 

número de graus de liberdade para descrever o movimento do fluido quando comparada com 

a formulação Lagrangeana, Zienkiewicz & Bettess (1978). 

Finalmente, entre as diversas e mais usuais formulações já apresentadas na literatura, a 

saber: as formulações Lagrangeanas, Eurelianas, Eulerianas-Lagrangeanas, as Quase-

Eurelianas, que fundamentalmente diferem entre si apenas na forma adotada na discretização 

nodal do problema, nós adotamos nesse trabalho, uma das formulações Eurelianas para o flui-

do (tendo a pressão como variável nodal) e os deslocamentos (u) como variável para a estrutu-

ra. 

Apesar de reconhecermos nesta formulação os problemas numéricos associados a sis-

temas (matrizes) não simétricos, a mesma foi adotada para nos beneficiarmos dos resultados 

fornecidos pelo Programa ANSYS (1995) - versão 5.2 - onde esta formulação é utilizada. 

As freqüências e os modos de vibração apresentaram uma boa correlação quando se 

comparada com as soluções analíticas correspondentes. Além disso, o MEF mostrou resulta-

dos bem correlacionados para a freqüência de massa adicional (1º modo acoplado), em rela-

ção aos resultados analíticos elaborados para os modelos da conexão de tubos, assim como 

para os modos mais altos acoplados que foram analisados. 

2. FORMULAÇÃO TEÓRICA 

 O problema de interação fluido - estrutura em estudo está submetido a algumas 

considerações: o sólido apresenta comportamento elástico linear, constituído por material iso-

trópico, homogêneo, com módulo de elasticidade constante e submetido a pequenos desloca-

mentos, quando comparados com as dimensões da estrutura. Assume-se, ainda, que o fluido 

seja invíscito, compressível e que o processo seja adiabático.  

 Para a análise numérica do acoplamento pelo método dos elementos finitos, utili-



 

 

zou-se o programa de elementos finitos ANSYS, que é fundamentado na formulação acústica 

(U-P), sendo a pressão a variável no domínio do fluido e o deslocamento a incógnita da estru-

tura.  

A equação de movimento da estrutura para o problema acoplado é dada pela equação 

(1), cujo vetor de forças }{F  pode ser decomposto em dois outros vetores: um vetor de forças 

genéricas }{ EF  e outro vetor de forças na interface, este corresponde às pressões do fluido na 

região de contato com o sólido }{ IF .  

A equação de movimento do sólido é dada por: 
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Onde: 
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 O vetor de forças na interface }{ IF  aplicado na região do acoplamento é obtido 

através da integração da pressão na superfície de interface fluido - estrutura, tem - se que: 
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u
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Onde: 

 }{ uN = funções de forma utilizadas para discretizar os componentes de desloca-

mentos u, v, w. 

 }{n = vetor na direção normal 

 

 O campo de deslocamento do elemento sólido é dado pela equação (5): 
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T

u UNU  (5) 

 Para o elemento fluido, tem-se que a pressão num ponto do elemento pode ser ex-

pressa por: 

 }{}{ e

T

p PNP  (6) 

Onde:  

 O vetor ]...[ 222111 NNNe wvuwvuwvuU  representa os des-

locamentos nodais, onde ui, vi e wi corresponde aos deslocamentos do nó i, nas direções x, y e 

z, respectivamente. Enquanto que ]...[ 321 Ne ppppP  representa as pressões e esta 

associada às variáveis nodais do fluido. 

 

 Substituindo a equação (6) na equação da força na região da interface (4), obtém-



 

 

se: 
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 Tem-se que dSnNN
S

T

up }}{}{{  representa a matriz fluido - estrutura }{FS  para o 

sistema acoplado, como mostrado em Sousa Jr (2006) e ANSYS, então: 
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 Substituindo a equação (8) na equação (1), resulta na equação de movimento da 

estrutura para o problema acoplado: 
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 Aplica-se o método de Galerkin na equação da onda e utiliza-se a discretização 

por elementos finitos, obtém-se a equação dinâmica para cavidade acústica do problema aco-

plado, conforme Sousa Jr (2006). 

 }0{}]{[}]{[}]{[}]{[ UFSPKPCPM fff
  (10) 

Onde: 
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 As equações (9) e (10) descrevem o problema de interação fluido - estrutura, co-

locando na forma matricial, e reproduz similar formulação apresentada no programa ANSYS 

(1997), assim: 
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 Ou ainda: 

 FKXXCXM   (16) 

 A equação (16) corresponde ao sistema completo para o problema de interação 

fluido - estrutura, e representa a forma clássica da equação de movimento em vibrações força-

das. Para a análise no domínio da freqüência, desenvolvem-se as equações do sistema acopla-

do (15), considerando que as partículas do sistema acoplado executem um movimento harmô-

nico em torno de sua posição de equilíbrio. Para simplificar o problema, pode-se eliminar a 

matriz [C] que envolve o amortecimento estrutural e do fluido (condição de radiação no infi-

nito), como também se considera F = 0. Logo: 

 0)( 2 XMK  (17) 

 A equação (17) apresenta na forma tradicional de valores próprios. A solução des-

sa equação fornece as freqüências naturais de vibração do sistema acoplado e suas respectivas 

deformadas modais e será utilizada na análise do caso estudado neste trabalho. 

3. RESULTADOS  

O modelo estudado se caracteriza pela junção de duas cavidades (dois dutos), confor-

me mostrado na Figura 1 e na Figura 2. O caso em estudo apresenta tubos com comprimentos 

e seções diferentes, e tem como objetivo avaliar o efeito da variação de seção na conexão en-

tre esses dois tubos. Um tubo maior de comprimento L, seção S e paredes rígidas conecta-se a 

outro menor, de comprimento l, seção s variável e paredes rígidas. A extremidade do tubo 

maior é acoplada a uma placa rígida apoiada por uma mola de constante K, e com desloca-

mento livre na direção longitudinal do tubo (modelo do pistão). A extremidade do tubo menor 

é aberta. Calculam-se as freqüências próprias e os modos principais dessa cavidade acústica, 

variando-se a seção transversal do tubo menor para uma relação de seção  = s / S com os 

valores de  = 0,1; 0,3; 0,5 e 1,0 m. 

 

 

 

Figura 1. Esquema 3D do sistema estrutura-cavidade. 



 

 

 

Figura 2. Corte esquemático 2D utilizado para o caso em estudo. 

Dados do problema: 

 

- L = 2m; l = 0,5m; S=1m; t = 0,1m;  K=100.000 N/m
2 

- 
2

11101,2
m

N
xE ;   3,0 ;   

2

91025,2
m

N
x ;   

3
800.7

m

Kg
s ;   

3
000.1

m

Kg
f  

3.1. Resultados Analíticos 

Para obter as frequências naturais da cavidade desacoplada, utiliza-se o método da ma-

triz de transferência (MMT) aplicando as condições de contorno adequadas, Pedroso (1998). 

As freqüências a serem calculadas são aquelas na direção longitudinal, no eixo comum aos 

dois tubos (problema 1D). 

 

3.1.1 Caso desacoplado 

a) Estrutura: 

A estrutura é representada por uma placa sobre base elástica. Nesse caso a estrutura apresenta 

uma deformada rígida móvel (pistão), e sua frequência desacoplada é dada pela expressão: 
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onde eK = rigidez da estrutura = K = rigidez da mola  e em = massa da estrutura.  

 

 

b) Cavidade Acústica: 



 

 

A montagem das equações para a cavidade acústica desacoplada é obtida pela aplica-

ção do método da matriz de transferência, Pedroso (1985,1998), Barbosa (1998), dada na 

forma apresentada pela expressão (19): 
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 (19) 

Da primeira linha da equação pode-se concluir que: 
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Da equação transcendental (20) calculam-se as freqüências próprias do sistema desa-

coplado e da expressão (19) devidamente adaptada com auxílio do MMT, obtêm-se as defor-

madas modais associadas às frequências naturais obtidas pela equação (20). 

 

3.1.2 Caso acoplado 

Chamando de M a matriz de transferência na equação (19) pode-se escrever o proble-

ma acoplado como: 
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Pode-se isolar o valor da pressão atuando sobre a estrutura rígida - móvel (pistão) a 

partir da primeira linha da equação (21): 
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Montada a equação de equilíbrio do pistão, a equação para o cálculo das freqüências 

acopladas é dada por: 
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3.2. Resultados Numéricos 

A Figura 3 apresenta as malhas utilizadas na discretização por elementos finitos. Ado-

ta-se a mesma malha para os casos desacoplados da cavidade e da estrutura. Para o sistema 

acoplado, deve-se considerar a região da interface, que faz a conexão entre os elementos do 

fluido e do sólido. Utilizou - se elementos triangulares lineares para o fluido (FLUID29) e 

elementos triangulares simples para a estrutura - elemento de estado plano - (PLANE42) da 

biblioteca do código ANSYS. 

Para se poder correlacionar adequadamente os resultados numéricos com os analíticos, 

na sequência de modos e frequências numéricas, foram considerados somente os modos de 

onda plana (movimentos rígidos da placa - modos de pistão). Os modos deformacionais da 

estrutura e transversais de cavidade não foram mostrados no texto, por fugir do escopo desse 

trabalho. 

 

 
a) Relação de seção  = 0,1 

 

 

 
b) Relação de seção  = 0,3 

 

 

 
c) Relação de seção  = 0,5 

 

 
d) Relação de seção  = 1,0 

 

Figura 3. Malhas utilizadas nas discretizações das quatro relações de seção. 



 

 

 

A Tabela 1 fornece as primeiras frequências analíticas e numéricas desacopladas cor-

respondentes aos modos longitudinais da cavidade para os quatro modelos de junção de tubos 

com  = 0,1; 0,3; 0,5 e 1,0.  

 

Tabela 1. Frequências desacopladas analíticas e numéricas 

 (m) 

rad/s 0,1 0,3 0,5 1,0 

Modo Num. Anal. Num. Anal. Num. Anal. Num. Anal. 

1 11,04 11,32 11,04 11,32 11,04 11,32 11,04 11,32 

2 426,42 443,50 654,14 684,22 779,55 802,17 942,60 942,48 

3 2425,25 2427,50 2535,96 2549,52 2634,79 2648,61 2831,58 2827,43 

4 4725,40 - 4731,68 4712,39 4731,68 4712,39 4731,74 4712,39 

5 4731,74 4712,39 4752,04 - 4781,13 - 4813,80 - 

 

A Tabela 2 fornece as primeiras frequências analíticas e numéricas acopladas corres-

pondentes aos modos longitudinais da cavidade (modos de ondas planas) para os quatro mo-

delos de junção de tubos. 

 

Tabela 2. Frequências acopladas analíticas e numéricas 

 (m) 

rad/s 0,1 0,3 0,5 1,0 

Modo Num. Anal. Num. Anal. Num. Anal. Num. Anal. 

1 3,48 3,59 4,62 4,74 5,07 5,14 5,52 5,52 

2 1008,45 1019,35 1187,27 1214,04 1309,23 1331,71 1490,12 1489,55 

3 2855,27 2854,25 2933,24 2939,64 3006,19 3013,13 3161,38 3155,81 

4 4810,41 - 4852,63 - 4902,52 - 4955,74 - 

5 5004,05 4981,93 4991,68 4969,93 4980,49 4958,97 4957,24 4935,32 

 

As Figuras 4, 6 e 8 mostram os modos acústicos 2D correspondentes à primeira, à se-

gunda e à terceira frequências acopladas para os quatro modelos de conexão dos tubos simu-

lados, que se diferenciam pela variação da área do segundo tubo (s). As Figuras 5, 7 e 8 repre-

sentam os cortes na direção longitudinal (x), no eixo do sistema, em termos de pressões adi-

mensionais, correspondentes aos modos acoplados 2D, dados nas Figuras 4, 6 e 8.  

Nas tabelas 1 e 2, as células vazias identificadas por um traço nas colunas dos valores 

analíticos representam as freqüências de modos transversais não capturados pelo modelo ana-

lítico 1D, ainda que se tenha construído soluções para tal, não utilizadas, em razão de orien-

tarmos  os resultados para os modos de ondas planas (associados a deslocamentos da estrutura 

como um placa rígida móvel - movimento de pistão). 

 

 



 

 

 

 
a) Relação de seção  = 0,1 

 

 
b) Relação de seção  = 0,3 

 

 
c) Relação de seção  = 0,5 

 

 
d) Relação de seção  = 1,0 

 

Figura 4. Primeiro modo acoplado - modo de massa adicional para as quatro relações de seção 

( ). 

 



 

 

 
a) Relação de seção  = 0,1 

 

 
b) Relação de seção  = 0,3 

 

 
c) Relação de seção  = 0,5 

 

 
d) Relação de seção  = 1,0 

Figura 5. Perfil longitudinal de pressões adimensionais P (x), do primeiro modo acoplado 

para as quatro relações de seção ( ).  

 

 



 

 

 

 
a) Relação de seção  = 0,1 

 

 
b) Relação de seção  = 0,3 

 

 
c) Relação de seção  = 0,5 

 

 
e) Relação de seção  = 1,0 

 

Figura 6. Segundo modo acoplado de onda plana - modo do ressonador de Helmoltz 

(cavidade maior compressível e duto menor incompressível) para as quatro relações de seção 

( ). 



 

 

 
a) Relação de seção  = 0,1 

 

 
b) Relação de seção  = 0,3 

 

 
c) Relação de seção  = 0,5 

 

 
d) Relação de seção  = 1,0 

 

 

Figura 7. Perfil longitudinal de pressões adimensionais P (x), do segundo modo acoplado de 

onda plana para as quatro relações de seção ( ). 

 



 

 

 
a) Relação de seção  = 0,1 

 

 
b) Relação de seção  = 0,3 

 

 
c) Relação de seção  = 0,5 

 

 
d) Relação de seção  = 1,0 

 

Figura 8. Terceiro modo numérico acoplado de onda plana - Modos compressíveis em ondas 

planas para as quatro relações de seção ( ). 

 



 

 

 
a) Relação de seção  = 0,1 

 

 
b) Relação de seção  = 0,3 

 

 
c) Relação de seção  = 0,5 

 

 
d) Relação de seção  = 1,0 

Figura 9. Perfil longitudinal de pressões adimensionais P (x), do terceiro modo acoplado de 

onda plana para as quatro relações de seção ( ). 



 

 

A partir dos resultados apresentados em termos de frequências, deformadas modais (2D 

e perfil de pressões), algumas observações podem ser identificadas. 

De forma geral o valor das frequências e deformadas modais no problema desacoplado 

e acoplado para os modos de ondas planas, apresentaram um bom acordo quando se compa-

ram os resultados analíticos e numéricos, e as pequenas discrepâncias observadas podem ser 

facilmente explicadas, em parte aos efeitos bidimensionais capturados pelo modelo numérico 

2D, não previsto na solução analítica (1D). 

Os efeitos de ondas planas (raias retas) e as perturbações 2D na zona das constrições 

(raias distorcidas) podem ser observadas nas deformadas modais (2D) das Figuras 4, 6 e 8; em 

particular para os modos 1 e 2 acoplados, com relações de seção  < 1. 

Na Figura 5, analisando-se os perfis de pressão (cortes longitudinais da Figura 4) para o 

1  modo acoplado (modo de massa adicional), percebe-se o perfil retilíneo das pressões, fato 

que caracteriza a incompressibilidade do fluido (
2
P/ x

2
 = 0). Nota - se duas inclinações de 

retas, que caracterizam a inércia das colunas de fluido. A inércia da coluna de fluido a parir de 

 = 1, diminui nos trechos de montante à constrição, para as outras relações de seção ( ). To-

davia, na região de jusante à constrição (duto menor) vemos que a inclinação das pressões 

aumenta à medida que  diminui. Este efeito se caracteriza por um aumento da inclinação na 

coluna menor de fluido, aspecto originado pelo acréscimo dos efeitos inerciais, gerados pela 

constrição. Um estudo mais detalhado a respeito será elaborado na próxima seção. 

A Figura 7 mostra cortes longitudinais da Figura 6, e representa o perfil de pressões as-

sociado ao 2  modo acoplado do sistema. Este modo se caracteriza por um modo de ressonân-

cia de Helmoltz, onde a cavidade maior é compressível ( L/c  1), enquanto que a cavidade 

menor se comporta como uma massa (coluna incompressível, l/c << 1), reproduzindo os 

efeitos inerciais no tubo menor, como comentado no modo anterior (Figuras 7 a, b e c). 

Já na Figura 7 d, para  = 1, a cavidade total tem a mesma seção, e um comprimento 

maior, fato que provoca o efeito de compressibilidade em todo o sistema (  (L+l) / c > 1). 

A Figura 9 mostra cortes longitudinais da Figura 8, para um modo mais alto (3  modo 

de onda plana) onde as duas cavidades são compressíveis. Nela podemos observar o caráter 

ondulatório dos perfis de pressão, que caracteriza o efeito de compressibilidade nos dois du-

tos, sendo que no duto menor, há apenas um trecho curvo contínuo, sem oscilações. Todavia, 

na cavidade maior pode - se notar trechos de meias - ondas, associados ao número modal, das 

deformadas de pressão (no duto maior), onde ocorre a dita oscilação. 

 As deformadas modais, e os perfis de pressão para  =1, servem como padrão de refe-

rência esperado ao longo do sistema; todavia, o trecho final (duto 2) será mais ou menos reto 

ou curvo, em função do parâmetro de compressibilidade ( l/c) nesse trecho. 

 

4. EFEITO DA SINGULARIDADE 

Nos resultados acoplados dos modelos de conexão de tubos, verificou-se que as fre-

quências de massa adicional para as diferentes relações de seções dos tubos ( ), são menores 

do que aquelas consideradas no cálculo das frequências reais, para as massas das cavidades 

acústicas (cavidade maior + cavidade menor). Como o perfil de pressão é constante (fluido 



 

 

incompressível) este fato se caracteriza por uma massa adicional de valor superior a massa 

real de fluido contida nas cavidades. Isso pode ser atribuído aos efeitos inerciais oriundos da 

mudança brusca de seção ao nível das conexões entre os dutos, tal com já foi anteriormente 

mostrado na literatura por Pedroso et al. (1987, 1988, 1993, 1997) e Gibert (1988). Ou seja, 

há uma massa adicional no sistema, maior do que a massa real de fluido presente nas duas 

cavidades. 

Como não há a adição de massa ao sistema, essa parcela da massa adicional é oriunda 

dos efeitos inerciais associados à aceleração do fluxo na zona da estricção. Como se conhece 

a massa real do fluido no sistema, pode - se avaliar esta parcela da massa adicional, associada 

aos efeitos inerciais da região da conexão, chamando de massa equivalente aos efeitos da sin-

gularidade (meq), que pode ser calculada a partir da redução das frequências pela expressão: 
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Onde: 

 

acusticacavm . = massa total real de fluido nos dutos 1 e 2; 
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eqm = massa equivalente aos efeitos inerciais associados à singularidade (constrição) e 
1 = 1ª frequência acoplada para o modo de massa adicional.  

Pela equação (24) é possível se calcular meq, e em conseqüência um comprimento e-

quivalente (Leq) associado a essa massa, que teria a mesma seção (S) do tubo de referência, 

existente quando  = 1.   

A Tabela 3 mostra as primeiras frequências analíticas acopladas (
1
), considerando as 

várias relações de seções de tubos (  = s / S), e estas em relação à 1ª freqüência acoplada do 

duto de referência (L = 2,5 m), na 3ª coluna. 

 

 



 

 

Tabela 3. Frequências acopladas analíticas  
1 (rad/s) 1/ REF  

0,1 3,585 0,649 

0,2 4,352 0,788 

0,3 4,742 0,859 

0,4 4,981 0,902 

0,5 5,143 0,932 

0,6 5,261 0,953 

0,7 5,350 0,969 

0,8 5,419 0,981 

0,9 5,475 0,992 

1,0 5,522 1,000 

 

A Figura 10 ilustra graficamente as primeiras frequências acopladas de massa adicio-

nal (
1
) em relação à frequência de referência ( REF). O eixo horizontal ( ) indica a relação 

entre as áreas dos tubos (  = s / S). Quando  = 0,1 m, a frequência de massa adicional apre-

senta aproximadamente 0,6 vez o valor da frequência de massa adicional do duto de referên-

cia. À medida que aumenta essa relação das áreas (s / S), 
1

 se aproxima do valor de REF, de 

forma assintótica.  

 

 
Figura 10.  Primeira frequência acoplada do modo de massa adicional em relação à frequên-

cia do tubo de referência (nesse modo) em função de . 

 

A Tabela 4 mostra as massas totais do sistema acoplado (m) relacionadas às primeiras 

frequências analíticas de massa adicional (
1
), 2ª coluna,  bem como a massa adicional total 

de fluido, a massa real da cavidade acústica correspondente ao tubo 1 e tubo 2 (equação 25) e 

as massas equivalentes aos efeitos inerciais da singularidade (meq), 5ª coluna.  

 



 

 

Tabela 4. Massas totais acopladas e parcelas de massas que compõem a massa adicional de 

fluido  
1 (rad/s) m (kg) madicional (kg) mcav. acústica  (kg) meq (kg) 

3,59 7780 7000 2050 4950 

4,35 5280 4500 2100 2400 

4,74 4447 3667 2150 1517 

4,98 4030 3250 2200 1050 

5,14 3780 3000 2250 750 

5,26 3613 2833 2300 533 

5,35 3494 2714 2350 364 

5,42 3405 2625 2400 225 

5,48 3336 2556 2450 106 

5,52 3280 2500 2500 0 

 

A Figura 11 mostra a relação entre as massas equivalentes aos efeitos inerciais da 

constrição (meq) em relação à massa de fluido do duto de referência (mREF). Essa última con-

siste na massa real de fluido quando o tubo 2 apresenta  = 1. O eixo horizontal ( ) indica a 

relação das áreas dos tubos (s / S). 

Observa-se que quanto menor for a relação entre as áreas dos tubos ( ), maior será a 

massa equivalente. Quando  = 0,1 m, a massa equivalente será 0,7 vez o valor da massa de 

referência.   

Este gráfico é obtido a partir do cálculo analítico das freqüências acopladas, fornecidas 

pela expressão (23). Para a frequência de massa adicional, considera - se a incompressibilida-

de do fluido contido nos dois dutos, aspecto traduzido pelos parâmetros de incompressibilida-

de associados a esses dois dutos: 1/ cL  e 1/ cl . Fazendo ainda  1/2 cLl  e le-

vando estas expressões na equação (23), chega - se às expressões (26) e (27). Comparando as 

Equações (27) e (28), tem - se a expressão da massa equivalente aos efeitos inerciais da singu-

laridade (meq), dada pela equação (30). 
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Figura 11. Massa equivalente versus . 

 

A Figura 12 apresenta o quociente entre o comprimento equivalente aos efeitos inerci-

ais da singularidade (Leq), em relação ao comprimento total do tubo de referência para  = 1, 

onde Leq é calculado pela expressão (31), e traduz o comprimento de um tubo fictício que 

teria a mesma seção do tubo de referência. O gráfico mostra que à medida que  tende para 1, 

Leq tende para 0, fato que indica a inexistência de efeitos inerciais quando o sistema não pos-

sui constrição. 
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Figura 12. Comprimento equivalente versus . 

 

5. CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS  

Em função dos resultados obtidos, algumas conclusões podem ser tiradas. 

A formulação U - P do programa ANSYS apresenta uma alternativa interessante e confi-

ável para o estudo de zonas singulares em cavidades acústicas 2D discretizadas por elementos 

finitos, já que reproduziu a contento as respostas previstas pela formulação teórica analítica 

baseada no método da matriz de transferência. 

A formulação U - P pelo MEF via o programa ANSYS, e a formulação analítica apresen-

taram um excelente acordo em termos de frequências e deformadas modais acopladas, para os 

principais modos estudados, inclusive ambos reproduzindo os mesmos efeitos observados na 

zona singular. 

Quanto aos fenômenos associados à presença da zona singular em termos de freqüências, 

observa - se que para o modo de massa adicional (fluido incompressível) houve uma queda 

importante nas frequências naturais do sistema acoplado, em função do acréscimo de massa 

adicional, originado pelos efeitos inerciais na constrição. 

Essa massa virtual (parcela da massa adicional) associada aos efeitos inerciais na zona 

singular, para a menor relação de seção chegou a 70% do valor da massa real do tubo de refe-

rência (duto total para  = 1), fato que representa um aumento considerável de massa adicio-

nal incorporada à massa da estrutura, para justificar esta queda de frequência. Este fato tam-

bém foi observado para as outras relações de seção na constrição, todavia com menor intensi-

dade, à medida que  aumentava. 

Com efeito, essa massa virtual, traduz os efeitos inerciais associados ao campo de veloci-

dades 3D (ou 2D) na zona singular, que nem sempre pode ser precisamente descrito pela ma-

lha de elementos finitos, tampouco representado pelo modelo analítico 1D, aspecto este que 

explica as pequenas discrepâncias observadas na zona da constrição. 



 

 

Quanto às distorções das ondas planas (raias curvas na representação 2D) ao nível da 

constrição, estas se estendem por uma região da ordem de grandeza da altura da cavidade 

maior (diâmetro do duto maior), portanto um efeito bastante localizado. 

Estudos complementares como uma modelização 3D na zona singular, com malhas mais 

refinadas estão em curso, para se caracterizar com maior precisão estes efeitos inerciais na 

região da constrição, assim como uma formulação analítica mais abrangente que possa des-

crever melhor estes fenômenos observados. 
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