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Abstract. This paper presents an analytical-numerical study of the acoustic behavior of cavi-
ties made up of rigid and flexible walls, with particular emphasis being laid on the acoustic
problem of ducts. Topics in this paper include inertial effects due to sudden change of section
in the singular zone. These results are compared with analytical expressions specially built
for this, showing an excellent agreement between them.
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1. INTRODUCAO

Este trabalho apresenta um estudo analitico-numérico sobre o comportamento acustico
de cavidades compostas de paredes rigidas ou rigidas - méveis, com énfase aos problemas de
acustica de dutos. De forma particular, este texto aborda a mudanca de secdo de tubos, inclu-
indo-se a conexdo entre duas cavidades, analisando as frequéncias naturais do sistema, bem
como o comportamento do campo de pressdo decorrente da variacao das se¢cdes dos tubos.

Expressdes analiticas baseadas no Método da Matriz de Transferéncia (MMM) Pedro-
S0 (1985, 1998) e Gibert (1988), foram especialmente elaboradas para a representacéo tedrica
desse modelo.

Para modelagem numérica utiliza-se formulagdo U-P, por meio de uma discretizacdo
com base no método dos elementos finitos, proposta por Zienkiewicz & Newton (1969), onde
a pressdo (p) é a variavel para o fluido, enquanto que os deslocamentos (u) descrevem o com-
portamento do sélido.
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Diversos problemas acoplados sdo solucionados atraves das principais técnicas nume-
ricas, entre elas: MEF, MDF e MEC. O método dos elementos finitos (MEF) tem se mostra-
do, como uma poderosa ferramenta de andlise para esta categoria de problemas, como pode
ser verificado em pesquisas anteriores: Barbosa (1998), Barbosa, Souza & Pedroso (2006),
Souza (2007). No MEF, a estrutura analisada para o problema de acoplamento pode incluir
desde solidos, vigas, placas e elementos mais complexos, como as cascas. Neste texto serdo
utilizados elementos finitos 2D de estado plano de tensdo para as paredes méveis da estrutura.

Com efeito, este trabalho consiste em comparar os resultados analiticos e numéricos
de problemas de interacdo fluido - estrutura (analogia de pistdes rigidos - moveis), conside-
rando o sé6lido como elemento estado plano de tensdo. Os resultados numéricos sao obtidos
utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF), por meio do codigo ANSYS. Os modelos
estudados consistem na juncédo de dois tubos, variando-se a se¢do do segundo tubo em relagéo
ao primeiro, com intuito de avaliar o efeito das frequéncias e comportamento do campo de
pressdo. Na constricdo dos tubos, verificou - se os efeitos inerciais desta zona singular.

As freqiiéncias e modos de vibragdo obtidos por meio do programa ANSYS (1995),
baseiam - se na formulacdo U-P. Outros autores utilizaram procedimentos similares em seus
trabalhos: Daniel (1980,1980) e Mdller (1981), Sandberg (1995), Sandberg, Hansson, Gus-
tavsson (2001). A principal vantagem dessa formulacdo Euleriana é que apresenta um menor
namero de graus de liberdade para descrever o movimento do fluido quando comparada com
a formulacdo Lagrangeana, Zienkiewicz & Bettess (1978).

Finalmente, entre as diversas e mais usuais formulacGes ja apresentadas na literatura, a
saber: as formulagdes Lagrangeanas, Eurelianas, Eulerianas-Lagrangeanas, as Quase-
Eurelianas, que fundamentalmente diferem entre si apenas na forma adotada na discretizacéo
nodal do problema, n6s adotamos nesse trabalho, uma das formulagdes Eurelianas para o flui-
do (tendo a pressdo como variavel nodal) e os deslocamentos (u) como varidvel para a estrutu-
ra.

Apesar de reconhecermos nesta formulagdo os problemas numéricos associados a sis-
temas (matrizes) ndo simétricos, a mesma foi adotada para nos beneficiarmos dos resultados
fornecidos pelo Programa ANSY'S (1995) - versdo 5.2 - onde esta formulacéo é utilizada.

As frequéncias e os modos de vibragdo apresentaram uma boa correlagdo quando se
comparada com as solugdes analiticas correspondentes. Além disso, 0 MEF mostrou resulta-
dos bem correlacionados para a freqiiéncia de massa adicional (1° modo acoplado), em rela-
cdo aos resultados analiticos elaborados para os modelos da conexdo de tubos, assim como
para 0s modos mais altos acoplados que foram analisados.

2. FORMULACAO TEORICA

O problema de interacdo fluido - estrutura em estudo estd submetido a algumas
consideracdes: o sélido apresenta comportamento elastico linear, constituido por material iso-
tropico, homogéneo, com mdédulo de elasticidade constante e submetido a pequenos desloca-
mentos, quando comparados com as dimensdes da estrutura. Assume-se, ainda, que o fluido
seja inviscito, compressivel e que o processo seja adiabatico.

Para a analise numérica do acoplamento pelo método dos elementos finitos, utili-



zou-se o programa de elementos finitos ANSY'S, que é fundamentado na formulacéo acustica
(U-P), sendo a pressdo a variavel no dominio do fluido e o deslocamento a incégnita da estru-
tura.

A equacdo de movimento da estrutura para o problema acoplado € dada pela equacéo
(1), cujo vetor de forcas {F} pode ser decomposto em dois outros vetores: um vetor de forcas
genéricas {F ©} e outro vetor de forcas na interface, este corresponde as pressdes do fluido na
regido de contato com o s6lido {F'}.

A equacdo de movimento do sélido é dada por:

[M;HU}+[C, HUI+[K,HU}={F }+{F'} (1)

Onde:
[Ks]= _[[Bu]T [C.]-[Bu]-dV, Matriz de rigidez do sélido 2
[Ms1= [p[Nu]" -[Nu]-dv, Matriz de massa do sélido ?3)

O vetor de forgas na interface {F'} aplicado na regido do acoplamento é obtido
através da integracdo da pressao na superficie de interface fluido - estrutura, tem - se que:

{F'}= [{N,}P{n)ds @)

Onde:
{N,}= funcbes de forma utilizadas para discretizar os componentes de desloca-
mentos u, v, w.
{n} = vetor na dire¢do normal

O campo de deslocamento do elemento solido € dado pela equacéo (5):

U={N}{U.} ()
Para o elemento fluido, tem-se que a pressdo num ponto do elemento pode ser ex-

pressa por:
P={N,}'{P.} (6)

Onde:

Ovetor U,=[u, v, w, u, v, W, .. Uy Vy W,] representa os des-
locamentos nodais, onde u;, vi e w; corresponde aos deslocamentos do no i, nas direcdes x, y e
z, respectivamente. Enquanto que P, =[p, p, P; .. Py] representa as pressoes e esta

associada as variaveis nodais do fluido.

Substituindo a equagdo (6) na equacdo da forca na regido da interface (4), obtém-



S€:

{F'}= AN, HN] Hnlds{P.} (7)

Tem-se que j{N p}{NJ Hn}dS representa a matriz fluido - estrutura {FS} para o
S

sistema acoplado, como mostrado em Sousa Jr (2006) e ANSYS, entdo:

{F.}=[FSKP.} (8)

Substituindo a equacdo (8) na equacdo (1), resulta na equacdo de movimento da
estrutura para o problema acoplado:

M, HU}+[C, U+ K, HUI-[FSKR.}={F} (9)

Aplica-se 0 método de Galerkin na equacdo da onda e utiliza-se a discretizacao
por elementos finitos, obtém-se a equacdo dinamica para cavidade acustica do problema aco-
plado, conforme Sousa Jr (2006).

[M; KP}+IC KP }+[K, {P}+ p[FS{U}={0} (10)
Onde:

[K,]= J.[Bp]T -[Bp]-dQ Matriz de rigidez do fluido (11)

Q
[M;]= _[[Np]T -[Np]-dQ, Matriz de massa do fluido (12)

Q
[C.]1= % FJ;[Np]T -[Np]-dI,  Matriz de amortecimento do fluido (13)
[FS]' = {[Nu]T n.[Np].dl’; Matriz de acoplamento fluido - estrutura (14)

ri

As equag0es (9) e (10) descrevem o problema de interagdo fluido - estrutura, co-
locando na forma matricial, e reproduz similar formulagéo apresentada no programa ANSYS
(1997), assim:

{[MS] [0] H[U]}J{[CS] [0] H[U]}{[Ks] —[FS]H[U]}:{[FE]} (15)
pIFS] IM(1|[P]) [ [0 [C.Ij{(P1) [ [O] [K(] [[P] [0]



Ou ainda:
MX +CX +KX =F (16)

A equacdo (16) corresponde ao sistema completo para o problema de interacédo
fluido - estrutura, e representa a forma cléssica da equacdo de movimento em vibrag6es forca-
das. Para a analise no dominio da freqliéncia, desenvolvem-se as equacdes do sistema acopla-
do (15), considerando que as particulas do sistema acoplado executem um movimento harmo-
nico em torno de sua posi¢cdo de equilibrio. Para simplificar o problema, pode-se eliminar a
matriz [C] que envolve o amortecimento estrutural e do fluido (condicéo de radiacdo no infi-
nito), como tambem se considera F = 0. Logo:

(K-0*M)X =0 (17)

A equacdo (17) apresenta na forma tradicional de valores prdprios. A solugdo des-
sa equacao fornece as freqiiéncias naturais de vibracdo do sistema acoplado e suas respectivas
deformadas modais e serd utilizada na andlise do caso estudado neste trabalho.

3. RESULTADOS

O modelo estudado se caracteriza pela juncdo de duas cavidades (dois dutos), confor-
me mostrado na Figura 1 e na Figura 2. O caso em estudo apresenta tubos com comprimentos
e secOes diferentes, e tem como objetivo avaliar o efeito da variagdo de se¢do na conexdo en-
tre esses dois tubos. Um tubo maior de comprimento L, se¢éo S e paredes rigidas conecta-se a
outro menor, de comprimento |, secdo s variavel e paredes rigidas. A extremidade do tubo
maior é acoplada a uma placa rigida apoiada por uma mola de constante K, e com desloca-
mento livre na direcdo longitudinal do tubo (modelo do pistdo). A extremidade do tubo menor
é aberta. Calculam-se as fregiiéncias proprias e os modos principais dessa cavidade acustica,
variando-se a se¢do transversal do tubo menor para uma relacdo de se¢do ¢ = s/ S com o0s
valores de 6 =0,1; 0,3; 0,5e 1,0 m.

Figura 1. Esquema 3D do sistema estrutura-cavidade.
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Figura 2. Corte esquematico 2D utilizado para o caso em estudo.

Dados do problema:

-L=2m:1=0,5m; S=1m:t=0,1m; K=100.000 N/m?

N.

2 )

Kg

- E=21x10" =
m

v=03; ﬂzz,zsxlogﬁz; ps=7.800K—g; p, =1.000
m m

3.1. Resultados Analiticos

Para obter as frequéncias naturais da cavidade desacoplada, utiliza-se 0 método da ma-
triz de transferéncia (MMT) aplicando as condi¢cdes de contorno adequadas, Pedroso (1998).
As frequéncias a serem calculadas sdo aquelas na direcdo longitudinal, no eixo comum aos
dois tubos (problema 1D).

3.1.1 Caso desacoplado
a) Estrutura:

A estrutura é representada por uma placa sobre base elastica. Nesse caso a estrutura apresenta
uma deformada rigida movel (pistéo), e sua frequéncia desacoplada ¢ dada pela expressao:

o, = |—*2 (18)

onde K, = rigidez da estrutura = K =rigidez da mola e m, = massa da estrutura.

b) Cavidade Acustica:




A montagem das equacOes para a cavidade acustica desacoplada é obtida pela aplica-
cdo do método da matriz de transferéncia, Pedroso (1985,1998), Barbosa (1998), dada na
forma apresentada pela expressao (19):

S ol ol C ( 1 ol oL 1 ol a)Lj
cos % cos 2= — > sen  sen = —| =Cc0Ss — sen — + = sen — Cc0S —
0 c c s c c ils ¢ cC s ¢ c )|l Pe
q i ( ol oL ol a)Lj S ol ol ol ol 0
s ——| ssen — cos — + S c0s — sen — ——sen — sen — +C0S — C0S —
c c c c c S c c c c
(19)
Da primeira linha da equacdo pode-se concluir que:
cosﬂcos—L—ése 2Isena)—l':o (20)
C cC s c C

Da equacdo transcendental (20) calculam-se as frequéncias proprias do sistema desa-
coplado e da expresséo (19) devidamente adaptada com auxilio do MMT, obtém-se as defor-
madas modais associadas as frequéncias naturais obtidas pela equacéo (20).

3.1.2 Caso acoplado

Chamando de M a matriz de transferéncia na equacéo (19) pode-se escrever o proble-

ma acoplado como:
Pe
{qj M ][Ia)pf SX} (21)

Pode-se isolar o valor da pressdo atuando sobre a estrutura rigida - mével (pistdo) a
partir da primeira linha da equacao (21):
ol ol

1 ol oL 1
—wp,CSX| —sen —Ccos — + —C0S — sen —
S c c S c c

P = oL (22)

S ol oL ol
——Sen—sen —+C0S—C0S —
S C C C C

Montada a equacao de equilibrio do pistdo, a equacdo para o calculo das fregiiéncias
acopladas é dada por:

o1 ol oL 1 ol ol
mo’ —K + =0 23
@ S ol oL ol oL (23)
——Sen—sen—+C0S — CO0S —
S C C C C




3.2. Resultados Numéricos

A Figura 3 apresenta as malhas utilizadas na discretizacdo por elementos finitos. Ado-
ta-se a mesma malha para os casos desacoplados da cavidade e da estrutura. Para o sistema
acoplado, deve-se considerar a regido da interface, que faz a conexao entre os elementos do
fluido e do sélido. Utilizou - se elementos triangulares lineares para o fluido (FLUID29) e
elementos triangulares simples para a estrutura - elemento de estado plano - (PLANE42) da
biblioteca do codigo ANSYS.

Para se poder correlacionar adequadamente os resultados numéricos com os analiticos,
na sequéncia de modos e frequéncias numéricas, foram considerados somente os modos de
onda plana (movimentos rigidos da placa - modos de pistdo). Os modos deformacionais da
estrutura e transversais de cavidade ndo foram mostrados no texto, por fugir do escopo desse
trabalho.

P Ot el
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a) Relago de se¢do o =0,1
- b) Relago de segdo o = 0,3
o c) Relagdo de se¢fo 6 =0,5
i

d) Relacdo de secdo o =1,0

Figura 3. Malhas utilizadas nas discretizacdes das quatro relacdes de secao.



A Tabela 1 fornece as primeiras frequéncias analiticas e numericas desacopladas cor-
respondentes aos modos longitudinais da cavidade para os quatro modelos de juncdo de tubos
comos =0,1;0,3;0,5e1,0.

Tabela 1. Frequéncias desacopladas analiticas e numéricas

0 c (M)

rad/s 0,1 0,3 0,5 1,0

Modo Num. Anal. Num. Anal. Num. Anal. Num. Anal.
1 11,04 11,32 11,04 11,32 11,04 11,32 11,04 11,32
2 426,42 | 443,50 | 654,14 | 684,22 | 779,55 | 802,17 | 942,60 | 942,48
3 2425,25 | 2427,50 | 2535,96 | 2549,52 | 2634,79 | 2648,61 | 2831,58 | 2827,43
4 4725,40 - 4731,68 | 4712,39 | 4731,68 | 4712,39 | 4731,74 | 4712,39
5 4731,74 | 4712,39 | 4752,04 - 4781,13 - 4813,80 -

A Tabela 2 fornece as primeiras frequéncias analiticas e numéricas acopladas corres-
pondentes aos modos longitudinais da cavidade (modos de ondas planas) para os quatro mo-
delos de juncéo de tubos.

Tabela 2. Frequéncias acopladas analiticas e numéricas

0} c (m)

rad/s 0,1 0,3 0,5 1,0

Modo | Num. Anal. Num. Anal. Num. Anal. Num. Anal.
1 3,48 3,59 4,62 4,74 5,07 5,14 5,52 5,52
2 1008,45 | 1019,35 | 1187,27 | 1214,04 | 1309,23 | 1331,71 | 1490,12 | 1489,55
3 2855,27 | 2854,25 | 2933,24 | 2939,64 | 3006,19 | 3013,13 | 3161,38 | 3155,81
4 4810,41 - 4852,63 - 4902,52 - 4955,74 -
5 5004,05 | 4981,93 | 4991,68 | 4969,93 | 4980,49 | 4958,97 | 4957,24 | 4935,32

As Figuras 4, 6 e 8 mostram os modos acusticos 2D correspondentes a primeira, a se-
gunda e a terceira frequéncias acopladas para os quatro modelos de conexdo dos tubos simu-
lados, que se diferenciam pela variacdo da area do segundo tubo (s). As Figuras 5, 7 e 8 repre-
sentam os cortes na direcdo longitudinal (x), no eixo do sistema, em termos de pressdes adi-
mensionais, correspondentes aos modos acoplados 2D, dados nas Figuras 4, 6 e 8.

Nas tabelas 1 e 2, as células vazias identificadas por um traco nas colunas dos valores

analiticos representam as freqiiéncias de modos transversais ndo capturados pelo modelo ana-
litico 1D, ainda que se tenha construido solugdes para tal, ndo utilizadas, em razédo de orien-
tarmos os resultados para os modos de ondas planas (associados a deslocamentos da estrutura
como um placa rigida movel - movimento de pistéo).




a) Relacdo de secdo o = 0,1__

T

b) Relacéo de se¢do 6 =0,3

c) Relacdo de se¢cdo o =0,5

d) Relacgdo de se¢do o =1,0

Figura 4. Primeiro modo acoplado - modo de massa adicional para as quatro relagdes de secéo

(o).
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Figura 5. Perfil longitudinal de pressfes adimensionais P (x), do primeiro modo acoplado
para as quatro relagdes de secdo (o).



a) Relagéo de se¢do 6 = 0,1

b) Relacédo de se¢do ¢ = 0,3

c) Relagéo de se¢do 6 = 0,5

e) Relacdo de secdo o =1,0

Figura 6. Segundo modo acoplado de onda plana - modo do ressonador de Helmoltz
(cavidade maior compressivel e duto menor incompressivel) para as quatro relacdes de secdo

(o).
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Figura 7. Perfil longitudinal de presses adimensionais P (x), do segundo modo acoplado de
onda plana para as quatro relacdes de secéo (o).



a) Relacdo de secdo 6 =0,1

| 2

b) Relacdo de secdo o =0,3

¢) Relagéo de se¢do 6 =0,5

d) Relagédo de se¢cdoc =1,0
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Figura 8. Terceiro modo numérico acoplado de onda plana - Modos compressiveis em ondas

planas para as quatro relac6es de secéao (o).
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Figura 9. Perfil longitudinal de pressdes adimensionais P (), do terceiro modo acoplado de
onda plana para as quatro relagdes de secéo (o).



A partir dos resultados apresentados em termos de frequéncias, deformadas modais (2D
e perfil de pressdes), algumas observacdes podem ser identificadas.

De forma geral o valor das frequéncias e deformadas modais no problema desacoplado
e acoplado para os modos de ondas planas, apresentaram um bom acordo quando se compa-
ram os resultados analiticos e numéricos, e as pequenas discrepancias observadas podem ser
facilmente explicadas, em parte aos efeitos bidimensionais capturados pelo modelo numérico
2D, ndo previsto na solucdo analitica (1D).

Os efeitos de ondas planas (raias retas) e as perturbacdes 2D na zona das constri¢coes
(raias distorcidas) podem ser observadas nas deformadas modais (2D) das Figuras 4, 6 e 8; em
particular para os modos 1 e 2 acoplados, com relacGes de sec¢do o < 1.

Na Figura 5, analisando-se os perfis de pressdo (cortes longitudinais da Figura 4) para o
1° modo acoplado (modo de massa adicional), percebe-se o perfil retilineo das pressoes, fato
que caracteriza a incompressibilidade do fluido (6°P/6x? = 0). Nota - se duas inclinacdes de
retas, que caracterizam a inércia das colunas de fluido. A inércia da coluna de fluido a parir de
o =1, diminui nos trechos de montante a constri¢do, para as outras relacdes de se¢do (o). To-
davia, na regido de jusante a constricdo (duto menor) vemos que a inclinacdo das pressdes
aumenta a medida que o diminui. Este efeito se caracteriza por um aumento da inclinacdo na
coluna menor de fluido, aspecto originado pelo acréscimo dos efeitos inerciais, gerados pela
constri¢cdo. Um estudo mais detalhado a respeito sera elaborado na proxima secao.

A Figura 7 mostra cortes longitudinais da Figura 6, e representa o perfil de pressdes as-
sociado ao 2° modo acoplado do sistema. Este modo se caracteriza por um modo de ressonan-
cia de Helmoltz, onde a cavidade maior é compressivel (oL/c > 1), enquanto que a cavidade
menor se comporta como uma massa (coluna incompressivel, ol/c << 1), reproduzindo 0s
efeitos inerciais no tubo menor, como comentado no modo anterior (Figuras 7 a, b e c).

Ja na Figura 7 d, para ¢ = 1, a cavidade total tem a mesma secéo, e um comprimento
maior, fato que provoca o efeito de compressibilidade em todo o sistema (o (L+l) / ¢ > 1).

A Figura 9 mostra cortes longitudinais da Figura 8, para um modo mais alto (3° modo
de onda plana) onde as duas cavidades sdo compressiveis. Nela podemos observar o carater
ondulatério dos perfis de pressdo, que caracteriza o efeito de compressibilidade nos dois du-
tos, sendo que no duto menor, ha apenas um trecho curvo continuo, sem oscilagdes. Todavia,
na cavidade maior pode - se notar trechos de meias - ondas, associados ao nimero modal, das
deformadas de presséo (no duto maior), onde ocorre a dita oscilacéo.

As deformadas modais, e os perfis de pressao para ¢ =1, servem como padréao de refe-
réncia esperado ao longo do sistema; todavia, o trecho final (duto 2) ser4 mais ou menos reto
ou curvo, em funcdo do parametro de compressibilidade (wl/c) nesse trecho.

4. EFEITO DA SINGULARIDADE

Nos resultados acoplados dos modelos de conexdo de tubos, verificou-se que as fre-
quéncias de massa adicional para as diferentes relacdes de secdes dos tubos (o), sS40 menores
do que aquelas consideradas no calculo das frequéncias reais, para as massas das cavidades
acusticas (cavidade maior + cavidade menor). Como o perfil de pressdo € constante (fluido



incompressivel) este fato se caracteriza por uma massa adicional de valor superior a massa
real de fluido contida nas cavidades. Isso pode ser atribuido aos efeitos inerciais oriundos da
mudanca brusca de sec¢do ao nivel das conexdes entre os dutos, tal com ja foi anteriormente
mostrado na literatura por Pedroso et al. (1987, 1988, 1993, 1997) e Gibert (1988). Ou seja,
h& uma massa adicional no sistema, maior do que a massa real de fluido presente nas duas
cavidades.

Como ndo ha a adi¢do de massa ao sistema, essa parcela da massa adicional é oriunda
dos efeitos inerciais associados a aceleracdo do fluxo na zona da estriccdo. Como se conhece
a massa real do fluido no sistema, pode - se avaliar esta parcela da massa adicional, associada
aos efeitos inerciais da regido da conexdo, chamando de massa equivalente aos efeitos da sin-
gularidade (meg), que pode ser calculada a partir da reducdo das frequéncias pela expressao:

K
o= = (24)
me + mcav.acustica + meq
Onde:
Meay acustica— Massa total real de fluido nos dutos 1 e 2;
Tubo-1 Tubo-2
mcav.acustica = mcav.acustica + mcav.acustica (25)

m,, = Massa equivalente aos efeitos inerciais associados a singularidade (constricdo) e
o*= 12 frequéncia acoplada para 0 modo de massa adicional.

Pela equagdo (24) é possivel se calcular meg, € em conseqiiéncia um comprimento e-
quivalente (L¢q) associado a essa massa, que teria a mesma se¢éo (S) do tubo de referéncia,
existente quando c = 1.

A Tabela 3 mostra as primeiras frequéncias analiticas acopladas ("), considerando as
varias relacfes de secBes de tubos (o = s/ S), e estas em relacdo a 12 freqliéncia acoplada do
duto de referéncia (L = 2,5 m), na 32 coluna.



Tabela 3. Frequéncias acopladas analiticas

c o (rad/s) (01/(0RE|:
0,1 3,585 0,649
0,2 4,352 0,788
0,3 4,742 0,859
0,4 4,981 0,902
0,5 5,143 0,932
0,6 5,261 0,953
0,7 5,350 0,969
0,8 5,419 0,981
0,9 5,475 0,992
1,0 5,522 1,000

A Figura 10 ilustra graficamente as primeiras frequéncias acopladas de massa adicio-
nal (') em relagdo & frequéncia de referéncia (orer). O eixo horizontal (o) indica a relagdo
entre as areas dos tubos (o = s/ S). Quando ¢ = 0,1 m, a frequéncia de massa adicional apre-
senta aproximadamente 0,6 vez o valor da frequéncia de massa adicional do duto de referén-
cia. A medida que aumenta essa relacio das areas (s / S), o' se aproxima do valor de wger, de
forma assintética.

O/ @ per
1,20
1,00 - - ~ — ¢ N
. 0,80 //T_ ¢
.:ST 0,60
® 0,40
0,20
0,00
0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00
o

Figura 10. Primeira frequéncia acoplada do modo de massa adicional em relacdo a frequén-
cia do tubo de referéncia (nesse modo) em funcéo de .

A Tabela 4 mostra as massas totais do sistema acoplado (m) relacionadas as primeiras
frequéncias analiticas de massa adicional (o%), 22 coluna, bem como a massa adicional total
de fluido, a massa real da cavidade acustica correspondente ao tubo 1 e tubo 2 (equagdo 25) e
as massas equivalentes aos efeitos inerciais da singularidade (meg), 52 coluna.



Tabela 4. Massas totais acopladas e parcelas de massas que compdem a massa adicional de

fluido

o (rad/s) | m (kg) | Madicional (K8) | Mecav. acustica (K8) | Megq (kg)
3,59 7780 7000 2050 4950
4,35 5280 4500 2100 2400
4,74 4447 3667 2150 1517
4,98 4030 3250 2200 1050
5,14 3780 3000 2250 750
5,26 3613 2833 2300 533
5,35 3494 2714 2350 364
5,42 3405 2625 2400 225
5,48 3336 2556 2450 106
5,52 3280 2500 2500 0

A Figura 11 mostra a relagdo entre as massas equivalentes aos efeitos inerciais da

constricdo (meq) em relagdo a massa de fluido do duto de referéncia (mger). Essa Ultima con-
siste na massa real de fluido quando o tubo 2 apresenta ¢ = 1. O eixo horizontal (o) indica a
relacdo das areas dos tubos (s/ S).

Observa-se gue quanto menor for a relacdo entre as areas dos tubos (o), maior sera a
massa equivalente. Quando ¢ = 0,1 m, a massa equivalente sera 0,7 vez o valor da massa de
referéncia.

Este gréafico € obtido a partir do célculo analitico das freqliéncias acopladas, fornecidas
pela expressdo (23). Para a frequéncia de massa adicional, considera - se a incompressibilida-
de do fluido contido nos dois dutos, aspecto traduzido pelos pardmetros de incompressibilida-
de associados a esses dois dutos: al/c<<1 € wl/c<<1. Fazendo ainda «=w?LI/c<<1 € le-
vando estas expressdes na equacao (23), chega - se as expressdes (26) e (27). Comparando as
Equacdes (27) e (28), tem - se a expressdo da massa equivalente aos efeitos inerciais da singu-
laridade (meg), dada pela equagao (30).

1
Tubo-1 Tubo-2
(mcav.acustica + Meay acustica ?
w?| m, + ~K, =0 (26)
1
l1-—«a
O
—
- 20 -
1 -
2 Tubo-1 Tubo-2 _
o |:me +(mcav.acustica + mcav.acustica 0_2 - KS - 0 (27)
2 Tubo-1 Tubo-2 _
% [me +(mcav.acustica + mcav.acustica + meq )] - KS - O (28)



Tubo-2 1 Tubo-2

m —=mM +m

cav.acustica 0_2 cav.acustica eq
m. = i_l mTub(rZ' (29)
eq 2 cav.acustica
O
1
meq = S_2_1 pfluidols
s?
m. =p. |(321—3J (30)
eq fluido S
Meq/Meg
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Figura 11. Massa equivalente versus o.

A Figura 12 apresenta o quociente entre o comprimento equivalente aos efeitos inerci-
ais da singularidade (Leg), em relagdo ao comprimento total do tubo de referéncia para ¢ = 1,
onde L¢q € calculado pela expressdo (31), e traduz o comprimento de um tubo ficticio que
teria a mesma secdo do tubo de referéncia. O grafico mostra que a medida que o tende para 1,
Leq tende para 0, fato que indica a inexisténcia de efeitos inerciais quando o sistema néo pos-
sui constricao.

me
L, =— (31)
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Figura 12. Comprimento equivalente versus c.

5. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Em funcdo dos resultados obtidos, algumas concluses podem ser tiradas.

A formulacdo U - P do programa ANSYS apresenta uma alternativa interessante e confi-
avel para o estudo de zonas singulares em cavidades acusticas 2D discretizadas por elementos
finitos, ja que reproduziu a contento as respostas previstas pela formulacdo tedrica analitica
baseada no método da matriz de transferéncia.

A formulacdo U - P pelo MEF via o programa ANSYSS, e a formulacao analitica apresen-
taram um excelente acordo em termos de frequéncias e deformadas modais acopladas, para 0s
principais modos estudados, inclusive ambos reproduzindo os mesmos efeitos observados na
zona singular.

Quanto aos fendmenos associados a presenca da zona singular em termos de frequéncias,
observa - se que para 0 modo de massa adicional (fluido incompressivel) houve uma queda
importante nas frequéncias naturais do sistema acoplado, em funcéo do acréscimo de massa
adicional, originado pelos efeitos inerciais na constri¢ao.

Essa massa virtual (parcela da massa adicional) associada aos efeitos inerciais na zona
singular, para a menor relacdo de secdo chegou a 70% do valor da massa real do tubo de refe-
réncia (duto total para o = 1), fato que representa um aumento consideravel de massa adicio-
nal incorporada a massa da estrutura, para justificar esta queda de frequéncia. Este fato tam-
bém foi observado para as outras relacfes de se¢cdo na constricdo, todavia com menor intensi-
dade, a medida que ¢ aumentava.

Com efeito, essa massa virtual, traduz os efeitos inerciais associados ao campo de veloci-
dades 3D (ou 2D) na zona singular, que nem sempre pode ser precisamente descrito pela ma-
Iha de elementos finitos, tampouco representado pelo modelo analitico 1D, aspecto este que
explica as pequenas discrepancias observadas na zona da constrigéo.



Quanto as distor¢des das ondas planas (raias curvas na representagdo 2D) ao nivel da
constricdo, estas se estendem por uma regido da ordem de grandeza da altura da cavidade
maior (diametro do duto maior), portanto um efeito bastante localizado.

Estudos complementares como uma modeliza¢do 3D na zona singular, com malhas mais
refinadas estdo em curso, para se caracterizar com maior precisao estes efeitos inerciais na
regido da constricdo, assim como uma formulagdo analitica mais abrangente que possa des-
crever melhor estes fenémenos observados.
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