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Abstract. This paper aims to present and analyze the performance of various software solv-
ing systems of linear equations. Such systems can be seen as dense or sparse matrices. For
software like SuperLU there is a need to address the problem at hand in a special way, devel-
oping an algorithm to parallel systems that make use of distributed memory and need to work
with a specific interface, such as MPI. For software like Pardiso there is no need for data
parallel approach of the algorithm, because the software takes care of itself, making the par-
allelism of areas where this situation is advantageous, but it is not possible to verify what is
actually happening with the code in terms of the division of tasks and resources.
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1. INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objetivo dar inicio a apresentacédo e andlise de perfor-
mance de diversos softwares de resolucdo de sistemas de equacdes lineares. Tais sistemas
podem ser vistos como matrizes densas ou esparsas.

O grupo dos softwares utilizados para resolucdo de sistemas densos € composto por:
Lapack, Scal.apack, Magma e Plasma.

O grupo dos softwares utilizados para resolucdo de sistemas esparsos € composto por:
Pardiso, Mumps, SuperLU e Spike

Para softwares como, por exemdhaperLU existe a necessidade de abordar o proble-
ma em questdo de forma especial, desenvolvendo um algoritmo para sistemas paralelos que
fazem uso de memoria distribuida e precisam de uma interface especifica para funcionarem,
como por exemplo o MPI

No caso de softwares como, por exemplar,diso ndo existe a necessidade da aborda-
gem paralela dos dados do algoritmo, pois o software encarrega-se de fazer por si s6 o parale-



lismo de areas em que tal situacdo seja vantgposém ndo é possivel verificar o que real-
mente esta ocorrendo com o codigo em termos dsadivias tarefas e dos recursos.

Seréo utilizadas matrizes de diversos problemangdanharia, sendo essas matrizes de
ordem 500.000 até 1.500.000, rodando em um supergador chamador ddopper (Cray
XE6), com 153.408 nucleos, com capacidade de 1.05430§4ilops (bilhdes de operacdes
por segundo), sendo considerado atualmente o ai@mwputador mais rapido do mundo.

Até a conclusao deste artigo, apenas os teste® cmftwareSuper LU foram realizados
e os resultados serdo apresentado no decorrextdo te

2. RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

A resolucao de sistemas de equac0es lineares podé/glida em dois grupos basicos:
meétodos diretos e métodos iterativos. Nos métodesod pode-se determinar previamente a
quantidade de operacfes matematicas necessargslyar-se a resolucdo do sistema antes
de resolvé-lo.

Entre os métodos diretos, pode-se citar 0 métodsim@nacao désauss, aléem dos meé-
todos onde existe a decomposicdo da matriz dosceogés por um produto de matrizes.
Este ultimo caso tem como exemplo os métoddsrdet, Doolite e Cholesky.

No caso dos métodos iterativos sdo baseados emsgoxcde iteracdes, calculando uma
sequéncia de aproximacOes da solugéo do sistepwr kjue se pretende resolver, condicio-
nando-o a uma aproximacao inicial e sujeito a wieancia estipulada inicialmente.

Entre os métodos iterativos pode-se ddauss-Seidel, Gauss-Jacobi, gradientes conju-
gados e ainda gradientes biconjugados [1] [5].

2.1. Métodos Diretos — Decomposigéo LU

O sistema de equacdes lineares, descrito como watre @ tido como:
Ax =Db, (2)
onde, A € a matriz dos coeficientes das equacbes algébna@ae vetor das incognitas

e b é o vetor dos termos independentes.
Feita a decomposicao multiplicatia éatem-se:

A=LU, ()

sendo a matrii. triangular inferior de diagonal unitaria e a matdzriangular superi-
or. Dessa forma, 0 novo sistema a ser resolvidoaseguinte forma:

LUx =b . 3

Esse sistema pode ser resolvido, utilizando as elapgsis descritas abaixo:
Ly =b  (sustituicdo descendete ou progvess (4)
Ux =y (sustituicdo ascendete ou regreys (5)

O vetor y € apenas auxiliar no processo de decomposicao.



Observe também que no método de decomposicado bihétm chamado d€rout, a
matriz ndo precisa ser simetrica.

3. ARQUITETURA MIND — MULTIPLE INSTRUCTION MULTIPLE DATA

Considerado o modelo de execucao paralelo, onde patessador esta trabalhando
em uma estrutura independente, existindo fluxogiphig de instrucbes e dados, como se
fosse um conjunto de arquitetuldSD (Single Instruction Sngle Data), como pode ser visto
na Figura 1.1. As maquinas paralelas de maneia gerencaixam nessa categoria, como 0s
clusters e os sistemas MPAVRassively Parallel Processing).

Pode-se utilizar aqui um hardware heterogéneo awbéneo, memadria compartilha-
da ou distribuida, estrutura de rede dedicada mpadilhada, criando diversas divisdes que
Flynn ndo contemplou em sua modelagem inicial e/aler duas possibilidades 88 MD [3].
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Figura 1.1 — Arquitetura MIMD.

3.1.MIMD — Memoria Compartilhada (Shared Memory)

Essa estrutura ddIMD abrange todas as maquinas de possuem multiplosgsado-
res ou ainda multiplos ndcleos em um Unico prockssanas que acessam uma memoria em
comum.

Por exemplo, na estrutu@MP (Symetric Multiprocessing) o processador sempre esta
executando instrucdes, porém como todos estamanttdo uma memaoria em comum, existem
questdes de conflitos de acesso, que podem seatdadwia cache ou ainda via escalonamen-
to do sistema operacional que sera instalado resta#ura. Os dados precisam ser constan-
temente copiados das caches para um acesso a un@ianprincipal pelo software que este-
ja fazendo uso desas estrutura (Figura 1.2).
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3.2.MIMD — Memoria Distribuida (Distributed Memory)
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Figura 1.2 -MIMD de Memoria Compatrtilhada.
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Aqui estdo inclusas todas as estruturas paralelaggge sdo compostas por unidades
processadoras [4], cada um com sua memoria e éptibarramento de comunicacédo. Em

um cluster essa unidade processadora recebe odenteownode.

Nao existe memoria comum nessas estruturas, aper@sunicacao dos dados é feita
via dispositivos fisicos que conectam essas esasiindependentes, corhabs ou switchs
(concentradores de rede). A Figura 1.3 ilustragaitetura em questao.
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Figura 1.3 — MIMD de Memodria Distribuida.
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4. SUPERLU

A biblioteca SuperLU, desenvolvida principalmente por Xiaoye Shery &, [basica-
mente foi escrita para resolver sistemas de egedig@ares esparsos do tipX = B, ou seja,
onde a quantidade de elementos néo nulos no sigtemsideravelmente grande. A makiz
€ quadrada, ndo singular e esparsa, enquaetd sao densas. A matriz a nao precisa ser si-
métrica, poiSuperLU é apropriado para matrizes com uma estruturainérica.

Foram escritas trés versdes deste software: ao/sesfiiencialSequential), a versao de
memoria compartilhadaMultithreaded) e a versdo de memoria distribui@agributed).

A verséao sequencial ndo faz uso de recursos comad$, apenas utiliza os recursos de
um unico processador ou nucleo. A segunda vers@omada deMultithreaded foi escrita
para multiplos processadores de memoadria compattlhpodendo trabalhar eficientemente
com maquinas que possuem mais de um processadanfente ou ainda que possuem pro-
cessadores com mais de um nucleo. A ultima versé@lgetivo de estudo deste trabalho é a
versao chamada degistributed, escrita para maquinas paralelas, que combinaso @@ va-
rios processadores de maquinas distintas paraaealk computos do procedimento. Trabalha
utilizando MPI para a comunicacéo entre 0os processwolvidos.

Todas as rotinas das trés verséeSuger LU foram escritas em linguagem C, sendo que
na versao de memadria compartilhada foi feito usBttireads e aindaOpenMP, assim como
na versao de memoria distribuida que, como diteramiente, fez uso ddPI. As trés ver-
sOes possuem a interface de uso com programassgsar linguagerfortran [6].

4.1. Dados de Entrada e Saida

A matriz A é armazenada uma estrutura de dadossesgeodendo ser representada no
formato de compresséao por colundsrivell-Boeing) ou ainda no formato de compresséao por
linha. O vetorB, como dito anteriormente, € armazenado de formaaje posteriormente o
vetor solucad, ira substitui-lo respeitando também essa estutensa.

Em se tratando do uso da versdo de memodéria digtaba matrizZA e o vetoB podem
ser distribuidos por todos os processadores emadvwio computo.

Aqui estdo inclusas todas as estruturas paralelasgge sdo compostas por unidades
processadoras [4], cada um com sua memoria e épt@barramento de comunicacdo. Em
um cluster essa unidade processadora recebe odenteownode.

4.1. Operagdes Basicas de Algebra Linear

Todas as versfes d@perLU fazem uso dd@BLAS, para aumentar a performance de e-
xecucgdo do codigo. E necessario utilizar uma veds&LAS ja otimizada para a arquitetura
utilizada no desenvolvimento do codigo, como paneglo oMKL dalntel, o BLAS do Cray,
entre outros.

As operac0Oes basicas de algebra linear utilizad®t A4S sdo geralmente multiplicacédo
de uma matriz por um vetor, ou de duas matrizelgstdratados de forma densa pBLAS.



O ideal é criar pequenas matrizes densas que tealtamanho ideal para queBLAS possa
tirar o melhor proveito da arquitetura em questéao.

4.3. Diferencas entre as trés versdes

Todas as rotinas da versao sequencial e de meoudnipartilhada estédo disponiveis em
precisdo simples e dupla (tanto para dados complguanto reais). A versdo de memoaria
distribuida possui apenas precisédo dupla (dadoplesns e reais).

As matrizesL e U sdo armazenadas de maneira distinta nas tréstbitas, conforme
pode ser observado no manualSiperLU [6].

Na versdo sequencial, as matrizesU sdo armazenadas de forma esparsa, utilizando o
conceito de super nd por coluna, onde as colunasecativas de estrutura idéntica séo ar-
mazenadas como blocos densos, para a matiz matrizU € armazenada no formato de
compressao por coluna.

A versdo de memoria compartilhada, por conta dal@i#gsmo existente, as colunaslde
e U ndo podem ser computadas de maneira consecutiém, elas sdo alocadas e armazena-
das fora de ordem, utilizando o conceito de supgros coluna permutado, para a matriz
A matrizU é, mais uma vez, armazenada no formato de condjoress coluna.

Por fim, na versdo de memoria distribuida as nediize U estdo distribuidas pelos
processadores, usando o formato de bloco ci2lizautilizado em bibliotecas que trabalham
com matrizes densas, como por exenfmal APACK. Existe porém a diferenca que os blo-
cos nao sao idénticos em tamanho no caso de nsagsparsas, variando baseado na estrutura
de elementos nao nulos de U.

4.4. Paralelismo

A versao sequencial de SuperLU ndo possui panalelisxplicito, exceto no caso do
uso de uma versdo do BLAS otimizada para a arguit&jue estiver sendo utilizada, que ex-
plore possibilidades de paralelismo.

Na versdo de memdria compartilhada, é possiveltesco nimero de threads que se-
rao utilizados no processamento, e 0 uso de threadsbaseado na arquitetura em questéo e
no sistema operacional utilizado.

A versdo de memodria distribuida permite que sedfgpee 0 numero de processadores
envolvidos, além de dizer como os processadorée esgjanizados em uma malha de duas
dimensdesZD grid).

5. MATRIZES

Para os testes envolvendo o SuperLU foram escallfdatro matrizes do conhecido
conjunto de matrizes esparsas de Tim Davis, daddsidade da Flérida [2].

Este conjunto de matrizes € descrito como uma grarativa base de dados de matrizes
esparsas oriundas de problemas reais. Tal colegiicdu uso muito difundido na comunida-



de que trabalha utilizando algebra linear numépae o desenvolvimento de aplicativos e
teste de performance de codigos escritos pardheka principalmente com matrizes espar-
sas.

O conjunto em questao permite testes robustos;qraa dos dados das matrizes serem
de problemas reais e ainda permite a repeticampa@cao de experimentos, tendo em vista
gue as matrizes estao disponiveis em diversos fosna@ armazenamento.

Cabe ainda dizer que as matrizes cobrem um laqgects de dominios, incluindo a-
queles decorrentes de problemas em geometria ZZIDpaomo por exemplo, casos de enge-
nharia estrutural.

Para aqueles que desejam utilizar este conjunitenexdiversos formatos disponiveis
no site, além de softwares que facilitam o usondasizes em Matlab, Mathematica, Fortran
e C, bem como aplicativos online dentro do progpite.

A Tabela 1.1 ilustra as quatro matrizes utilizaglasias principais caracteristicas:

Tabela 1.1 — Quatro matrizes selecionadas do can@lenTim Davis.

Nome da Matriz  Ordem Numero de N&o Nulos Densidade (%)

parabolic_fem  gog gog 3.674.625 0,0013
af_shell8 504.855 17.579.155 0,0068
inline_1 503.712 36.816.170 0,0145
af_1_k101 503.625 17.550.675 0,0069

Como pode ser observado, a ordem das matrizesté parecida, bem como a esparsi-
dade das mesmas, ou seja, a quantidade e elemeldepresentes em cada uma destas ma-
trizes em uso neste trabalho.

Deve-se dizer também que a estrutura das matrigesutilizadas € idéntica, todas as
matrizes utilizadas sao simétricas e positivo dddis

A Figura 1.4 ilustra os valores nao nulos preseatesada uma das matrizes utilizadas
nos testes.
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Figura 1.4 -Elementos ndo nulos de cada matriz. (a) paralfetic, (b) af shell8, (c
inlinel e (d) af_1_k101. Fonte: .

5.1.Infra Estrutura de Hardware

Foram realizadotestes com as quatro matrizes em questao, utilizvarslipercompa-
dor Hopper, produzido pela Cray, sendo seu modal&€ray XE6

O Hopper possui 6.384 nés, sendo que cada nd ppgmaicessadores AMD May-
Cours, cada um com um clock de 2.1 Ghz. Cadcessador possui 12 nucleos, totaliza
24 nucleos por né. A maquina toda possui 153.2t6n8




A memoria RAM é de 32 GB DDR3 1.333 Mhz para 6.0@8, sendo que o0s outros
384 nos possuem 64 GB DDR3 1.333 Mhz. Estas mesy@ma ambos 0s casos, estado distri-
buidas por 4 canais de memoria.

Os picos de processamento sédo de 8.4 Gflops ptea®01.6 Gflops por né e de 1.28
Peta-flops considerando a maquina toda.

Vale dizer ainda que cara nucleo tem seu prépabedl e L2, com 64 KB e 512 KB
respectivamente, além de 6 MB de cache L3 comipadiil por cada grupo de 6 nucleos do
processador Magny-Cours.

5.2. Resultados

A versdo de memoria distribuida S8gperLU foi selecionada para fazer os testes iniciais
relativos ao desempenho de softwares paralelagaagtils para a resolucdo de sistemas de
equacgoes lineares.

Como pode observado na Figura 1.5, o tempo de efeado software, inicialmente
executado em 4 processadores, foi diminuindo agolodo aumento do numero de
processadores utilizados. O nimero maximo de psadeses utilizados foi de 16.384.

Vale lembrar que quando o né possui mais de unepsacior ou nucleo, essa versao do
SuperLU escrita para memoria distribuida, trata as nucteoprocessadores como nés da
rede, ou seja, a comunicacao entre eles é feltaantio MPI, passando mensagens para a
comunicacao.

Em tese, a comunicacdo poderia ser melhorada, em wensdo hibrida, que
estabelecesse a comunicacdo entre os process@s (deaum mesmo no), via threading
utilizando, por exmepld?threads ou aindeOpenMP.
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Figura 1.5 — Testes dauperLU no supercomputador Hopper.

O menor tempo da resolugéo de cada sistema falmbom uso de 512 processadores
para a versao distriblida @aperLU, como visto na Figura 1.5. Isso ndo quer dizerpara



outros software o melhor tempo seria também compbd@essadores, pois 0 uso das rotinas
de passagem de mensagensMi é relativo, dependendo da meneira como a bibhoteic
implementada.

Existem ferramentas especificas para mensurar poteggasto em comunicacaéPl,
podendo andlisar com maior precisdo qual o monidetd para cessar o aumento do niamero
de processadores utilizados em uma determinadateitd.
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