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Resumo. Este trabalho apresenta uma implementação do ḿetodo de elementos
finitos para resolver o sistema de equações de Euler compressı́veis bidimensionais em
variáveis conservativas, usando a formulação estabilizada submalha Difusão Dinâmica,
considerando que as escalas submalhas sejam transientes. O método Difus̃ao Dinâmica é
baseado no formalismo multiescala e foi proposto para resolver problemas de transporte
predominantemente convectivos. Um operador dissipativo não linear é acrescentado ao
método de Galerkin adicionando uma viscosidade artificial não parametrizada em todas as
escalas da discretização. Um algoritmo preditor multicorretor de segunda ordemé utilizado
para a integraç̃ao no tempo e os sistemas lineares resultantes em cada correção s̃ao resolvidos
pelo ḿetodo iterativo GMRES. S̃ao considerados um conjunto de experimentos clássicos tais
como, choque normal, choque oblı́quo e choque refletido para aferir a acuidade da solução
aproximada encontrada. Os experimentos numéricos realizados demonstram que o método
Difusão Dinâmica – com subescalas transientes – obtém soluç̃oes mais precisas do que o
método estabilizado SUPG/CAU.

Palavras-Chave: Método Estabilizado Multiescala Difusão Dinâmica, Elementos Finitos,
Equaç̃oes de Euler, Submalhas Transientes.

1. INTRODUÇÃO

As equaç̃oes de Euler compressı́veis formam um sistema acoplado de equações
diferenciais parciais ñao lineares de primeira ordem, proveniente das leis de conservação da
massa, momento e energia. Essas equações descrevem o escoamento de fluidos na natureza,
considerados ñao viscosos.

O método de estabilização submalha Difus̃ao Din̂amica, introduzido por Arruda et
al. [2] para a equação de convecç̃ao-difus̃ao-reaç̃ao consiste em adicionarà formulaç̃ao de
Galerkin um operador dissipativo não-linear, agindo isotropicamente em todas as escalas. A
quantidade de difusão artificial é determinada pela solução na escala resolvida a nı́vel do
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elemento, sendo portanto um método auto-adaptativo e livre de parâmetros de estabilização.
Werner et al. [15] aplicou o ḿetodo Difus̃ao Din̂amica no problema de escoamento miscı́vel
em meios porosos, considerando a hipótese de submalhasquase-est́aticas[4, 8]. As soluç̃oes
encontradas foram similaresàquelas obtidas pela formulação SUPG/CAU.

Neste trabalho apresentamos uma implementação do ḿetodo de elementos finitos
para resolver as equações de Euler em variáveis conservativas, usando o método de
estabilizaç̃ao submalha Difus̃ao Din̂amica, considerando que as submalhas sejam transientes.
O algoritmo preditor multicorretor de segunda ordem descrito em [7] é utilizado para a
integraç̃ao no tempo e os sistemas lineares resultantes em cada correc¸ão s̃ao resolvidos pelo
método iterativo GMRES [10]. S̃ao considerados um conjunto de experimentos clássicos
tais como, choque normal, choque oblı́quo e choque refletido para aferir a acuidade da
soluç̃ao aproximada encontrada. Experimentos numéricos s̃ao realizados e comparados
com a formulaç̃ao estabilizada SUPG/CAU (Streamline Upwind Petrov Galerkin/ Consistent
Approximate Upwind)[1, 3].

O restante deste trabalho está organizado como a seguir. O modelo matemático do
problemaé apresentado na Seção 2. A formulaç̃ao nuḿericaé descrita na Seção 3. Na Seç̃ao
4 apresentamos os experimentos numéricos comparando as formulações estabilizadas Difusão
Dinâmica e SUPG/CAU. Áultima seç̃ao cont́em as principais conclusões obtidas.

2. MODELO MATEM ÁTICO

O sistema de Equações de Euler, usando variáveis conservativas definidas porU =

(ρ, ρvx, ρvy, ρe), é dado por

∂U

∂t
+

∂Fx

∂x
+

∂Fy

∂y
= 0, sobreΩ× [0, T ], (1)

ondeρ é a massa especı́fica, v = (vx, vy) é o campo de velocidades,e é a energia total por
unidade de massa,Fx eFy são os fluxos de Euler,Ω é um doḿınio convexo poligonal deR2

com fronteiraΓ, e T é um ńumero real positivo. As coordenadas espaciais e temporal são
dadas porx = (x, y) ∈ Ω e t ∈ [0, T ], ondeΩ é o fecho deΩ. A Eq. (1) pode ser reescrita
como

∂U

∂t
+Ax

∂U

∂x
+Ay

∂U

∂y
= 0, sobreΩ× [0, T ], (2)

onde

Ax =
∂Fx

∂U
e Ay =

∂Fy

∂U
.

Um conjunto de condiç̃oes de contorno e iniciais devem ser definidas de forma
apropriada para a Eq. (2), completando a descrição do modelo.

3. FORMULAÇ ÃO NUM ÉRICA

Seja Th uma triangulaç̃ao do doḿınio Ω em nel elementosΩe. A formulaç̃ao
SUPG/CAU para o sistema de equações de Euler em variáveis conservativas consiste em
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ondeUh é o espaço das funções testes eWh é o espaço das funções admisśıveis, do ḿetodo
de Galerkin, formados por funções cont́ınuas e lineares por partes emΩ. Os par̂ametros de
estabilizaç̃ao adotados,τ do método SUPG eδ do operador de captura de descontinuidades
CAU, podem ser encontrados em [3].

Para definiç̃ao do ḿetodo de estabilização Difus̃ao Din̂amica, considere o seguinte
enriquecimento dos espaços de aproximaçãoUh eWh, dado por

UE = Uh ⊕ UB; (4)

WE = Wh ⊕WB, (5)

ondeUB e WB são, respectivamente, os espaços de funções testes e admissı́veis, formados
por funç̃oes bolhas [11] – ver Fig. 1. As funções enriquecidasUE ∈ UE eW

E ∈ WE são
decompostas unicamente da seguinte forma

U
E = U

h +U
B, onde U

h ∈ Uh eUB ∈ UB; (6)

W
E = W

h +W
B, onde W

h ∈ Wh eWB ∈ WB. (7)

No contexto dos ḿetodos multiescala,Uh e Wh representam os espaços das escalas
resolvidas (espaços macro), enquanto queUB eWB representam os espaços das escalas não
resolvidas (espaços micro ou submalha) [11]. Em geral, os espaçosUh eWh são formados por
funções cont́ınuas emΩ e polinomiais em cada elementoΩe ∈ Th. O método de estabilização
submalha Difus̃ao Din̂amica para a Eq. (2) consiste em acharU

E ∈ UE tal que
∫
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dΩ = 0 ∀WE ∈ WE, (8)

onde

ξh = ξh(U
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sendoµ(h) =
√
2Ae o par̂ametro caracterı́stico submalha, comAe a área do elementoΩe,

tolξ = 10−10 neste trabalho,R(Uh) é o reśıduo da equaç̃ao no interior deΩe, denotado por
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ondeÃ0 é o tensor ḿetrico riemanniano [13] e

‖v‖Ã−1

0

= v
T Ã−1

0 v.

pontos nodais deUh eWh

ponto nodal deUB eWB

Ωe

Figura 1. Representação dos espaçosUE eWE.

A função bolha escalar utilizada em cada elementoΩe é definida por

be(x, y) = 27N1(x, y)N2(x, y)N3(x, y), (10)

ondeNi(x, y) representa a função de forma local do ḿetodo de Galerkin associada ao ponto
nodali = 1, 2, 3. Para acelerar a convergência do processo iterativo, o cálculo de (9) no passo
de tempon+ 1 é determinado conforme em [12], istoé,

ξn+1
h =

1

2

(
ξn+1
h + ξnh

)
.

A Eq. (8) pode ser particionada em duas outras equações, uma associadaàs escalas
resolvidas:
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e a outra associadaàs escalas submalhas:
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Em (11) e (12), os termos
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provenientes da formulação Difus̃ao Din̂amica e o termo convectivo associadaà micro escala

∫
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h
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∂UB
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)
dΩ (13)

foram omitidos, por serem nulos. As equações (11) e (12) s̃ao fortemente acopladas,
dificultando o processo de condensação est́atica para eliminar a variávelUB [14, 16]. Uma
forma de simplificar a equação submalha, Eq. (12),é assumir a hiṕotese de escalas submalhas
quase-est́aticas[4, 8, 16], istoé,

∂UB

∂t
≈ 0. (14)

Essa abordagem foi utilizada por Werner [14] no método Difus̃ao Din̂amica aplicadòa
problemas de escoamento miscı́vel em meios porosos. Trabalhos recentes considerando
escalas submalhastransientes(ou din̂amicas) s̃ao apresentados em [5, 6, 9]. Nos testes
preliminares realizados considerando a hipótese (14) para as equações de Euler, o ḿetodo
Difusão Din̂amica ñao apresentou resultados satisfatórios. Neste trabalho,́e apresentado
um esquema nuḿerico para resolver (11)-(12) considerando que as escalas submalhas sejam
transientes.

As equaç̃oes (11) e (12) resultam em um sistema local de equações diferenciais
ordinárias fortemente acoplado da forma

[
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MBh MBB

] [
U̇h

U̇B

]
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[
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KBh KBB

] [
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]
=
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0h
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]
, (15)

onde

• Uh eUB são os vetores que representam as soluçõesUh eUB nos pontos nodais macro
e micro, respectivamente, de cada elementoΩe. Analogamente,̇Uh e U̇B são vetores
que representam∂Uh

∂t
e ∂UB

∂t
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• Khh é a matriz local de rigidez associada ao termo
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• KhB eKBh são matrizes locais de rigidez associadas aos termos
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respectivamente;



• KBB é a matriz local de rigidez associada ao termo

∫
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· ∂U
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dΩ.

O sistema (15) resulta em duas equações:

MhhU̇h +MhBU̇B +KhhUh +KhBUB = 0h (16)

e
MBhU̇h +MBBU̇B +KBhUh +KBBUB = 0B. (17)

Considerando uma aproximação por diferenças finitas de primeira ordem para a
derivada temporal na escala submalha, no passo de tempon+ 1,

U̇n+1
B

∼= Un+1
B − Un

B

∆t
, (18)

onde∆t > 0 é o passo no tempo e substituindo este resultado na Eq. (17), associadàa micro
escala, obtemos

Un+1
B = (MBB +∆tKBB)

−1
[
MBBU

n
B −∆t

(
MBhU̇

n+1
h +KBhU

n+1
h

) ]
, (19)

onde(MBB +∆tKBB) é uma matriz local4× 4 inverśıvel (ver Lema 3.1).

Lema 3.1. A matriz local(MBB +∆tKBB) é inverśıvel.

Demonstraç̃ao. De fato,

MBB =
(81Ae

280

)
I4 e KBB = βI4,

ondeI4 é a matriz identidade de ordem4 e

β =


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40Ae

[
3∑

i=1

(x2
i + y2i )− (x1x2 + x1x3 + x2x3 + y1y2 + y1y3 + y2y3)

]
> 0, seξh > 0;

0, seξh = 0,

sendoxi eyi, i = 1, 2, 3 as coordenadas espaciais dos pontos nodais do elementoΩe. Portanto,

det (MBB +∆tKBB) =
(81Ae

280
+ ∆tβ

)4

6= 0

e (MBB +∆tKBB) é inverśıvel. �

Usando (18) e (19) em (16), obtemos o sistema

M̂U̇n+1
h + K̂Un+1

h = N̂Un
B, (20)



onde

M̂ =
[
Mhh − (MhB +∆tKhB)(MBB +∆tKBB)

−1MBh

]
;

K̂ =
[
Khh − (MhB +∆tKhB)(MBB +∆tKBB)

−1KBh

]
;

N̂ =
1

∆t

[
MhB − (MhB +∆tKhB)(MBB +∆tKBB)

−1MBB

]
.

Através da Equaç̃ao (20) obtemosUn+1
h e U̇n+1

h . O vetorUn+1
B é atualizado usando (19). O

problema global associadoé resolvido usando o algoritmo preditor multicorretor, apresentado
em [7]. Os sistemas lineares são resolvidos utilizando o ḿetodo GMRES com um pré-
condicionador bloco diagonal nodal [3].

4. EXPERIMENTOS NUM ÉRICOS

Nesta seç̃ao s̃ao apresentados os experimentos numéricos considerando três exemplos
padr̃ao de escoamentos regidos pela equação de Euler: Choque Normal Unidimensional,
Choque Obĺıquo Bidimensional e Choque Refletido Bidimensional. Os resultados s̃ao
comparados com as respectivas soluções analı́ticas e com as soluções obtidas pela formulação
SUPG/CAU. Em todos os exemplos são considerados gases compressı́veis com expoente
adiab́atico (γ = 1.4 e cv = 716.5). No algoritmo de avanço no tempo o número de
multicorreç̃oes foi fixado em 3, o ńumero de vetores para orestart do método GMRES
adotadóe igual a5 e a toler̂ancia fixada em10−1.

4.1. Choque Normal Unidimensional

Este problema consiste de um escoamento através de duas regiões separadas por um
choque normal. A velocidade inicial do escoamento apresenta uma descontinuidade, queé
propagada para o domı́nio temporal. Considera-se uma malha com39 × 2 células, sendo2
elementos triangulares em cada célula, distribúıdos no doḿınio retangularΩ =]0, 39[×] −
0.5, 0.5[ conforme a Fig. (2). O choque ocorre emx = 20 e as condiç̃oes iniciais, em um
sistema de unidades compatı́vel, s̃ao dadas por

x < 20





M = 2.0;
ρ = 1.0;
vx = 1.0;
vy = 0.0;
p = 0.17857,

x > 20





M = 0.57735;
ρ = 2.66667;
vx = 0.37500;
vy = 0.0;
p = 0.80357,

ondeM é o ńumero de Mach ep é a press̃ao.
A Fig. 3(a) mostra os perfis de densidade da solução exata e das soluções nuḿericas

obtidas pelos ḿetodos Difus̃ao Din̂amica e SUPG/CAU. Considerando∆t = 10−2 nas duas
formulaç̃oes, observa-se que a solução obtida via Difus̃ao Din̂amica est́a mais pŕoxima da
soluç̃ao exata do que a obtida pela formulação SUPG/CAU. As Figs. 3(b) e 3(c) mostram,
respectivamente, o comportamento dos resı́duos das formulaç̃oes analisadas. Ambos decaem



y=0

x=0
x=20

x=39

Figura 2. Formato da Malha – Choque Normal Unidimensional.

à medida que o tempo avança, porém, a magnitude do resı́duo do ḿetodo SUPG/CAÚe maior
do que a do ḿetodo Difus̃ao Din̂amica.

A Tabela 1 apresenta o desempenho computacional das implementaç̃oes realizadas.
O método Difus̃ao Din̂amica realizou 1174 iterações GMRES a menos do que o método
SUPG/CAU. Entretanto, na montagem das matrizes, onde se encontra o maior esforço
computacional, o tempo obtido pelo método Difus̃ao Din̂amicaé um pouco mais elevado.

Tabela 1. Desempenho Computacional – Choque Normal Unidimensional.

Método IterGMRES TempoCPU (s)
Montagem das MatrizesSoluç̃ao GMRES Total

SUPG/CAU 2199 23.996 0.986 26.821
Difusão Din̂amica 1025 28.066 0.669 30.569

4.2. Choque Obĺıquo Bidimensional

Este problema consiste em um escoamento bidimensional supersônico – ńumero de
MachM = 2 – de um fluido inv́ıscido sobre uma cunha, fazendo umângulo de−10◦ em
relaç̃aoà malha, conforme mostrado na Fig. 4. Pode-se determinar analiticamente a formaç̃ao
de um choque oblı́quo a29.3◦ com a parede. O doḿınio Ω =]0, 1[×]0, 1[ consideradóe
discretizado em20×20 células com dois elementos triangulares em cada célula. Considerando
um sistema de unidades compatı́vel, as condiç̃oes de contorno prescritas na entrada e no topo
deΩ são dadas por 




M = 2.0;
ρ = 1.0;
vx = cos 10◦;
vy = − sin 10◦;
p = 0.17857.

Al ém disso, a velocidadevy é nula na parede inferior, não sendo imposta nenhuma condição
na sáıda. As condiç̃oes iniciais s̃ao consideradas como de escoamento livre. A solução exata
na sáıda abaixo do choquée dada por





M = 1.64052;
ρ = 1.45843;
vx = 0.88731;
vy = 0;
p = 0.30475.
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Figura 4. Esquema do Problema - Choque Bidimensional Oblı́quo.

A Fig. 5 apresenta as isocurvas da densidade para as formulac¸ões SUPG/CAU
e Difus̃ao Din̂amica, usando uma malha20 × 20. Observa-se que o ḿetodo Difus̃ao
Dinâmica apresenta uma solução menos difusiva na região do choque. A Fig. 6 mostra os
perfis de densidade no pontox = 0.9 para ambas formulações, considerando três malhas
(10 × 10, 16 × 16 e 20 × 20) com respectivos passos de tempo. As soluções obtidas com o
método Difus̃ao Din̂amica representam melhor o choque do queàquelas obtidas pelo ḿetodo
SUPG/CAU, que possui um comportamento mais difusivo.

A depend̂encia do ḿetodo Difus̃ao Din̂amica em relaç̃ao ao par̂ametro∆t é mostrada
na Fig. 7, usando uma malha20 × 20. Note que a soluç̃ao aproximada oscila na região do
choque quando∆t = 10−2. Para∆t = 10−3 ou ∆t = 10−4, o comportamento da solução
é praticamente o mesmo, apresentando apenas uma pequena oscilação na parte inferior do
choque. A melhor soluç̃aoé obtida quando∆t = 10−5.

(a) Difus̃ao Din̂amica (b) SUPG/CAU

Figura 5. Isocurvas de Densidade – malha20× 20 – Choque Oblı́quo Bidimensional.

A Fig. 8 mostra que o resı́duo das duas metodologias avaliadas decaem com o tempo.
Mais uma vez, a magnitude do resı́duo do ḿetodo SUPG/CAÚe maior do que a do ḿetodo
Difusão Din̂amica.

O tempo de processamento e o número de iteraç̃oes dos ḿetodos analisados são
mostrados na Tabela 2. Na resolução dos sistemas lineares, o método Difus̃ao Din̂amica
executou menos de um terço do número de iteraç̃oes GMRES obtido pelo ḿetodo
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Figura 6. Perfis de Densidade – Choque Oblı́quo Bidimensional
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SUPG/CAU. No entanto, o maior esforço computacional do método Difus̃ao Din̂amica
encontra-se na estrutura utilizada para montagem das matrizes, tornando o tempo total de
processamento deste método maior em relação ao tempo obtido pelo SUPG/CAU.

Tabela 2. Desempenho Computacional – malha20× 20 – Choque Oblı́quo Bidimensional.

Método IterGMRES TempoCPU (s)
Montagem das MatrizesSoluç̃ao GMRES Total

SUPG/CAU 30389 1161.509 64.252 1268.125
Difusão Din̂amica 9006 1383.513 29.948 1456.456

4.3. Choque Refletido Bidimensional

Este problema consiste de três regĩoes de escoamento separadas por um choque
obĺıquo e sua reflex̃ao ao longo de uma parede, conforme Fig. 9. O domı́nioΩ =]0, 4.1[×]0, 1[

é particionado em60×20 células com 2 elementos triangulares em cada célula. Condiç̃oes de
contorno de Dirichlet s̃ao prescritas no contorno de entrada e no topo deΩ. Não s̃ao impostas
condiç̃oes de contorno na fronteiraà direita do doḿınio. Na fronteira inferior, a componente
horizontal do campo de velocidadesé prescrita com valor nulo, ou seja,vx = 0. As condiç̃oes
iniciais s̃ao de escoamento livre. Considerando um sistema de unidades compat́ıvel, os dados
na entrada do doḿınio (paredèa esquerda - região1) são

Regĩao 1:





M = 2.9;
ρ = 1.0;
vx = 2.9;
vy = 0.0;
p = 0.714286.

ο

x

y

y=0.25
1

2
3

M=2.9

M=2.378

M=1.942
29ο

23.28

Figura 9. Esquema do Problema - Choque Refletido Bidimensional.

Considerando que a incidência do choque faz um̂angulo de29◦, a soluç̃ao exata nas
regiões 2 e 3 s̃ao dadas por

Regĩao 2:





M = 2.3781;
ρ = 1.7;
vx = 2.61934;
vy = 0.50632;
p = 1.52819

e Regĩao 3:





M = 1.94235;
ρ = 2.68728;
vx = 2.40140;
vy = 0.0;
p = 2.93407.



A Fig. 10 apresenta as isocurvas de densidade, considerandouma malha60 × 20.
Observa-se que a solução obtida pelo ḿetodo Difus̃ao Din̂amicaé mais precisa do quèaquela
obtida pelo ḿetodo SUPG/CAU. A Fig. 11(a) exibe os perfis de densidade para as duas
formulaç̃oes avaliadas, usando uma malha60 × 20 e∆t = 10−3. Podemos observar que as
soluç̃oes obtidas pelo ḿetodo Difus̃ao Din̂amica representam melhor os choques. A Fig.11(b)
mostra a dependência do ḿetodo Difus̃ao Din̂amica em relaç̃ao ao tamanho do passo de tempo
∆t. Quando∆t = 10−2, pequenas oscilações aparecem nas regiões dos choques. Soluções
melhores s̃ao obtidas quando∆t = 10−3 ou∆t = 10−4.

(a) Difus̃ao Din̂amica (b) SUPG/CAU

Figura 10. Isocurvas de Densidade – malha60× 20 – Choque Refletido Bidimensional.
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Figura 11. Perfis de Densidade – Choque Refletido Bidimensional



O comportamento dos resı́duos é mostrado na Figura 12. Podemos observar que
eles decaem com o tempo, diferenciando somente na magnitudedos mesmos. A Tabela 3
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Figura 12. Reśıduo de Densidade – malha60 × 20 e ∆t = 10−3 – Choque Refletido
Bidimensional.

mostra que o ḿetodo SUPG/CAU executou quase quatro vezes mais iterações GMRES, nas
soluç̃oes dos sistemas lineares, do que o método Difus̃ao Din̂amica. Mas devido o custo
computacional necessário na montagem das matrizes, o método Difus̃ao Din̂amica obteve
maior tempo computacional total.

Tabela 3. Desempenho Computacional – malha60× 20 – Choque Refletido Bidimensional.

Método IterGMRES TempoCPU (s)
Montagem das MatrizesSoluç̃ao GMRES Total

SUPG/CAU 34869 3852.336 223.332 4173.264
Difusão Din̂amica 9006 4408.701 91.422 4593.458



5. CONCLUSÕES

Este trabalho apresentou uma implementação do ḿetodo de elementos finitos para
resolver o sistema de equações de Euler compressı́veis utilizando a formulaç̃ao estabilizada
submalha Difus̃ao Din̂amica, considerando que as escalas submalhas sejam transientes. Para
a integraç̃ao no tempo foi utilizado um ḿetodo preditor multicorretor de segunda ordem e
os sistemas lineares resultantes em cada correção foram resolvidos pelo ḿetodo iterativo
GMRES, com um pŕe-condicionador bloco diagonal nodal.

Um conjunto de experimentos, incluindo choques normal, oblı́quo e reflexivo, foi
considerado e as soluções obtidas pelo ḿetodo Difus̃ao Din̂amica com escalas submalhas
transientes foram comparadas com a solução exata e a solução obtida pela formulação
estabilizada SUPG/CAU. O ḿetodo Difus̃ao Din̂amica obteve resultados mais precisos e com
menor ńumero de iteraç̃oes GMRES, comparado com o SUPG/CAU. No entanto, para os
três problemas testados, o tempo total de processamento obtido pelo ḿetodo SUPG/CAU
foi menor, devido ao esforço computacional utilizado na montagem das matrizes do método
Difusão Din̂amica. Foi observado também um comportamento condicionalmente estável do
método Difus̃ao Din̂amica para os choques oblı́quo e reflexivo.
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