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Resumo. O presente trabalho tem como objetivo principal explicitar a matriz de rigidez para
o elemento finito prismatico triangular parabdlico (Wedge-15 / W15), contendo quinze nés
onde se consideram como graus de liberdade somente as translacbes em cada uma das trés
direcOes do espaco. Para facilitar a integracdo analitica, o elemento foi tratado com um
mapeamento isoparamétrico com dominio em coordenadas naturais, cujas funcbes
aproximadoras contém quinze mondmios extraidos do polindbmio algébrico quadratico
completo em x, y e z. Ao longo da deducéo analitica se faz necessario mudar o dominio e os
limites de integracdo através da transformacdo de coordenadas utilizando-se a matriz
Jacobiana. Compete também a este trabalho explicitar as matrizes de forcas nodais
equivalentes para aplicacdo de carregamentos superficiais no elemento. A validacdo da
matriz de rigidez explicita é feita através de exemplos onde sgjam aplicaveis as equactes
provenientes da teoria de Resisténcia dos Materiais, sendo os resultados observados
comparados com os obtidos utilizando-se modelos discretizados com o elemento
desenvolvido, aplicando-se diferentes formas de discretizacéo e carregamento. A obtencdo de
tal matriz permitira a analise estatica ou dindmica de sistemas estruturais em geral, sgja
linear ou n&o-linear, de forma mais eficiente quando comparada com a utilizacdo de matriz
obtida numericamente.
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1. INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos - MEF foi idealizado com os trabalhos de Argyris e
Kelsey (1954, apud RODRIGUES 1997, p.1[5]) e de Turner et al (1956, apud RODRIGUES
1997, p.1 [5]). Com isso os pesquisadores passaram a ter uma ferramenta poderosa que
permite a modelagem numérica dos fenbmenos envolvidos na anadlise estrutura. O MEF
baseia-se na discretizagdo do sistema estrutural, onde seus componentes sdo divididos em
peguenas regides, chamadas de elementos finitos, sendo essas interconectadas entre si por
meio de nés para formar o conjunto estrutural, conforme visto em [6]. O processo de
discretizagdo € a base do conceito MEF garantindo uma melhor convergéncia dos resultados
paraarespostareal do modelo.

Nesse contexto, a utilizacdo de elementos finitos volumétricos permite uma andlise
mais precisa do comportamento de estruturas diversas, como exemplo alvenaria estrutural
conforme visto em [1], desprezado as hipoGteses das teorias simplificadoras que s&o
necessarias para uma discretizacdo com elementos finitos lineares e laminares.

2. ELEMENTO FINITO PRISMATICO TRIANGULAR PARABOLICO

O elemento finito prismético triangular parabdlico de quinze nés, denominado Wedge
15 — W15, ilustrado na Figura 1, apresenta variagdo quadratica de deslocamentos ao longo de
suas arestas, sendo que para cada n0 sdo0 consideradas as trés translacbes como graus de
liberdade.

g

Figural— Elemento fi nitd W15 com quinze nos. Fonte: Pedreiro (2011)

A formulacdo do elemento € feita utilizando-se coordenadas homogéneas, o que torna
a solucdo do problema mais simples, uma vez que os polinbmios aproximadores ficam em
funcdo de coordenadas adimensionais. A definicdo das coordenadas homogéneas para o
dominio triangular do elemento sdo apresentadas na integra no trabaho de PEDREIRO
(2011) [4], aonde se chega arelacdo geral dada pela equacéo (1).

¢ =%<a+mx+ny) @



As fungBes aproximadoras desse elemento contém quinze mondmios extraidos do
polinbmio algébrico cubico completo em X, y e z. Nesse caso, para garantir a continuidade
com os deslocamentos dos elementos adjacentes, a funcdo deslocamento deve variar
parabolicamente ao longo dos lados. Sendo assim, para um sistema de coordenadas
adimensionais, com origem no centro do lado 1-4 do pentaedro, e usando-se a relagdo
encontrada na equacdo (1), pode-se escrever com base na Figura 1 que:

§=8r e 1=¢&3 )

e aplicando-se ao elemento em questdo, pode-se escrever que:
E= (@, +mx+ny) ; n=o(a+mx+ny) e =2 ©)
2A 2A c

As funcdes interpoladoras para os deslocamentos u, v e w, sdo dadas pelas equagtes
(4), (5) e (6), respectivamente, todos extraidos da piramide de Pascal, conforme visto em [2].

U(Em.8)=ap+ané +aon +asd +agd +astl +agfn + o7 + ogn® + ol @
+oa g2+ oq Pl +0nafPL + onsEl P + ongénd
V(EME) = Bo+ BiE+Bon+ Bal + Band + Bsll + Boln + BrE% + Ben® + fol ? ©
+BNE 2+ Bun?E + PioEPL + Biatl P + Puaénd
W(E1,8) = Yo+ N+ Vo +1al +vand +vsEL + veln +y7E% + vgn® + vol 2

(6)
g8+ Pl + 11aE L+ nsll + naénd

Naformamatricial, estas equacdes sdo dadas por:

u=9.a (7)
sendo:
u= {u v w (8)
¢| (O]
=0 ¢ O 9

0 0 ¢



o=(1&n ¢ & &P &P ond? e £ &7 g | (10)

.
a ={ag oq - om3 oy Bo B Pz Bua Yo o 713 N4l (11)

Figura 2 - Valores para as coordenadas nodais — W15. Fonte: Pedreiro (2011)

Particularizando-se para os vaores das coordenadas em cada né na matriz ¢, de
acordo com aFigura 2, tem-se parao N6 1(& = 0;7=0;{ = -1), portanto:

% =[100-10000010000 0] (12)

De maneira andloga os vetores ¢ podem ser montados para todos os nés do elemento,
conforme demonstrado em PEDREI RO~(2011) [4].

Considerando-se conjuntamente os quinze nos do elemento, obtém-se a matriz de
coordenadas nodais do elemento apresentada pela equagéo (13), sendo:

d=A«a (13)

onde d édadapor:
T
d" =[U Vi W . Uiyg Mg W o Uis Vis Wis] (14)
sendo A:

Prnoor Prnooz Prnoos Prnoos Prnoos Prnoos Prnoor Proos

A = (15)

"'?NOO9 ?NOlO ?N()ll ?NOlZ ?NOlS ?NOM ?Nc'ns

Da equacdo (13) obtém-se a matriz ¢, em fungdo da matriz dos deslocamentos d,
como mostra a equacédo (16).



a=A"-d (16)

~ ~ ~

Generalizando-se os deslocamentos em funcdo das coordenadas da estrutura, os
deslocamentos u do elemento finito podem ser expressos em fungdo dos deslocamentos
nodais d, por meio da utilizagdo de fungbes de forma apropriadas, conforme relacéo definida

pela equacdo (17).
u=¢-d (17)

Substituindo-se a equacdo (16) na (7) e comparando-se com a equacdo (17) obtém-se a
matriz das funcdes de forma ¢ para o elemento finito W15 com quinze nos, que é dada pela
equacdo (18).

=g A" (18)

Explicitamente, amatriz ¢ é dada pela equacdo (19).

N, 0 O : N, O 0 No, O O
¢=0 N, O O N, O 0 Ny O (19)
0O 0 N, 0 0 N, 0 0 Ng

As funcdes de forma (N;) sdo apresentadas em um sistema de coordenadas naturais
dadas pelas equactes de (20) a (34).

le_(1—§—n)(1—g;)(2.§+277+g“) 0

c(1-¢)(26-¢~-2)

N, = 5 (21)
stﬂ(l—g)(iﬂ—g—z) (22)
N4:_(1—5—77)(1+i)(2§+277—§') 23)
N5:§(1+§)(2§+§—2) (24)
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1+ ) (29 + ¢ -2)

Ng = 5 (25)
N, = 2¢6(1-& - ) (1-¢) (26)
Ng = 2¢&n (1— g“) (27)

Ng = 27(1- & ~77)(1-¢) (28)
Nyo =26 (1-¢-7)(1+ ) (29)
Ny =26 (l+ 4 ) (30)

Nip =27(1-£-17)(1+¢) (31)
Ny3 = (1-&-n)(1-¢?) (32)

Nyg = &£(1-¢?) (33)

Nys =77(1-¢?) (34)

A matriz de rigidez de um elemento finito qualquer pode ser deduzida pela equacéo (35):

ke = VJ ( B' gg)dve (35)

onde para el ementos solidos tridimensionais com comportamento eléstico linear tem-se:



1-v v v 0 0 0 |

v 1-v v 0 0 0

v v 1-v 0] 0 0
=.__E o o o e 0 )
= (o) (1-2) 2

(1— 21))
O 0 0 0 0
2
O 0 0 o© 0 (l;?»

Como a deducdo do elemento é feita com a utilizacdo de coordenadas naturais, é
necess&io mudar o dominio e os limites de integracdo. Isso € feito através da matriz
Jacobiana J de transformagdo de coordenadas, que relaciona um elemento infinitessimal do
dominio real aum elemento infinitesimal no dominio de coordenadas naturais. A matriz dada
pela equacdo (37) num mapeamento isoparamétrico € chamada de matriz Jacobiana e seu
determinante é chamado de Jacobiano, conforme visto em [3].

ON® . ON® _ ON°® ]
X X
Cl4 an o¢
aNEYe ON® aNeye
Gl on o¢
ON® . ON°® . ON°®
Z Z
bl on a¢

1
[l

(37)

Assim aintegral para obtencdo da matriz de rigidez explicita do elemento apresentado
para o dominio de coordenadas naturais fica definida por:

11-£1

ks=[, f(xy.z)av =[ [ | (Bj Eg)det(a)dgdndg (39)
- -100
sendo:
B=L.¢ (39)

onde ¢ € a matriz explicitada em (19) e L € a matriz de operadores de derivacéo dada pela
equacao (40).



olox O 0 od/dy dloz O
L'=| 0 od/dy O 9d/ox O dloz (40)
0 O od/dz O d/ox dlady
Fazendo-se as devidas substitui¢des em (39), resulta a equagao (41).
Ny oM g o | o [Ms o o
X oX oX oX
0 % 0 0 a& 0 0 ﬂ 0 0 % 0
ay ay oy ay
0 0 % 0 O % 0 0 % 0 0 —85115
Y4 y4 z z
Pl AN, [N, N, [TaN aN o [Tlan ang (41)
dy ox ady  ox ady  ox ay oX
Ny o NN, o ON,| [ON o N [N o 9N
0z oX | 0z oX 0z oX 0z 0X
o N Ny o 9N, ON, oN, N, ON;  ON,
0z dy Jz dy 0z oy 0z ay
L N, N, N, i—3.14 Nis

Como as fungdes de forma do elemento dadas em termos das coordenadas &,7e ¢, 0
problema na montagem da matriz B é que esta contém derivadas das fungdes de forma com
as respectivas coordenadas X, y e z. Para obter as derivadas com relagdo a x, y e z na
linhagem da matriz, a regra da cadeia da diferenciagdo parcial deve ser utilizada, sendo
expressa naforma matricial pela equacéo (42):

resultando em:

_aNi_ _aNI %_I_BNI Q+BNI E_
Fa oXx 9 9y oF 0z 9F
oN, | | ON; %+aNi ﬂJraNi oz
on oX 0n 9y on 09z on
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onde J é a matriz Jacobiana de transformacéo de coordenadas dada num mapeamento
isoparamétrico pela equacao (37).

No procedimento para obtencdo da matriz Jacobiana foram montadas duas matrizes,
uma denominada matriz D que contém a primeira derivada das fungbes de forma do
elemento, dadas em termos das coordenadas &£,7 e ¢, e umamatriz t com as coordenadas

nodais expressas em x, y e z, conforme mostrado pela equagéo (44).

% N, ON,, 8N15_ X Y1 4

9§ 9 0§  9¢ X, Y, Z
| N N, N, N, t=| 11 "
B on 07 a7 an Xa Y s

N, 0N,  ON, ON, . y. 7.

| 0§ d¢ of  d¢ | i )

Com base na geometria do elemento, as posicdesem x ey paraosnésle4,2e5,3e
6, 7 €10, 8 e 11, 9 e 12 sdo coincidentes tendo variagdo somente na diregdo z, e os nés 13, 14
e 15 podem ser obtidos em funcdo dos vértices extremos aos lados em que eles estéo
inseridos, sendo que a variagdo para esses nos se da somente na direcéo de z.

Com as consideracOes feitas e sabendo-se que a variagdo do sistema de coordenadas
no eixo z do elemento é definida de -1 até 1, sendo que o valor da altura do elemento foi
estabel ecido como 2c, portanto pode-se redefinir amatriz t* conforme equagao (45):

I ><1><2><3><2>9><3>qx2><3x2><1><3
X% %X %% 2 2 22 22 22 22 lexzx3

7 = ﬁﬁﬁ Yoh Ysh Yo% YN ¥

U=l Y. Ya Y. ¥s 22 22+22+22 2 T N s (45)
-c-c-cccc - —C (s c C 00O

Os termos que compdem a matriz N com a primeira derivada das funcdes de forma
do elemento, dadas em termos das coordenadas Enel, as equagdes 46 a 48 apresentam
essas derivadas para 0 n6 1, sendo que as derivadas para os demais nds podem ser
encontradas em PEDREIRO (2011) [4].



-2t -2 a5 (46)
N, K
o B2 -2y -2 (47)
oN 2 2 1
a_{l:%%;—/; ~2fn L&'~ {n- (48)

Realizando-se as multiplicagcbes matriciais e fazendo-se a transposicdo da matriz
obtida, obtém-se a matriz Jacobiana de transformacéo de coordenadas, dada por:

=% X—% 0
:] =[Y.=¥% Y:=% O (49)
0 0 c
sendo o seu determinante:
Det J =—CxY; —CX Y, + C%,Y; +CY, % +CX Y, —CX;Y, = 2Areac (50)

onde:
Area € a &rea de a superficie triangular do elemento finito e ¢ € a metade de sua altura, sendo
ainversa da equacdo (49) dada pela equacéo (51).

m, m,
2Area 2Area

J—l — n2 n3
~ 2Area 2Area

0 0

(51)

Ol O

Realizando-se a multiplicacéo matricial dada pela equacéo (43), obtém-se as derivadas
em funcéo de x, y e z que compdem B, sendo apresentadas para N1 conforme equagdes 52 a
54, sendo que as demai s derivadas podem ser encontradas em PEDREIRO (2011) [4].

ON, _ (4-a-3+4LE+40n+ (7 +2)(m, +m) (52)

oX 4Area




N, (-4E-4n-3+4LE+45n+7 +2)(n, +1y)
- (53)
oy 4Area

aN, _ (-3¢-3n-20+28 +aén+ 208 + 27" +2{n +1) o

0z 2c

Conhecendo-se os coeficientes da matriz B é possivel obter a matriz de rigidez do
elemento finito W15, com base na equagéo (38).

K Ko o K Kigg
e Koo o Kopr Ko
K= -2.Areac- L ; 55
ST ) (1-2) | &9
sm Kz Kizas
i Kir  Kisis )

O coeficiente K, interno amatriz (55) é apresentado pela equacao (56), sendo que 0s
demais termos da matriz de rigidez podem ser encontrados em PEDREIRO (2011) [4],
conforme Anexo .

—Area’ + 2.Area’v — 4c’m,? + 4c’m’v — 8c’mm,
Kip = —% Wioaz +8c’m,my —4c’m,” + 4c’m,’v — 2¢°n,” + 4¢°n,’v (56)
—4c®n,n, +8c’n,ny — 2¢n,” + 4c°n’v

3. CARREGAMENTO NODAL EQUIVALENTE —FORCAS SUPERFICIAIS

Para expressar a distribuicdo de uma forca uniformemente distribuida aplicada na
superficie triangular do elemento finito W15 e obter o vetor de forcas nodais equivalentes,
define-se:

fe= J NdeSeE)se (57)
S

onde

N s40 as funcdes de forma do elemento em termos de x, y e z;

S _¢a superficie do elemento;

P, - € o vetor de forca superficial.



Considera-se inicidmente uma for¢a uniformemente distribuida na superficie
triangular do elemento, conforme Figura 3, apresentando valor da coordenada adimensional
nadirecdo { =1.

I}’
A 6
12
4 11 .
10 N P
15
9 |
S

-

1\\
7

2

Figura 3 — Superficie a ser carregada

Como as fungbes de forma sdo obtidas em funcdo de coordenadas adimensionais, faz-
se necessario atribuir uma transformacéo do sistema de coordenadas para célculo do vetor de
forcas equivalentes, portanto a expressdo para calculo do vetor de forgas fica naforma:

_ T
fL= jf j:Ne P, Jaxbdd|dr (58)
onde:

N, - s80 as fungBes de forma do elemento em termosde &, e ¢ ;
a— é aprimeira coluna da matriz Jacobiana;
b — € a segunda coluna na matriz Jacobiana.

Considerando-se um carregamento na superficie triangular superior do elemento,

conforme mostrado na Figura 4 (@), sabendo-se que para essa superficie (=1, a forca
distribuida na superficie do elemento é dada por:

F=—t (59)

O vetor das forcas nodais equivalentes para a situagéo apresentada na Figura 4 (@)
pode ser dado pela equacdo (60), ficando distribuido como na Figura4 (b).



T

Fny (60)

00000-4/300-4/300-4¥/3000000000000---
000002300230023000000000 4

@ (b)

Figura4: Carregamento distribuido na superficie (a) e forgcas nodais equival entes (b)

4. ANALISE NUMERICA COMPARATIVA

Com o intuito de validar a matriz de rigidez para o elemento finito W15, alguns
exemplos sdo elaborados para efeito comparativo com as equagdes cléssicas da teoria da
Resisténcia dos Materiais. Para todos os exemplos processados sdo adotados os valores
expressos nas equacdes (61) para as caracteristicas fisicas dos materiais aplicadas aos
elementos, ou sgja, modulo de elasticidade longitudinal (E) e coeficiente de Poisson (v).
Porém para efeito de comparacéo € necess&rio considerar o valor do coeficiente de Poisson
(v) como sendo nulo, uma vez que a teoria da Resisténcia dos Materiais também assim o
considera.

E = 20000,00 kN/cm? e v = 0,00 (61)

4.1. Vigacom oito elementos W15 eforca axial

O primeiro exemplo trata de uma viga engastada em uma extremidade e com as forgas
de superficie distribuidas nos nés da extremidade livre conforme vetor de forcas equivalentes,
discretizada com o elemento W15.



Para testar a eficiéncia do elemento finito W15 com carregamento para esforco
normal, foi escolhida aleatoriamente uma forca axial de 12 kN aplicada na extremidade livre e
distribuida nos nos da estrutura de acordo com a contribui¢do de cada nd, conforme Figura 4.

Figura 4 - Discretizagéo da viga com carregamento axial (KN) em z e 8 elementos W15.
Fonte: Pedreiro (2011) [4]

Utilizando-se a teoria da Resisténcia dos Materiais, 0 deslocamento da extremidade
livre de uma barra engastada, submetida a um esforgo axial é calculado conforme a equacéao
(62):

AN 12200

- - =" _0,0003cm (62)
EA  20000.400

onde:

N — Esforco normal atuante na barra;

| — Comprimento da barra;

E —Md&dulo de elasticidade do material;
A — Area da secZo transversal da barra.

A Figura 5 mostra o resultado final dos deslocamentos (cm), na direcdo z da
extremidade livre, obtido pelo cddigo computacional apds a execucdo do exemplo.



5 Deslocamentos - *
-] | O

M # ' £

36 0 1] 0.00M5
ax 0 1] 0

a8 0 1] 0.0003
a3 0 1] 0

40 0 1] 0

4 0 1] 0.0003
42 0 1] 0.0003
43 0 1] 0.0005
44 0 1] 0

45 0 1] 0.0003
46 0 1] 0

47 0 1] 0

42 0 1] 0.0003
43 0 1] 0.0003
&0 0 o 000015
51 0 1] 0

52 0 1] 0.0003
53 0 1] 0

54 0 1] 0

55 0 1] 0.0003
56 0 1] 0.0003
57 0 1] 00005
58 0 1] 0

53 0 o 0.0003

Figura 5 — Resultados dos deslocamentos nodais (cm) para discretizagdo com 8 elementos
W15 e carregamento axial. Fonte: Pedreiro (2011) [4]

Pode-se observar que os deslocamentos dos nos da extremidade livre, na diregdo z,
apos a aplicacdo do carregamento, sdo iguais a 0,003 cm, que corresponde exatamente ao
resultado apresentado na equacéo (62).

4.2. Vigacom oito elementos W15 e for¢a perpendicular ao eixo

Neste segundo exemplo foi testada a eficiéncia do elemento W15 submetido a flex&o,
com carregamento perpendicular ao eixo com magnitude de 12 kN, escolhido aleatoriamente,
distribuido de acordo com a contribuicdo de cada n6 da estrutura, aplicado na extremidade
livre, conforme Figura 6.



-

Figura 6 — Discretizac8o da viga com carregamento perpendicular ao eixo (KN) e 8 elementos
W15. Fonte: Pedreiro (2011) [4]

De acordo com ateoria da Resisténcia dos Materiais, 0 deslocamento maximo de uma
viga engastada, submetida a carregamento perpendicular a0 seu eixo e aplicado na
extremidade livre, € calculado conforme a equacdo (63):

y_ P’ _ 12200
3El  3.20000.13333,33

=-0,12cm (63)

onde:

p — Esforco perpendicular ao eixo atuante na barra;
| — Comprimento da barra;

E — Maodulo de elasticidade do material;

| — Momento de Inércia da se¢cdo transversal.

A Figura 7 mostra o resultado final dos deslocamentos (cm), na direcéo y, dos nés na
extremidade livre obtidos pelo codigo computacional apds a execugdo do exemplo.



Deslocamentos =100 x

M # T z
36 1] -0.02418 000471
ar 1] a0 o
a4 1] -0.03342 000302
39 1] a o
a1 1] a o
41 1] -0.09341 0.0045
42 1] -0.09342 0.003m
43 1] 002418 000471
44 1] a o
45 1] -0,09341 0.009
46 1] a g
47 1] a g
43 1] -0.09342 0.003m
43 1] -0.03341 000443
0 1] 002418 000471
A1 1] a o
52 1] -0.09341 1]
53 1] a0 o
54 1] a o
55 1] -0.03341 0
56 1] -0,09341 0004419
57 1] 002418 1]
53 1] a g
59 1] -0.09341 -0.004438

Figura 7 — Resultados dos deslocamentos nodais (cm) para discretizagdo com 8 elementos
W15 e carregamento (KN) perpendicular ao eixo. Fonte: Pedreiro (2011) [4]

Pode-se observar que os deslocamentos dos nos da extremidade livre, na direcéo vy,
apos a aplicacdo do carregamento, sdo aproximadamente iguais a -0,09341 cm. Conclui-se
gue adiscretizacdo foi razoavel mente suficiente para o tipo de esforco aplicado.

4.3 Vigacom dezesseis elementos W15 e for ca per pendicular ao eixo
Com o intuito de melhorar os resultados, optou-se entdo por realizar uma discretizagéo

maior na direcdo do eixo longitudina da estrutura (eixo z). A Figura 8 mostra a viga
discretizada com duas camadas, utilizando oito elementos W15 por camada.



Figura 8 — Discretizag&o da viga com carregamento perpendicular ao eixo (KN) e 16
elementos W15. Fonte: Pedreiro (2011) [4]

A Figura 9 mostra o resultado final dos deslocamentos (cm), na direcéo y, na
extremidade livre obtidos pelo codigo apds a execucdo do exemplo com 2 camadas de 8
elementos W15.

Fpescamentos R TEY
Mo % ¥ z B
70 1] 011535 0,008
71 0 011535 -0,00448
72 0 007244 -0,00804
73 1] 011535 0
74 1] 011535 0
i) 1] 011535 -0.00448
VB 1] -0.07244 0
I 1] 011535 0.009
7a 1] 011535 0,00449
79 1] 011535 0,00449
a0 1] -0.07244 0,00805
al 0 011535 0.00902
32 1] 011635 0,0045
a3 1] 011535 0,00907
a4 1] -0.07244 0,00204
a5 1] 011535 0,009
36 1] 011535 0,00901
a7 1] 011535 0,00449
a8 1] -0.07244 0,00805
89 1] 011535 0
a0 0 0115835 i
91 1] 011635 0,00443
92 1] -0.07244 0
93 1] 011535 -0.00448 =

Figura 9 - Resultados dos deslocamentos nodais (cm) para discretizagdo com 16 elementos
W15 e carregamento (KN) perpendicular ao eixo. Fonte: Pedreiro (2011) [4]



Pode-se observar que os deslocamentos dos nés da extremidade livre, na direcéo vy,
apos a aplicacdo do carregamento, sdo iguais a -0,11535 cm. Com discretizacdo os
resultados mostraram-se muito satisfatorios, uma vez que convergem para a resposta obtida
pela equacéo (63).

5. CONCLUSAO

O trabalho apresentou a deducdo da matriz de rigidez explicita do elemento finito
W15, bem como a deducéo do vetor de forcas nodais equivalentes explicito para esforcos
uniformemente distribuidos e aplicados na superficie triangular. Os exemplos simulados
numericamente e submetidos a forgas axiais, com modelo discretizado pelo elemento
proposto, apresentaram resultados idénticos quando comparados com 0s deslocamentos
obtidos pela teoria classica de Resisténcia dos Materiais. Ja os exemplos simulados
numericamente e submetidos a esforcos perpendiculares a0 eixo da viga apresentaram
resultados muito bons, pois somente com a discretizagdo de um elemento na diregdo do eixo
da viga os valores obtidos foram bem razodveis. Na continuidade, com a discretizacdo de dois
elementos na direcdo do eixo da viga os valores obtidos foram excelentes, apresentando
excelente convergéncia. Com base no exposto, pode-se validar a matriz de rigidez explicita
obtida e o vetor de forgas nodais equivaentes com base nas comparagoes efetuadas com as
equacles cléssicas da teoria de Resisténcia dos Materiais, podendo-se utilizar o elemento
W15 explicito na discretizacdo dos mais diversos model os.
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