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PREFACIO

Este livro pretende estudar a estatica, estabilidade e dindmica de estrutu-
ras civis, mecanicas, navais, de petroleo, eolicas e aeroespaciais do tipo folhas,
isto ¢, so6lidos de pequena espessura em relacao as outras duas dimensdes, tais
como chapas, placas e cascas, de comportamento linear. A intengdo ¢ abordar
as bases teoricas e os processos numéricos de solu¢do, em particular o Método
dos Elementos Finitos e 0 Método das Diferencas Finitas, e suas implementacoes
computacionais.

Chapas, placas e cascas estdo presentes em varias areas de aplicacdao na
engenharia estrutural. Na Engenharia Civil tem-se as lajes de concreto armado
e protendido, as chapas e cascas das estruturas metalicas, as coberturas em cu-
pulas etc. Nas engenharias mecanica, naval e aeroespacial, veiculos terrestres,
navios, aeronaves € espagonaves sao, em sua maior parte, constituidos de chapas,
placas e cascas metalicas, devido a leveza e resisténcia que deles se espera. Na
engenharia de petrdleo, dutos, raisers, reservatorios € outros equipamentos sao
estruturas dessa familia.

Este livro é pensado ndo s6 como um possivel texto basico para um curso a
nivel de graduagdo ou pds-graduagao, conforme a énfase, mas também como um
manual para o engenheiro estrutural praticante.
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O texto se restringe a abordar modelos de comportamento linear, material e
geométrico, deixando os problemas nao lineares para um estudo mais aprofunda-
do, mais indicado para programas adiantados de pds-graduacdo. Mesmo assim,
o problema essencialmente ndo linear importante da estabilidade de estruturas
muito esbeltas, como sdo as folhas, é tratado. Por um viés de formagao do autor,
também as bases da dinamica, isto €, vibragdes, desse tipo de estruturas, sao
apresentadas.

Agradecimentos pela ajuda de meus alunos Santiago, Adson, Omar e Sara.

O autor faz aqui uma homenagem ao maior professor de engenharia estru-
tural da histdria, Stephen P. Timoshenko, por tras de tudo que esta neste livro.

Valeu!

Reyolando Brasil
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INTRODUCAO E SIMBOLOGIA

1. INTRODUCAO

Na nomenclatura da Engenharia de Estruturas usualmente aceita no
Brasil, pegas estruturais com uma dimensao, a espessura e, muito menor que
as outras duas, sdo classificadas em conjunto como folhas. Se dividem em
folhas planas e ndo planas. No primeiro grupo tem-se as chapas, quando os
carregamentos estao contidos no plano da folha, gerando apenas esforgos de
tracdo, compressao ou tangenciais (cisalhamento), e as placas quando o carre-
gamento ¢ perpendicular ao plano da folha, gerando esfor¢os de flexao, além
dos tangenciais (cisalhamento). As pegas ndo planas e as carregadas de outra
forma, sdo em geral classificadas como cascas.

E 6bvio que em qualquer caso se trata de pegas tridimensionais. Mas o
fato de terem pequena espessura relativa permite adoc¢do de teorias estruturais
simplificadas ad hoc, as teorias de chapas, placas e cascas, que serdo abordadas
neste livro.

As aplicagdes na pratica da Engenharia sdo inimeras. Seguem-se alguns
exemplos nas varias especialidades.
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Na Engenharia Civil, tem-se as chapas de unido das pecas em estruturas
metélicas, as lajes de concreto armado e protendido, que sdo placas, as assim
chamadas estruturas espaciais, como as cupulas de templos religiosos construi-
dos desde os romanos, com seu Pantedo, até os dias de hoje, passando pelas gran-
des estruturas medievais ¢ do Renascimento, como as do Vaticano, em Roma ¢
da Hagia Sofia, em Istambul.

Na Engenharia Mecanica e Naval, tem-se os vasos de pressdo, os reservato-
rios de fluidos, as estruturas autoportantes de veiculos terrestres e navais, todos
exemplos de cascas.

Neste livro, uma énfase maior serd dada as Estruturas Aeroespaciais, nas
quais o autor, Engenheiro Civil de formacao, hoje atua. Essa especialidade ¢ um
subconjunto da Engenharia Mecanica que trata das aeronaves e veiculos espaciais
e seus equipamentos. Esses objetos t€ém que necessariamente ser muito leves, por
varias razdes obvias que aqui ndo se repetem. Mas tem que manter formas que
permitam espago interno para uso de suas cargas uteis e, no caso das aeronaves,
provenham as formas aerodinadmicas necessarias a sua sustentagao e controle.

Inspira-se, aqui, na natureza, que em muitos casos se vale dos exoesqueletos,
como nos crustaceos e insetos. A7 a estrutura ¢ a propria periferia externa do ser
vivo. A mesma solu¢do ¢ adotada na Engenharia Aeroespacial, em que as super-
ficies externas dos veiculos sdo parte de suas estruturas, em geral de muito peque-
na espessura. Como exemplo, apresentam-se as fotos das Figuras 1 a 5, obtidas
em site gratuito da Internet, o https:/picryl.com/, isentas de direitos autorais.

Figura 1: partes de espagonaves da NASA
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Figura 3: espagonave em manutengdo em Orbita

13
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Figura 5: montagem de superficie de controle de aeronave
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2. SIMBOLOGIA DA TEORIA DA ELASTICIDADE

Neste trabalho, adota-se a simbologia introduzida por Timoshenko para a
Teoria da Elasticidade Linear, um subconjunto da Mecanica dos Continuos.

Considera-se um solido referenciado a um sistema cartesiano de coordena-
das ortogonais levogiro xyz.

O corpo em questdo esta solicitado por agdes (carregamentos) aplicadas a
sua superficie externa X,7, Z",(%)e agoes a distancia aplicadas sobre sua massa
(tal como a gravidade)x,y,z, (%)

m

2.1 Tensoes

Devido as acdes externas aplicadas sobre o corpo em questdo, um elemen-
to extraido de seu interior tera suas faces sob efeito de uma intensidade de forga
. , . ~ N . .
por unidade de 4rea denominada tensdo (pa = W)’ um vetor com intensidade,
direcdo e sentido.

Considerando-se esse elemento um cubo de faces normais aos eixos coorde-
nados, o vetor tensdo em uma delas pode ser decomposto nas 3 dire¢des do espaco.

Pode-se ter, assim, componentes normais as faces, designadas como tensdes
normais, simbolizadas pela letra grega minuscula o (sigma), com um subscrito
indicando a diregéo do respectivo eixo, o, o,, 0,. Essas componentes serdo po-
sitivas se seus sentidos concordarem com o sentido dos eixos coordenados em
uma face de normal positiva. Caso contrario serao negativas. Obviamente, serao
também positivas se seus sentidos discordarem do sentido dos eixos coordenados
em uma face de normal negativa e negativas caso contrario. Nessa convengao de
sinais, tensdes de tracdo resultam positivas e de compressao negativas.

Também se pode ter componentes tangenciais as faces, designadas por ten-
sOes tangenciais, ou de cisalhamento, simbolizadas pela letra grega mintscula
7 (tau), com dois subscritos, o primeiro indicando o eixo normal aquela super-
ficie e o segundo a dire¢do do eixo a que ¢ paralela, Ty Ty T Novamente,
essas componentes de tensdo serdo positivas se seus sentidos concordarem com
o dos eixos coordenados em uma face de normal positiva. Caso contrario serdo
negativas. Obviamente, serdo também positivas se seus sentidos discordarem
do sentido dos eixos coordenados em uma face de normal negativa e negativas
caso contrario. Nessa convengao, o vetor momento das forgas devidas a tensoes
tangenciais positivas (multiplicadas pela area a que estdo aplicadas) com relagao

aos eixos coordenados tem sentido positivo.

15
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E importante ter consciéncia de que essas tensoes sdo fungoes das
coordenadas x, y e z e do tempo ¢, ou seja, seu valor, no caso geral, varia ponto a
ponto e instante a instante.

2.2 Deslocamentos e deformacoes

Devido as a¢des atuantes sobre o corpo, um ponto genérico em seu interior,
designado por , pode se deslocar nas trés dire¢des do espaco. As fungdes que for-
necem esses deslocamentos sdo, respectivamente, u(x,y,zt), v(xy,zt) € w(x,y,z,t).

Entretanto, o interesse na Engenharia ¢ nas mudangas de dimensoes e de
formas que o corpo sofre, denominadas deformacdes, e ndo nos deslocamentos
em si. Para se medir essas deformagoes, ¢ necessario determinar as variagdes
dos deslocamentos de pontos infinitesimalmente proximos.

A razao entre uma distancia infinitesimal na dire¢cao de um dos eixos coor-
denados mudou e seu comprimento original ¢ designado pela letra grega minus-
cula (épsilon), com um subscrito definindo sua diregdo, ¢, €, €.. E positiva se
expressar um aumento de comprimento e negativa uma diminui¢do.

A variagdo do angulo reto originalmente existente entre duas diregdes pa-
ralelas aos eixos coordenados ¢ designada pela letra grega mindscula y (gama),
com dois subscritos indicando essas duas dire¢des, ¥, ., %.-

3.COORDENADAS POLARES E SOLIDOS AXISSIMETRICOS

Em alguns modelos matematicos de solidos, condigdes de simetria geomé-
trica e/ou de carregamentos com relacdo a um polo ou um eixo podem ser mais
facilmente tratadas por um sistema de referéncia diferente das ja mencionadas
coordenadas cartesianas ortogonais.

No caso de alguns modelos de chapas, tais como discos, coroas € cunhas,
coordenadas polares podem ser mais convenientes, ou seja, o raio » com relacao a
um polo e um angulo . Nesses casos, as expressoes para tensoes, deslocamentos
e deformacdes podem ser referenciadas a essas coordenadas e serdo identificadas
na se¢do correspondente.

No caso de alguns modelos de cascas, tais como vasos de pressdo (fusela-
gens) e tubos, resultantes de rotagdo de linhas ou areas em torno de um eixo, com
carregamentos simétricos em relagdo a esse eixo, temos o caso de sélidos axis-
simétricos. Neles, um ganho consideravel de simplicidade na modelagem mate-
matica ¢ conseguido pelo uso de coordenadas tais como o raio 6 com relacao ao
eixo de simetria, um angulo , e uma coordenada z longitudinal. Nesses casos, as

16
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expressoes para tensoes, deslocamentos e deformacdes podem ser referenciadas
a essas coordenadas e serdo identificadas na se¢do correspondente.

4. SIMBOLOGIA DE VETORES E MATRIZES

Em geral, neste texto, matrizes sdo representadas por letras mailisculas
entre colchetes e vetores por letras mintsculas entre chaves.

A letra T sobrescrita a direita de uma matriz indica sua transposta, isto
¢, permutacdo de linhas por colunas. Um expoente -1 a direita de uma matriz
indica sua inversa.

17






PARTE 1: CHAPAS

1. GENERALIDADES

Chapas s3o pecas estruturais em que uma dimensdo, a espessura e, ¢
muito menor que as outras duas, sdo planas, e os carregamentos sdo suposta-
mente contidos nesse plano. E o caso, por exemplo, dos painéis de fechamento
de fuselagens de aeronaves, em que as pressdes internas ou externas podem
ser negligenciadas por serem de uma ordem de grandeza muito menor que as
tensoes que se desenvolvem em seu proprio plano.

Aqui serdo analisadas solugdes para problemas bidimensionais de elastici-
dade linear, apenas. Consideram-se chapas infinitesimalmente finas contidas em
um plano xy, com as forcas externas aplicadas também contidas nesse plano. Isso
implica que as inicas componentes de tensdo de interesse sdo o, (X, ), o, (x, ),
T, (x, y). Este é o chamado estado plano de tensoes, EPT.
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2. TEORIA DA ELASTICIDADE EM 2D

2.1 Tensoes (intensidade de for¢a por unidade de area)

Toy

Tyz -

T
o Y o +aold.z
o, | “ oz
< > >
ot
Toy + a::"da;
Tye + ——d
90 l o
o, + —=dy
v T 3y
Figura 1.1

Pode-se derivar a equacao de equilibrio em 2D de maneira simples, so-
mando as forcas resultantes do produto das tensdes (em Pa = %) pelas areas em
que atuam em um pequeno elemento de chapa dx x dy e pequena espessura e,
representado na Fig. 1.1. Na direc¢do x as forcas resultantes das tensdes normais,
representadas pela letra grega mintscula , e tangenciais (de cisalhamento), re-
presentadas pela letra grega mintiscula 7, devem se equilibrar, considerando-se,
ainda, a presen¢a de for¢as de massa X (em lz) e a forca de inércia dada pelo
produto da densidade do material p (%) pela 7erllceleraga?lo ii, em que u ¢ a funcao
deslocamento de um ponto da chapa na direcao x e pontos superpostos indicam
derivacdes sucessivas no tempo.

an aTxy .
("" o P 0x> dy + (’xy + 5y Y~ Ty |+ Xdxdy = piidxdy (1)

o . N -
Na dire¢do y, considerando-se for¢as de massa ¥ (em —;) e aceleragdo v, em
m

que v ¢ a fungdo deslocamento de um ponto da chapa na direcao y, tem-se

do ot
(ay + a—;dy - ay> dx + <Txy + a—;ydx - Txy) dy + Ydxdy = pvdxdy (1.2)

20
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No limite, para os lados da pequena area tendendo a zero, tem-se o sistema

de equacgodes diferenciais de equilibrio

00, 0Ty
00y X = pii
d0x dy + pu
0o, 0Ty
9% %%y v — i
dy 0x * pY
Tey = Tyx

(13)

Derivando a 1* equacdo em x ¢ a 2* em y e somando, para aceleragdes

despreziveis, tem-se

020, N 0%0, N a_x+a_y _ 02Ty,
dx?  dy? o0x 0y d0xdy
2.2 Deformacgoes
Qu
dx | ut (')‘xdx |
A X
—— - —_—
‘i P’ o v+%dx
—
dy |
|
|
4 B |
v+-@dz | LB’
yl!—l>| u+%dy
Figura 1.2

(1.4)

O efeito das tensdes sobre um corpo deformavel ¢ mudar sua forma. Essa
mudanga ¢ descrita em termos do vetor deslocamento, cujas componentes sao
u e v, de um ponto P, i.e., o ponto P move-se de sua posi¢do original para essa
nova posicao P’. A pergunta que se coloca ¢é: para onde se deslocam os pontos

21
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adjacentes A e B da Fig. 1.2? O deslocamento de A na dire¢do x ¢ y, e de B, nessas
2 dire¢des, sdo, respectivamente,
du dv Ju

dx, v+ —dx, u+

U dx d0x dy

av
_ 1.5
dy, v+ Oydy (1.5)

E também ha interesse na deformacao longitudinal definido por

I (1.6)
o ox

um numero puro, sem unidades. Na outra direcdo tem-se

_617

- (1.7)
Ey ay

Mais ainda, as tensdes aplicadas podem distorcer o corpo de outras
formas, também. Em particular, diregdes no corpo que estavam a 90° entre si
antes da aplicacao das tensdes de cisalhamento ndo mais formarao esse mesmo
angulo. Considerem-se os pontos 4 e B que ficam ao longo das dire¢des x e y
a partir de P, inicialmente em angulo reto, pode-se mostrar (vide Fig. 1.2) que
esse angulo decresce pelo valor

dv 0
v _ ou (1.8)
dx Jdy

Este resultado € a distor¢do. Dessa forma, em problemas 2D, tem-se 3 com-
ponentes de deformagao:

ou v v Jdu
gxza’gyz—’yxy=§+@ (19)

dy
Diferenciando essas equagdes, a primeira delas duas vezes com respeito a
¥, a segunda duas vezes com relacdo a x, e a terceira uma vez com relacdo a x e
uma vez com relacdo a y, e combinando, obtém-se

0%, N 0%, _ 02Ty, (1.10)
dy? = 0x? 0dyox

A chamada equagdo de compatibilidade.

22
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2.3 Lei de Hooke

A Eq. (1.10) d4 uma outra equagdo para ser resolvida, mas para isso €
necessario reescrever a equacao de compatibilidade em termos de tensdes. A
relagdo entre essas grandezas ¢ uma propriedade do material. Adota-se, aqui,
uma relagao linear, a lei de Hooke. Para o estado plano de tensoes, ela pode ser
escrita como

1
& =% [y — voy|
(1.11)

em que,

C=3a+0)

No caso do EPT, substituindo a lei de Hooke (1.11) na equagao de compati-
bilidade (1.10) encontra-se
02 d

2
a—yz(ax — vay) + ?(ay - vcrx) =2(14+v)

0

2t
aid (1.12)
dxdy

Impondo-se o equilibrio, eliminando o lado direito das Egs. (1.12) usando a
Eq.(1.4) obtém-se, para o EPT

92 02 0X oY
(W+a_y2> (0x+0y) = (1 +v) (a+@> (113)

Se as forcas de massa derivarem de um potencial ,

x= ¥ Y (1.14)

tém-se, para EPT, a equac¢do diferencial que governa o problema

V(oy +0y,) = (1 +v)V?V (1.15)
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2.4 Condicoes de contorno

Em (1.15) foi obtida a equacdo diferencial que governa o modelo matemati-
co de chapas de comportamento linear, tudo em termos de tensoes.

A solugao dessa equacao depende das forcas aplicadas no corpo em ques-
tao, i.e., as condigoes de contorno. As componentes de tensdao na superficie do
corpo devem estar em equilibrio com as forgas externas impostas.

Figura 1.3

Considere-se as forcas aplicadas no pequeno triangulo da Fig. 1.3. A hipo-
tenusa desse tridngulo corresponde a projecao de uma area infinitesimal dA de
normal 7, recortada da superficie de contorno do corpo. Seja o 0 Angulo entre a
normal dA e a diregdo x. O equilibrio de for¢as na diregdo x ¢é:

oxdAcosa + Ty dAsina = F, (1.16)

onde F, ¢ a componente da forga imposta nessa dire¢do. Dividindo tudo por dA
e chamando de Xa for¢a por unidade de area nessa dire¢do, tem-se

X =0xcosa+ 1y, sina (1.17)

Pelo mesmo raciocinio, na dire¢do y

Y =0,sina + 1y, cosa (1.18)

Na notacao de Timoshenko os cossenos diretores sao

l=cosa (1.19)
m=sina
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3. FUNCAO DE TENSAO DE AIRY

Resolver 3 equacgdes diferenciais parciais torna-se, as vezes, inviavel. Fica
mais facil se for introduzida uma nova fun¢do ¢, chamada funcdo de tensdo (ou
fungdo de Airy, astronomo e matematico inglés do século XIX) satisfazendo as
equagdes de equilibrio. Desconsiderando as for¢as de massa, define-se

@
O, = F + X,
Y (1.20)
0%¢p
O'y = W + Y,
__0%%
Yoy = dxdy

Substituindo-se (1.20) em (1.14) obtém-se, para EPT

0% o*e  0%p 02X 0%Y
__ oA o7t 1.21)
dx* 2 d0x?0dy? * oy* d+v) <6x2 + (’)y2>

Introduzindo o operador laplaciano,
92 02

2 — 4
V= +6y2

e admitindo-se for¢as de massa nulas, chega-se a

V2729 =0 (1.22)

assim, as fun¢des biharmonicas se prestam a essa solugao. Para chapas modela-
das como longas fitas retangulares, verifica-se, por simples substitui¢ao, que o
polindmio de 2° grau a seguir € uma solugao:

a C
02 = 72962 + byxy + 323/2

As componentes de tensao sao

O'x = Cz,
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assim, essa ¢ a solucdo para uma longa fita sob tensdes uniformes. Por
outro lado, devem ser obedecidas as condi¢des de contorno, que no caso seriam
tracdo uniforme ou cisalhamento uniforme. Pode-se reverter o processo come-
cando de um valor de tensdo dado. Por exemplo, se a fita retangular esta sob
uma tragdo uniforme de 4 N/m? na dire¢do x em uma extremidade e o mesmo
valor na dire¢cdo —x na outra extremidade, entdo tem-se

4N
axzczzm, Oy =Txy =0

e a funcdo de tensdo ¢

@ =2y?

4. CHAPAS EM COORDENADAS CARTESIANAS

A solucdo das equagdes da elasticidade para uma dada condicao de contor-
no ¢ frequentemente muito dificil de ser obtida da forma direta, resolvendo a
equacdo biharmonica e impondo as condi¢gdes de contorno. Muitas vezes ¢ usada
uma técnica conhecida como o método inverso, o qual comeca por “supor” a
solug@o e mostrando que ela atende a equagao biharmonica, e verificando quais
as condigdes de contorno que sdo satisfeitas por essa solucao.

| y

ol

L

Figura 1.4

Como exemplo, considere-se a funcao

3F xy3\ P

2
= — x —_— — —
4c 3c? 4¢

®
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Essa ¢ uma fung¢ao valida? Tem-se que:

0%p 0%¢ 3F P
H= S -
0x? + dy? 23 T %¢
e, assim,
0%H N 0°H _ 0
ax2 = dy?

provando que essa solucdo atende a 272¢p = 0, sendo, portanto, uma fungéo
de tensdo valida. Agora se deve determinar o problema para o qual essa ¢ a
solucdo, calculando as tensdes no dominio mostrado na Fig. 1.4. Da funcao de
tensao tem-se:

_0%¢  3F P
Ox = ay? 23 T ¢
0%
Ty = 9.2

_ 0%¢ _ 3F ) y?
Yy T T oxay T 4c c?

Determinando essas tensoes ao longo de y = *¢, Ty, = 0, verifica-se que
essas fibras extremas podem representar as faces superior e inferior de uma viga
sem carga aplicada. Ao longo de x =0,

equivalente a aplicagdo de uma forca normal de compressdo P e uma forca
cortante F na extremidade de uma viga em balango, conforme a Fig. 1.5.
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L 7

Figura 1.5

Devem ser notados os seguintes pontos:

1. acarga aplicada poderia ser considerada separadamente como uma com-
pressao e uma forca cortante; a solugdo € a superposi¢do de duas fungdes
que sdo separadamente solugdes do problema; este ¢ um exemplo do prin-
cipio da superposi¢do, valido para a Teoria da Elasticidade Linear;

2. aforga cortante tem uma distribuigdo parabolica na extremidade da viga;
entretanto, devido ao principio de Saint-Venant, a exata distribuicdo da
forca ndo ¢ importante a uma certa distancia do ponto de aplicagdo; assim,
a solugdo a partir de uma pequena distancia da extremidade da viga sera a
mesma, independentemente da verdadeira distribuicdo da forga aplicada.

4.1 Calculando deslocamentos

Primeiro, procura-se uma fungdo de tensdo ¢(x,y) e determinam-se as
tensoes. A seguir, como as deformagdes sdo relacionadas com os deslocamentos,
e as tensdes sdo relacionadas com as deformacgoes pela lei de Hooke, tem-se um
caminho para se obter os deslocamentos. No caso de tensdes planas tem-se a
equagdo (1.9), da qual pode-se tirar, por exemplo, &, (x,y), que proporciona o
deslocamento u, que ¢ dado por

o (1.23)

—=c
ox *

que integrado da:
(1.24)
u(x,y) = fsx dx + A(y)
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Nota-se que a “constante de integra¢do” ndo ¢ de fato constante, mas uma
funcdao somente da variavel y. A razdo disso ¢ que ao diferenciar (1.24) com
respeito a x para voltar a (1.23) a fungdo A(y) desaparecera (realiza-se uma deri-
vacao parcial), e, portanto, deve-se cuidar para permitir todas as possibilidades.

7
é

|
|
|
|
I

: .

Figura 1.6

Um exemplo para esclarecer. A Fig. 1.6 mostra uma viga em balango com
uma forga vertical P aplicada na extremidade livre. A fungao de tensdo para este
caso ¢

3P 1P
=4 s
a qual fornece as tensoes
3P P
= TREY =TT

Aplicando a lei de Hooke, tem-se

_Ou oy  Pxy
“Tox T E E
que integrada da
Px%y
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da mesma forma, tem-se

_0v_ vo, vPxy

YTy~ E " E

dando

vPxy?
2EI

v=- +g(x)

Mas a lei de Hooke também da

Ju OJv Ty

)/xy:@_i_a_ G

Substituindo as expressdes ja derivadas para u e v nesta ultima equagao,
tem-se

Px*  df(y) +va2 L9t _

P
_ — 2 _ .2
261 T dy T 2Bl T dx 216 (& —¥°)

Reunindo-se todos os termos envolvendo x em um termo G(x) e todos os
termos envolvendo y em um termo F(y), pode-se escrever

Fy)+Gx) =K

onde ,
Pxc dg(x)
GO = =25 ax
df(y) vPy* P
F(y) = + — = ?

dy ' 2EI 2GI

Agora, pode-se considerar x constante e variar y. Isso equivale a dizer que
G(x) e K seriam constantes, implicando que F(y) deve ser uma constante também

F(y)=e

Essa equacdo pode ser integrada para obter uma expressao para f(y).
Da mesma forma, podemos manter y constante e variar x, F(y) e K sdo
constantes, assim

G(x)=d
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que pode ser integrada para se ter uma expressao para g(x). A outra constante é

vd=k=-2¢
eTe=R T T
Rearranjando, tem-se
dg(x) Px?
T TR
df(y)  vPy* P
4y 2l "2a1” t°©

Integrando

Px3
gx)=——+dx+h,

6E]
) = vPy3 N P R
fO) == Toqr? Tyt

Os deslocamentos serdo, entao,

Px*’y wvPy3 P
= — —_ 3 [
U 2Bl 6EI T eqr) TVt
—vpxy2+Px3+d +h
V=2E Tl T

Finalmente, condigdes de contorno nos deslocamentos u € v podem ser intro-
duzidas para eliminar constantes de integra¢do ndo definidas. Parax =Ly = 0,

s . P
1mp11candoemu=v=0,z=0eh=_@_db

Para efeito de comparagao com a Resisténcia dos Materiais, escrevemos a
linha elastica como:

(y =0) = PF+Pﬁ+d@ )
VY =) = 8Bl T BEl x
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Neste exemplo, a extremidade engastada da viga ndo se move nem roda, e a
viga em si ndo se move como um corpo rigido. Para impor a condi¢do de rotagao
nula no engaste temos 2 caminhos. O primeiro, ilustrado na Fig. 1.7 ¢ dado por

ov =0 =1L =0
0 =0 emx=Ley=

Y /
=T,
| /
~ A ‘I/
/ /
/i X
S/ i |
~7/ ‘4cG
Figura 1.7
implicando em que
PL? PL* Pc?

d==5g ¢ °T3E2c

levando a expressao da linha elastica na forma

(= 0) = Px® Pl%x N Pl
VY =) =GB T 2E1 T 3El

a qual fornece a flecha maxima na extremidade da viga com seu valor conhecido

PL?

v(x=0,y=0)=§

O segundo caminho, ilustrado na Fig. 1.8, ¢ dado por

ou =0 =1L =0
ay) = emx=Ley=
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y \
____i_/_\}\_—l . 3P
C A | — 4cG
T | —
\ L I\\ X
\
7 \
\
Figura 1.8
implicando em que
PL? Pc? PIL?

261 216 ¢ °T2E

levando a expressao da linha elastica na forma

b= 0) = Px® PL*x N PL? N Pc?
VY =W = 5Er T 2E1 T3E1 T 216

(L—x)

a qual fornece a flecha maxima na extremidade da viga com seu valor corrigido
pelo efeito da forca cortante

PL? Pc’L
v(x=0,y=0)=ﬁ+ G

4.2 Viga biapoiada com carga uniformemente distribuida

Para a chapa retangular longa biapoiada da Figura 1.9, de espessura uni-
taria, altura 2c¢, vao 2L, sob carregamento distribuido uniforme ¢, considerada
em estado plano de tensdes, determinar o campo de tensdes, deformagdes e
deslocamentos (inclusive a flecha maxima). Desprezar peso proprio. Comentar
os resultados.

Sugestao: partir da fun¢do de tensdes (fungdo de Airy)
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3 2 2,3 2 2 5
O I N S 4 L WS A
eloy) =5p—5 X 5 xXy ——¢ +<6 15)y T30
i1 BN EEEE
'l BEEEEEEEEEEE
A c A
% AL it
A Cv q.L
L 1y L
Figura 1.9

a) Calculo das tensoes

A fungdo sugerida satisfaz V2V2?¢ = 0, levando a
%’ q 2 2
— T (2 = 42 23 _Z .2
%= 9y2 21l( x)y+<3y 5¢ Y

R0) q(l , , 2,
Gy:W:_Z §_’y —Cy+§C

iK% a,,
T"Y‘_axay‘_ﬂ(c — ¥

fungdes que satisfazem as condigdes de contorno na face superior e inferior
Txy(y =1c)=0 O-y(y =+c) =0 Gy(y =-c)=—q

e nas extremidades x = +L
c c c
f Ty dy = +qlL f o,dy =0 f o,ydy =0
—C —C —C

Nota-se que o, tem duas parcelas, a primeira, a mesma que a obtida na Resis-
téncia dos Materiais e a segunda, uma corre¢do que ¢ pequena para vigas longas
em relacdo a altura da secao. Também se deve notar que as forgas aplicadas nas

34



Parte 1: chapas

extremidades devem ser distribuidas conforme as fungdes obtidas. Essa condi-
¢do pode ser relaxada tendo em vista o Principio de Saint-Venant.

b) Célculo dos deslocamentos

Os deslocamentos u ¢ v podem ser calculados aplicando a lei Hooke para
obter as deformagdes e integra-las. Levando em conta que no eixo da se¢dao no
meio da viga (x =0, y = 0) o deslocamento horizontal ¢ nulo, por simetria, € o
deslocamento vertical é a flecha § no meio do vao, obtém-se

3
_ 9 2. X 2.5 2, 13 5, 23
U= (Lx 3)y+x<3y s + vx 37 cy+3c

4 2.,2 2 4
4y eyt 2 2_ Y Y 1o
V= 251{12 2 +3Cy+V[(L )G+ 5
L*x?  x*
—%lT—E—gczx2+<1+—v)czx2 + 46

Desta ultima expressao encontra-se a linha elastica:

L*x? x* 1 1
v(y=0)= 5—il7—ﬁ—§czx2 + <1+§v>c2le

Considerando os deslocamentos verticais nas extremidades nulos (viga bia-
poiada) encontra-se a flecha méxima:

5 5 qL* 1202<4 V)l

=——1+—==(z+3
24 EI 512\5 2
O fator a frente do colchete é a flecha usual da Resisténcia dos Materiais € o

colchete em si € a corre¢do devida a forca cortante. Derivando a equacao da linha
elastica duas vezes em x, encontramos a expressao da curvatura:

(')217' _o- 4 Lz—x2+ 2<4+v>
ax2Y = ¢ 2

" EI 2 5
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a qual ndo ¢ exatamente proporcional ao momento fletor ¢(2* -»*) como deveria
o A s .. . ~ 2
ser pela Resisténcia dos Materiais. Ha uma correcao.

4.3 Exemplos propostos

As cinco figuras a seguir representam chapas retangulares de espessura
unitaria, comprimento L, altura 2¢, médulo de elasticidade E e coeficiente de
Poisson v.

Vy
H ¢ X
C
' /
Yy

q ¥
TT T T T T T T I T T T T UTE
H = X

ra ~
>

q
vy v bov e by ey b b

4
C g >x
c 2
’ /
Yy
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Yy

Determinar, para cada uma, os campos de tensdes ¢ de deslocamentos,
usando Fungdes de Airy em forma de polindmios.

4.4 Solucao dos exercicios propostos

Nesta secao apresenta-se a resolucao dos problemas propostos com base na
metodologia semi-inversa, que consiste na resolucdo dos exercicios a partir das
relagdes provenientes da mecanica dos soélidos, em conjunto com as fungdes de
Airy apresentadas anteriormente. Para isso, assume-se que todos os problemas
propostos se encontram no regime linear, onde ¢ valida a aplicagao do principio
da superposicao de respostas.

Apresenta-se nesta se¢do o desenvolvimento das fungdes de Airy, adapta-
das de modo a respeitar a equagao biharmonica em coordenadas retangulares,
dada por:

V() = d*e/dx* + 2d*@/dx*dy? + d*@/dy* = 0

As fungdes polinomiais variando-se entre o segundo e quinto grau sdo apre-
sentadas a seguir:

@2 = apx?/2 + byxy + ¢y /2

@3 = azx3/6 + bsx?y/2 + c3xy? /2 + d3y3/6

04 = agx*/12 + byx3y/6 + c4x?y? /2 + dyxy3/6 + eqy* /12

@5 = asx® /20 + bsx*y /12 + c5x3y? /6 + dsx?y3 /6 + eyxy* /12 + f5y° /20

Uma vez conhecido o formato genérico dos polindmios (relagdes acima), €
possivel determinar as tensdes atuantes no modelo, dadas por:
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Polindmio de 2° grau.

oy = d*¢/dy® = c;
o, = d’e/dx? = a,
Tyy = —d*@/dxdy = —b,

Polindmio de 3" grau.

Oy = C3x +d3y

o, = aszx + bzy

y

Tyxyy = —(b3x + ¢c3y)
Polindémio de 4° grau.

0, = C4X% + duxy + esy?
0y = agx® + byxy + c4y?
Tyy = —(bax?/2 + 2c4xy + dgy?/2)
onde os coeficientes ay,c4 € e4 devem respeitar a seguinte relagao,

a4+c4/2+e4=0

Polinémio de 5° grau.

o, = csx3/3 +dsx’y + esxy? + fiy?
o, = asx3 + bsx?y + csxy? + dsy3/3

Ty = —(bsx?/3 + csx?y + dsxy? + esy?/3)

De modo similar ao apresentado anteriormente, temos que os coeficientes
do polindmio de quinta ordem devem respeitar a seguintes restrigoes:

b5+2d5+3f5=0
e5+2c5+3a5= 0
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Finalmente, temos por defini¢do, que as relagdes entre tensdo e deformagao
para o regime elastico linear sdo dadas por:
& = [0y —Vvoy]/E
&y = [0, —voy]/E

Yoy = Tay/G = 2(1 + V)7, /E

E que as deformacodes sdao dadas por:
& = 0u/ox
g, = dv/dy
Yoy = Ou/0y + 0v/0x
Exemplo 1: M e H na extremidade esquerda da chapa

Emx=0
N = f_ccaxdy =H

c
M = f o ydy =M
—C

Emx=1L
u(L,0)=0
v(L,0) =0
0v(L,0)/0x =0
Emy = *c
Vey = 0
g, =0

Assumindo que a tensdo o, da extremidade oposta ao engaste devido a forga
horizontal H possa ser aproximada por:

o,~ H/2c
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Temos que a funcdo de Airy necessaria para descrever este problema deve
apresentar um valor de tensdo nulo para as componentes o, € Yxy, enquanto que
a componente o, deve ser constante, de valor H /2c, logo:

oy = y%/2

onde ¢, = H/2c. Uma vez conhecidas as componentes de tensao, assim como
a fungdo de Airy que rege o problema, temos que o campo de deformagdes sera
dado por:

& = 0u/0x = [0, —vo,|/E = H/2Ec
g, = 0v/dy = [0y, —vo,]/E = —vH/2Ec
Yoy = Ou/0y + 0v/0x = T,,/G = 0

¢ os deslocamentos serdo

u=Hx/2Ec+ f(y)
v =—vHy/2Ec + g(x)

Além disso, temos que da equagdo de deformacao angular,
df (y)/dy + dg(x)/dx =0

A relagdo obtida nessa equagdo sé sera uma igualdade caso ambas as deri-
vadas sejam constantes e de valor complementar, isto ¢,d +e =0 —» d = —e.
Da aplicacao das condi¢des de contorno, obtém-se:

u=Hx/2Ec+dy+f
v=—vHy/2Ec+ex+g

com
u(L,0) =0 - f = —HL/2Ec
v(L,0) =0 - eL= —g
0v(L,0)/0x =0 »e=0 ~g=d=0

40



Parte 1: chapas

Portanto,
u= H HL
T 2Ec 2Ec
v = vH
= 287

De maneira semelhante ao realizado na primeira etapa, estuda-se uma viga
engastada sob acao de um momento M aplicado a sua extremidade oposta. A
resposta em fun¢do do campo de tensdes serd descrita por um polindmio de
terceiro grau com termo d, ndo nulo, conforme mostrado abaixo,

on =d3y*/6

A escolha de tal polindmio ¢ corroborada pelo fato de que para chapas
retangulares, tal polindomio nos fornece uma situacdo de flexdo pura, cuja
tensdo normal é constante ao longo do eixo horizontal e varia linearmente no
eixo y, através da seguinte relacdo: o, = d3y (ver Timoshenko, 1951). Outra
possivel estratégia consiste na determinag¢do dos campos de tensdo atuantes
na estrutura devido a aplicagao do momento, € com isso determinar os termos
do polindmio de Airy necessérios. A constante d, ¢ determinada através do
seguinte procedimento:

C C
M = j o ydy = f (dsy)ydy = ds (v3/3)[<. = 2dsc3/3
—c —c

Logo,
d; = 3M/2c3

Assim, temos que a fungdo de Airy que rege o problema ¢ dada por:
oy = 3My3/12c3 = My3 /61

onde ] = 2c3/3 representa 0 momento de inércia da se¢do. Uma vez conhecida
a fungdo de Airy, temos que as componentes de tensdo sdo dadas por:

o, = 0%p/dy* = My/I
o, = 0%¢/0x* =0
Tyy = 9%¢/0xdy = 0
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e, portanto, as deformagdes e deslocamentos serdo dados por:
& = 0u/0x = [0, —vo,|/E = My/EI
g, = 0v/dy = [0, — vo,]/E = —vMy/EI
Yoy = Ou/0y + 0v/0x = 1,,/G = 0

resultando

u = Mxy/El + f(y)
v =—vMy?/2EI + g(x)

Ao se integrar essas equacdes e aplicar as condigdes de contorno referentes
ao engaste obtém-se:

df(y)/dy + Mx/E1+dg(x)/dx =0

E possivel inferir que a igualdade s6 ¢ obtida caso as fungdes exclusivas de
X e y sejam também constantes e complementares, logo

f)=dy+f
g(x) =ex— Mx%/2El + g
e, assim,
M +ML
YEEY TR
v , ML M , ML
V==Vt X~ 55X — 57

2E] El Y T 2E1" T 2EI

Pelo principio da superposicao de efeitos, temos que os campos de desloca-
mentos do problema como um todo serdo dados por:
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H HL M ML

e xy 4 —
Y9 =28 " 2E8c TEIY TETY

R vM o, ML M, ML
Vo= T28¢” T2E1Y TEIY T 2E1Y T 2EI

Exemplo 2: H e V' na extremidade esquerda da chapa

Emx=0
Cc
N = f o,dy =H
—C
c
V= —f Tydy =V
—C
Emx=1L
u(L,0)=0
v(L,0) =0
0v(L,0)/dx =0
Emy = +c
Ty =0
g, =0

De modo semelhante ao realizado para o exemplo 1, faz-se uma aproxi-

magao para a carga horizontal H, onde temos que a fun¢do de Airy correspon-
dente deve apresentar um valor de tensdo nulo para as componentes 0y, € Tyy €,
enquanto que a componente o, deve ser constante, de valor H/Zc, logo:

on = Hy?/4c

e, portanto, temos que o campo de deslocamentos para uma situagao de engaste
serd dado por:
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u = H N HL
T 2Ec 2Ec
v = vH
- 2Ec

O processo de determinagdo para a carga vertical I ¢ o mesmo apresenta-
do em Timoshenko (1951) em seu livro “Theory of Elasticity”, onde se utiliza
uma combina¢do da fun¢do de quarta ordem — assumindo-se apenas d, ndo
nulo — e de segunda ordem com b, ndo nulo — caso de cisalhamento puro — para
a descricao de um estado de tensao correspondente. Assim,

@y = dyxy3/6 + byxy

e, de modo andlogo, as seguintes componentes de tensao,

Oy = d4xy
gy, = 0

Tyxy = —b, — d4y2/2

Impondo y = +c livres de carregamento, e que a soma das tensdes de cisa-
lhamento atuantes na se¢do x = 0 deva ser igual a V, obtém-se:

b, =3V /4c =Vc?/21
dy = —2by/c? = =3V/2c3 = =V/I

Assim, tem-se que a fungdo de Airy referente ao problema de uma viga
engastada sob acdo de carga concentrada V ¢ dada por:

oy = =Vxy3/61 + Vc’xy/21
e, portanto, que as componentes de tensdo sdo dadas por:
o, = —Vxy/I
g, =0
Ty = _V(Cz - yz)/ZI
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A determinagdo do campo de deslocamento ¢ dada por:
& = —Vxy/EI
g, = vWxy/EI

Yy = _V(Cz - yz)/ZIG

Finalmente, tem-se que as componentes de deslocamento serdo dadas por:

u=—Vx?y/2EI + f(y)
v = vWxy?/2EI + g(x)

Vx? N df (y) N vWy? N dg(x)  V(c*-y?)
2EI ~ dy 2EI dx 21G

De modo anélogo ao realizado ao exemplo 1, obtém-se:

_ V 2 VV 3+ V 3+ +
WYY TeEl?Y Tect? TETY

=y 4 b dx
VE2EI TeEr* T

Aplicando-se as condigdes de contorno referentes ao engaste da chapa:

e+d = —Vc?/2IG

g=20
h = —VI3/6EI —dl
d = —VI?/2EI

Substituindo-se esses valores nas equacdes referentes aos campos de des-
locamentos, obtém-se a resposta em deslocamentos para a aplicagdo de um
carregamento vertical a extremidade oposta ao engaste.
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) W o3V 3 (VL2 ch)
Uu=——xy—— —y F+ |\
251 Y T emY + ea1” 281 216/)7Y
v v VL? VL3
vV=— y2+—x3—— +—
2EI 6EI 2EI 3EI

Pelo principio da superposicao de efeitos, tem-se que os campos de desloca-
mentos do problema como um todo serdo dados por:

_H HL V., W 3.V 5 VL2 V(P
Y9 =28c* " 2Ec 28177 T6EI” Te61” T\2E1 216)°7
__vH W o Vg 45 +VL3
Vo= T28c” T2E1™Y TeEl™ T 2E1" T 3EI

Exemplo 3: H na extremidade esquerda e carga uniformemente
distribuida ¢ na face superior

Emx=0
N=[ ody=H
M= [ oydy=0
Emx=1L
u(L,0) =0
v(L,0) =0
0v(L,0)/dx =0
Emy = +c

(O'x)y=ic =0
(Uy)yz_c =9

(Uy)y=+c =0
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O processo matematico desenvolvido para obtengdo da funcdo de Airy
referente ao carregamento horizontal H foi abordado ao longo do exemplo 1,
por este motivo, omite-se o desenvolvimento dela nesta secdo, apresentando-se
apenas seu campo de deslocamentos

u = H x HL
" 2Ec 2Ec
v = vH
T 2Ec

A descrigdo do campo de tensdo obtido da aplicagdo de um carregamento
uniforme na se¢do superior ¢ dada pela seguinte funcao:

ds
30

a; b3
QDq = 73(2 + 7362_’)/ +

d3

ds
6y3 + 82y S5 0s

6

Tal fun¢ao ¢ obtida da superposi¢ao dos campos de tensao de um polind-
mio de quinta ordem — considerando-se apenas o termo d. ndo nulo — com as
solucdes dos polindmios de segunda ( ndo nulo) e terceira ordem (b, e d,; ndo
nulos). Sendo a composicao de solu¢des apresentada a seguir.

a;

ERRRREE 14’141_1.?33 11‘111112_ S

¢ 2

x +—x ; :x ‘ 5

C

TFTFL T T T egey ===
:HIHH H‘,HT‘{M ¢ Fe y

) J
b/

Dessas relagoes, € possivel inferir que:
a; = —q/2= —qc*/3I
b; = 3q/4c = qc?/2I
d; = —3q/10c = —qc?/51
ds = —3q/4c® = —q/21
A deducdo de tal polindmio ¢ apresentada em Timoshenko (1951). A partir

das fungoes apresentadas, pode-se caracterizar o polindmio de Airy deste pro-
blema como:
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__ac’x® qcfx’y qe’y’ g (x%y7 y°
Pq 37 2 " 21 2 516 2\ 6 30

e, portanto, que as componentes de tensao sao dadas por:

2
o= — L y_9(x2 _3y3
* 517 21 3

3 2
. qc’ oqc q (1l ,
%= T3t 21<3y>

2
qc q
Txy = TX - Z(Xyz)

A determinag¢do do campo de deformacdes ¢ dada por:

& = (q(c3v/3El — c*vy/2El + vy3/6El — c?y/5EI — x%y/2EI + y3/3EIl))
ey = (q(c*vy/SEI + vx*y/2El — vy3/3El + c*y/2El — c*/3El — y*/6EI))

Yay = (qc?x/21 — qxy?/21)/G

de onde obtém-se:
u = (qx(c3v/3EI — c*vy/2ElI + vy3/6El — c?y/SEl — x2y/
6EI + y3/3E1)) + f(y)
v = (qy(c?vy/10EI + vx%y/4El — vy3/12El + c?y/4El — c3/3EI —
y*/24ED) + g(x)

2

c?x  x3  xy? d vxy? dg(x c?x gxy?
L>+f(y)+qy+g()_q qxy

ctvx  vxy
1 2EI 2EI 5EI 6ElI EI dy 2EI dx  2GI 2G1

Pelo procedimento apresentado em “Theory of Elasticity”, obtém-se a se-
guinte relagdo para o campo de deslocamento:
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u = (qx(c3v/3El — c*vy/2El + vy3/6El — c%y/SEl — x?y/6El + y3/3EI))

v = (qy(c?vy/10EI + vx?y/4EI — vy3/12EI + c?y/4AEI — ¢3/3EI
— ¥3/24ED) + g(x)

onde

g(x) = _(%)<(1+;)62X2—65xz>+5= —(%)((14—;)523(2_653{2)_'_
5qL* 12c%2 /4 v
<24E1) <1+ 512 (§+§)>

Finalmente, tem-se que a resposta em deslocamento para o exercicio pro-
posto ¢ dada pela superposicao dos efeitos, assim:

u=uy+u; &v=uvy+,

Exemplo 4: V' na extremidade esquerda e carga uniformemente
distribuida ¢ na face superior

Emx=0
c
V= j Teydy =V
—C
c
M= f o, ydy =0
-c
Emx=L
u(L,0)=0
v(L,0) =0
0v(L,0)/dx =0
Emy = +c
(Txy)y=ic =
(Uy)y__c =

( )y +c
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Uma vez conhecido o comportamento do campo de tensdes e defor-
magdes de ambas situagdes, a resposta final serd dada pela composicao de
ambas. Entretanto, devido a grande complexidade da solucdo, apresenta-se a
mesma por etapas,

oy = =Vxy3/61 + Vcxy/21

®q 31 2 21 2 51 6 2]
Q= @y + @q

As tensoes sao dadas por:

_ Vxy qc q( , 2 .
Ox = =7~ Y —55\*¥Y —3¥

3 2
_ qc qc q (1 ,
A TR TR 21(3y>

V(CZ_yZ) qc? q ,
i TR T TG

e, finalmente, apos a aplicacdo das condigdes de contorno, tem-se:

4 vV 4

B ) 3, 3, VI> Vc?
W= Y "1 Tecr” T\2E1 216)7

W Vs 45 +VL3
WEoE™Y TeElI™ T 2E1F T 3EI

U, = (qx(c3v/3E1 — c?vy/2El +vy3/6EI — c*y/5EI — x?*y/6EI + y*/3EI ))

Vg = (qy(c*vy/10El +vx?y/4El —vy3/12El + c?y/4El — c3/3EI
—y*/24ED)) + g(x)

onde
2.2 4 2
_(a VN 5., CX 5qL 12¢ (f Z)
90 = (251)((”2)“‘ 5 >+<24E1 e 512
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E assim,
u=1uy+u,

v =yt

Exemplo 5: carga linearmente variavel na face superior

Emy = +c
(), = 0
(), = —ax
(), = 0

Partindo-se de uma abordagem mista, que leva em conta fundamentos pro-
venientes da mecanica dos solidos, além de considerar valida a superposicao de
efeitos, uma possivel funcio de Airy tera um grau superior ao obtido da aplica-
¢do do carregamento uniforme g, assim busca-se uma funcao de sexta ordem
que apresente termos cruzados, isto €, termos contendo x” y™. Assim, assume-se
inicialmente um polindmio dado por:

fo
20

de
6

ds

a b

5
6 6 Xy

@ = byxy + 3y +—xy3 +=x3y3 +

Tal equagdo s6 € considerada valida se, e somente se,
fe = —2dg
Logo,
G5 5 Dry s do (X 007

- 3 3 3,63 (2422
[ bzxy+6x to XY+ Xy +2y<3+5)

Aplicando as condi¢des de contorno referentes as fibras inferiores e supe-
riores, obtém-se:
0, = dayxy + de(x3y + 2xy3)

0y = asx + byxy + dexy?
1 2 2 de 2,,2 4
rxy=b2+5(b4x +dyy )+7(3x yZ +yh
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e, portanto,
az = q/2
b= -4(1+
by = —3q/4c
q
dy =52
d¢ = q/4c

@ =——(1+£)xy+—x S VSOV, BV B Y
2 4 12 8¢ 12c? 8¢3 3 5

Aplicando as condig¢des de contorno referentes as fibras inferiores e supe-
riores, obtém-se

q
Ox = 53XV + 3 (xy+2xy)
q 3q q
Oy =X+ =Xy + 3% xy?

_ 9 ey, 1( 3¢, g , q 2.2 | 4
Tyy = 2(1+4)+2< 2" +2C2y +8C3(3xy +y%)

Finalmente, o campo de deslocamentos ¢ obtido por:

(qx%(4cy — 4c3v — 2vy® + x%y + 4y3 + 18c?vy))/(16Ec3) + f(y)
v = —(qxy(18c®y + 2vy3® — 8¢® — y3 + 2vx%y + 4cvy))/(16Ec3) + g(x)

S
Il

e da relagdo du/dy + 0v/dx = 1, /G, obtém-se

qy(18c2y + 2vy3 —8c% — y° + 2vxly + 4»cvy))

qx?(4c + 18c%v — 6vy? + x% + 12y2)) - @(

1
16Ec3(

=0

ay* 9qx* q(c/4+ D, ot y* +3qy2(x2 +y%/5)\ nigx’y? ), dg®)
TG\4cZ 8¢ 2 20c3 8c3 4Ec3 dy dx
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Observa-se que a equagdo acima s e valida, se e somente se, todos os
termos forem constantes. Resolvendo o sistema ¢ possivel obter os termos res-
tantes da equag@o de deslocamento.

5. CHAPAS EM COORDENADAS POLARES

5.1 Tensoes em coordenadas polares

Frequentemente deseja-se resolver problemas que tém alguma forma de
simetria rotacional (por exemplo, encontrar a tensdo em um tubo circular).
Tais problemas ficam mais simples se as equagdes forem escritas em coorde-
nadas polares. Considere-se um pequeno elemento, como mostrado na Fig.
1.10, entdo as tensOes serdo descritas em termos de componentes radial e
tangencial (r e @6). Podem ainda ser consideradas for¢as de massa R e S.
Os lados do elemento valem dr e rdf, de forma que o equilibrio de forcas na
direc¢do radial ¢

dae aTrg

da, dag
o +——dr | (r +dr)d6 — o,rd0 — | 209 + —d0O 7dr + 50 dédr + Rrdfdr = 0

or a0

Dividindo por e desconsiderando infinitésimos de ordem superior, obtém-se
a equacao de equilibrio na dire¢do radial:

do, N 1019 o0, — 0y TR=0 (1.25)
Jor r df B

Da mesma forma a considera¢do de forgas na direcdo tangencial leva a
equacdo de equilibrio na direcao tangencial:

1 60'9 aTrg ZTTG (126)
;69+ or + T +5=0
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o _ -
0,7+ e

Figura 1.10

Para resolver essas equagdes procuram-se fungdes de tensao tais que

Em coordenadas polares,
V2= az+1a+1 0*
~dr? ror r2002
levando a
02 19 10*\(0* 10 1 9 (1.28)
(mﬁaﬁw)(m*m*rzw)@— 0
com as componentes de tensao dadas por
_10¢ N 1 9%
o= or T 12062
(1.29)
3%
Og = w
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Coordenadas polares sdo muito uteis para resolver problemas de elasticida-
de de flexao, furos circulares, tubos e aplicagdao pontual de forgas.

5.2 Deformacdes em coordenadas polares

(r+y)do-rd0d

7
/
- T e
“ - - “‘\'ﬁd
kT
o = — |6
Figura 1.11

As deformacgdes longitudinais em coordenadas polares podem ser escritas a
partir da observacao da Fig. 1.11:

u—i—g—l:dr—u ou

E, ==

" dr ar (130)
(r+u)d6—rd6+%d9 u  19v

€9 = =—+4 -

rdo r ' roo
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.dr
Figura 1.12
Observando a Fig. 1.12, obtém-se a distorcao:
Ju dv
_@de Wdr_v_ lou dv v

Yre =~ a0 + dr ;_;%-‘_ar r

5.3 Relagdes entre coordenadas polares e cartesianas

(1.31)

Ao passar de coordenadas cartesianas para polares, introduz-se um outro

tipo de transformacgado de coordenadas.

Em coordenadas cartesianas, trata-se com as dire¢des x e ). Nas polares,
trata-se de diregdes radial e tangencial, que sdo também ortogonais. Por isso,
relagdes entre propriedades em um ponto que ndo contém derivadas espaciais

sao muito similares. Por exemplo, a lei de Hooke se escreve:
& == (0, —vo,
T E( r 9)
gg = = (09 —vo,
o =% (0% )
Tro

Yro =F
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A relagdo entre as componentes de tensdo nos dois sistemas de coordenadas
¢ dada por:

0, c0s% 0 + o sin® — 1,9 sin 26 (1.33)

O-X
0y = 0, sin* 0 + g cos* — T sin 26

Tyy = (0, — 05) sin 0 cos 0 + 1,4(cos® 6 — sin? 6)

5.4 Tensoes em um tubo de paredes grossas

Considerem-se as tensdes nas paredes de um tubo sob pressdo interna p. e
externa p,. Nota-se, primeiro, que este € um problema de estado plano de defor-
magoes. Além disso, o caso € simétrico com respeito ao eixo do tubo, de forma
que sendo essa a origem das coordenadas polares, entdo qualquer solugdo sera
funcdo apenas de r.

Figura 1.13

Adotando uma funcao de tensdo dependente so de 7, a equagao (1.27) fica
d> 19)/d? 1d
- 4+ a9 + el P
dr? ror)\dr? rdr

uma equagdo diferencial ordindria. Sua solugdo geral ¢

1.34
@ =Alogr +Brlogr + Cr> + D (1.34)
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Tomando B = 0 e calculando obtém-se
A
g, = ﬁ + 2C

Impondo as condi¢des de contorno, as pressdes internas (em » = a) e externa
(em r = b), tem-se

de onde

A= a*b®(po — p;)
Y

_ pia® — pob?

==

5.5 Solucao geral para simetria polar

Em coordenadas polares em 2D, se o problema tem simetria rotacional
com respeito a origem, a fun¢do de tensdo s6 depende do raio e tem-se uma
equacao diferencial ordinaria. A solucdo geral tem quatro constantes arbitrarias
a serem determinadas pelas condi¢des de contorno. Se forem determinadas as
tensoes tem-se:

A
r—2+B(1+210gr)+ZC (1.35)

o, =

Quando r = 0 aparece uma singularidade, pois log(0) ndo ¢ definido. Se o
problema tem um orificio na origem (como no caso do tubo) isto ndo ocorre.
Entretanto, se ndo ha um furo na origem, os 2 primeiros termos da tensdo sdo
singulares. Como a tensdo ndo pode ser infinita em nenhum ponto do corpo,
conclui-se que 4 = B = 0. Assim, para uma placa sem um furo na origem, ha
apenas uma solugdo possivel para a distribuicao de tensdes simétrica em relagao
a origem, o, = constante.
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5.6 0 método da separacao de variaveis

Uma boa parte da Teoria da Elasticidade recai na solu¢do de equagdes en-
volvendo derivadas parciais de uma fung¢do de 2 ou mais variaveis. Muitos méto-
dos foram desenvolvidos para essa tarefa, tanto numéricos (como o Método dos
Elementos Finitos) como analiticos. Um deles € o chamado méftodo da separagdo
de variaveis. Nele assumimos que a solu¢do da equagdo diferencial a derivadas
parciais ¢ dada pelo produto de 2 fungdes, cada uma dependente de apenas uma
das variaveis. Ou seja:

o(r,0) =R(r)O(0) (1.36)

Se esta fun¢ao for substituida na equacao diferencial, com frequéncia ela se
divide em se¢des separadas que podem ser resolvidas separadamente. Conside-
re-se que

O(0) =cos26
que substituida na equagao diferencial resulta em

d> 1d 4\[/d*R 1dR 4
dr? rdr 71?2

—+—-——-——=R 20=0
dr? * rdr 12 >COS
que deve se verificar para qualquer valor de 6, de onde conclui-se que

2 2
<d 1d 4><dR 1dR 4R>=0 (1.37)

dr? rdr r2J\dr? rdr r?
A solugdo geral dessa equagdo diferencial ordinaria ¢
2 4, C
R(r) = Ar“ + Br +7‘_2+D

e assim, a funcao de tensdo completa ¢

c (138)
o(r,0) = <Ar2 +Brt+—+ D> cos 20
r
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Dela podem-se calcular as tensdes:

6C 4D
0, = — 2A+F+r—2 cos20
(1.39)

, , 6C
og =|2A+ 12Br +r_4 cos26
, 6C 2D\ |
og=|24+6Br°——F——|sin26
T T

A existéncia de termos com o raio no denominador implica em uma singu-
laridade na origem. Portanto, essa solug¢do se presta a problemas de chapas com
um orificio na origem. O termo cos 2 6 implica em simetria com relagdo aos

eixos x € ).

/\y
S
. = .
< .\ > >X
< g —>
< >
Figura 1.14

Resolve-se, a seguir, analiticamente, o problema de encontrar as tensdes em
uma chapa retangular sob condi¢des de contorno na forma de tragao uniforme §
na dire¢do do eixo x, nas extremidades esquerda e direita, € um furo circular de
raio a no centro, conforme Fig. 1.14. Pelo principio de Saint-Venant a influéncia
da existéncia do furo se limita a uma regido ao seu redor, de forma que a uma
certa distancia do furo a chapa estd submetida a uma tensdao uniforme S na
diregdo de x. Adota-se uma funcao de tensao na forma:

C
o(r,0) = (A, logr + Cy1?) + (Ar2 + Br* + = + D) cos26 (1.40)
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resultando em:

A 6C 4D
o, = (r—21+ 261> - <2A +r—4+r—2> cos 26 (1.41)

Para distancias grandes, i.e., 7 tendendo ao infinito, a tensdo normal tende a

o, =2Cy —2Acos20 (1.42)

que, se adotar 4 = - C|=-5/4, leva a
S
o, = 5(1 + cos20) (1.43)

resultado que concorda com o valor da tensao a grandes distancias. A con-
di¢ao de contorno no interior do circulo ¢ que a tensdo radial se anule. Adotando
r = a, o raio do circulo, tem-se

A S S 6C 4D 1.44
O'T=O=<r—2+§>—<—§+r—4+r—2>C0529 (1.44)

Como esta equacao tem que se verificar para qualquer valor de 6 (ao redor
do furo), os termos entre paréntesis devem ser separadamente nulos. Isto d4

S 6C 4D S (1.45)
=gt @t e Ty

Calculando, agora, a tensdo de cisalhamento, tem-se

. 6C 2D (1.46)
T,9 = | 24 + 6BT a7z cos26

Aqui, ¢ necessario que B = 0 para que a solugdo tenha sentido para raios
tendendo ao infinito. De novo, o perimetro do furo ndo deve ter tensdes radiais
para qualquer valor de 6, levando a:

6C 2D
A-———=0 (1.47)
a* a
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Combinando essas relagdes obtém-se

4
4BrD = az“%, c=-3%94 (1.48)
E

que finalmente dé a funcdo de tensao
Sa*[r? r?  a® (1.49)
o(r,0) = TIE— 2logr — <¥+r—2— 2)c0529]

a qual pode ser usada para derivar os campos de tensao na chapa.

5.7 Deslocamentos em coordenadas polares

As Egs. (1.30) e (1.31) relacionam deformagdes e deslocamentos

ou u 1adv 10u ov v (1.50)

& = -, & :—-l———' =__+_
" or 0=y e YT Y Tar  r

Pode-se, agora, examinar porque a constante B deve ser nula. Calculando as
tensdes e substituindo encontra-se que

_ 4Bro

v = £ — Ksen® (1.51)

B # 0, portanto, leva a um termo que depende somente de 6. Este termo nao tem
apenas um valor. Comeg¢ando em um ponto (7, ), ¢ aumentando & por 2z, ob-
tém-se o ponto (r, @ + 2x) o qual ¢ o mesmo ponto, de forma que pode-se esperar
que a solucdo seja a mesma. Com expressoes envolvendo cos 6, sen 6 etc. isso
seria o caso. Entretanto, um termo 227 mudaria. Ha, também, situacdes onde
solugdes com multiplos valores podem ser consideradas, em que ha condigdes
de contorno adicionais no problema que removem a ambiguidade. Entretanto, no
geral, toma-se B = 0.
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5.8 Outras aplicacdes em coordenadas polares

5.8.1 Segmento de coroa circular sob flexdo pura

Figura 1.15

Considere-se a barra curva da Fig. 1.15 com se¢do retangular estreita cons-
tante, fletida por momentos M aplicados nas extremidades, resultando em mo-
mentos fletores constantes ao longo do comprimento da peca e distribuicao de
tensOes iguais em todas sec¢des transversais radiais. Os raios interno, do eixo e
externo sdo, respectivamente, r,, 7, € r,. Um raio genérico € r.

As componentes de tensao sao:

Ur:_T< — loga‘FszlOga"'razlog? (1.52)
AM ([ 22 1 r I
0_r=_7<_ (;2 loga+rgloga+r£log?a+rl)z—r(1,2

T
N=(rf- raz)z — 4121} (log r_b> (1.53)
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5.8.2 Cunha carregada radialmente no vértice

P

m n

[N
AR TR

Figura 1.16

A distribuicdo radial de tensdo simples do item anterior pode ser utilizada
neste exemplo simétrico de uma cunha de espessura unitaria carregada no vérti-
ce, como mostrado na Fig. 1.16. Assim,

Pcos @

r(‘”ﬁ)

Oy = — 0g =Tr9g =0 (1.54)

5.8.3 Cunha carregada transversalmente no vértice

Um caso complementar ¢ o da carga no vértice da cunha transversalmente
ao seu eixo de simetria. Aqui, o angulo 4 ¢ medido a partir direcao da forga,
vertical na Fig.1.17. As tensdes sao, novamente

Pcos@ (1.55)

T(‘”ﬁ) e

Para angulo de abertura da cunha a pequeno, as tensdes em uma se¢ao m-n
sdo, aproximadamente:

Pyx [ /tan a\3 Px?[/tan a\3
o= P sty =22 ] 059

0, = —
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em que / ¢ o momento de inércia da se¢do m-n.

t /7

<
|

\

\

N

Figura 1.17

6. 0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS EM CHAPAS

Os problemas da Engenharia s3o analisados desenvolvendo modelos con-
ceituais da realidade. Por exemplo, se uma aeronave ¢ observada, pode-se di-
vidi-la em modelos estruturais simplificados como vigas, chapas, placas etc. A
seguir, partindo dos conceitos da Mecanica dos Solidos (que inclui a Teoria da
Elasticidade) desenvolve-se um modelo matemadtico. Nele figuram as incognitas
do problema, fun¢do das variaveis independentes, x, y, z (coordenadas espaciais)
e, na Dinamica, do tempo .

No caso especial da Mecanica dos Solidos essas incognitas sdo escolhidas,
no chamado Processo dos Deslocamentos, como sendo os deslocamentos dos
infinitos pontos do continuo que ¢ o so6lido:

u(x,y,zt)

{u} ={vlxyzt)
w(x,y,z,t)
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O modelo matematico, em si, ¢ constituido por uma ou mais equacdes dife-
renciais, na forma geral:

[LH{u} ={f(x,y,2 )}

onde [L] ¢ um operador diferencial. Acresce-se a essas equacoes as condi¢des de
contorno (e as condi¢des iniciais, nos problemas dindmicos). Essa ¢ a chamada
“formulacao forte” do problema.

Para o caso geral de dominios em que se espera grande variagdo das incog-
nitas e condigdes de contorno complicadas, tipicas dos problemas reais da Enge-
nharia, solugdes fechadas explicitas para as equagdes diferenciais sdo, em geral,
impossiveis de serem obtidas. Por essa razdo, procura-se substituir o continuo
por uma discretizacdo em um numero finito de incégnitas chamadas usualmente
de “graus de liberdade” em nimero n.

A técnica usual ¢ aproximar o vetor de incognitas (deslocamentos) por uma
superposicao de fungdes mais simples chamadas “Trial Functions”, ou fungdes de
forma, ou, ainda, funcdes de interpolagdo, cada uma delas afetada por um coe-
ficiente a ser convenientemente avaliado para se obter a “melhor aproximagao”:

{u} = [N]{q(©)}
[N] = [N(x,y,2)]

onde [N] ¢ uma matriz que contém as fungoes de forma, que s6 dependem das
varidveis independentes x, y, z, € {q(t)} ¢ o vetor de coeficientes incognitos
das funcdes, em numero igual ao dos graus de liberdade, independente das
variaveis x, y, z.

A “melhor aproximacao” ¢ conseguida impondo-se um principio fisico como
o Principio dos Deslocamentos Virtuais (PTV), o Método de Rayleigh-Ritz, as
Equagdes de Lagrange etc. Uma outra técnica, também usual, puramente mate-
matica, ¢ a minimizagdo do residuo ponderado resultante da discretizacao por
“Trial Functions”:

[R] = [L]{@} - {f}

f[W] [R]dV =0
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onde [W] sdo as fungdes de ponderagdo. Essas fungdes sdo escolhidas de
acordo com uma estratégia a ser adotada para minimizagdo do residuo. Sdo
usuais: colocagdo, subdominios, minimos quadrados e, a mais popular, a técnica
de Galerkin. A aplicacdo de qualquer dessas técnicas de aproximacao, que resul-
tam em formulagdes integrais, sdo as chamadas “formas fracas” dos problemas.

Neste texto, por se contemplar além da estatica a Dinamica de Estruturas, o
desenvolvimento bésico se fara pelas Equacgdes de Lagrange:

d (0L oL
—(=)-z==N, i=1an (1.57)
dt aql Oql

onde se define a fungdo Lagrangiana

L=V-T, com V=U-W (1.58)

¢ N, ¢ uma componente das forgas aplicadas, inclusive as de amortecimento, V' ¢
a Energia Potencial Total, U a Energia de Deformagao e W o trabalho das forcas
externas aplicadas.

6.1 Ideia e historico do Método dos Elementos Finitos (MEF)

No Método dos Elementos Finitos (MEF), em inglés “Finite Element Method
(FEM)”, o dominio do problema ¢ dividido em subdominios (barras, triangulos,
quadrilateros, tetraedros etc.) de dimensdes pequenas, mas finitas, denominados
elementos, unidos em pontos denominados nds. A seguir, os deslocamentos no
interior dos elementos sdo aproximados pela superposi¢ao de fungdes de forma:

{u} = [N]{q(©)}

onde, agora, [N] contém fungdes especialmente escolhidas de forma a as-
sumirem valor unitario em um dado n6é de um elemento, variando até zero nos
demais nos de cada elemento. Assim, cada uma dessas fungdes so ¢é diferente
de zero no interior de um sé elemento do conjunto. Com essa definicdo para as
fungdes, o vetor {g} tem a interpretagao fisica de conter os deslocamentos, ainda
incognitos, dos nés de cada elemento. Essa forma de escolha das fungdes de
forma ¢ a esséncia do método. Todo o restante ¢ a aplicagdo de principios fisicos
ou matematicos de ajuste do valor dos deslocamentos.
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Historicamente, a primeira aplicacdo de aproximacao por “Trial functions”
foi feita por Lord Rayleigh em seu “Theory of Sound”, de 1870, na determinagao
de frequéncias e modos de vibragao de cordas retesadas. Ritz retomou o método
em 1910. Na década seguinte, Galerkin apresentou solucdes de problemas de
engenharia por séries trigonométricas no Método dos Residuos Ponderados.
Courant, em 1943, praticamente usou o0 MEF na solucao de problemas de tor¢ao
com divisd@o do dominio em subdominios triangulares. Com o advento dos com-
putadores eletronicos, na década de 1940, os engenheiros de estruturas langaram
as bases do MEF. Argyris, em 1954, apresentou o elemento retangular de 4 nos,
e Martin, Clough, Turner e Topp apresentaram o elemento triangular de 3 nos
em 1956, os dois trabalhos no contexto da engenharia de estruturas aeronauticas.
Finalmente, Clough, em 1960, cunhou a expressao Método dos Elementos Fini-
tos, que se tornou classica.

6.2 Resumo de Mecanica dos Solidos em 2D, em forma matricial

Os deslocamentos de um ponto de um continuo sélido sdo simbolizados
pelo vetor {u}.

No caso de uma chapa, um dominio bidimensional de eixos x e y, tem-se o

vetor 2 x 1
_ fulx,y,t)
W=y of

A partir dos deslocamentos, obtém-se as deformagdes do solido pela aplica-
¢do de um operador diferencial:

{e} = [L1{u}
Em uma chapa, o operador ¢ 3 x 2:
-9 .
€, 0x ol
(e} = {;y} =l ={ 0 FI{}
> a 0
[0y  0x]
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O préximo passo ¢ obter o vetor de tensdes, a partir do de deformacdes,
usando, por simplicidade, a lei de Hooke, em forma matricial:

{0} = [El{e} = [E][LN{u}

No caso da chapa, o vetor tensao ¢ 3 x 1:

Ox
{o} = {Gy}
Try

Em Estado Plano de Tensoes, a lei de Hooke € expressa pela matriz 3 x 3:

onde v é o Coeficiente de Poisson.

Sera necessario, no desenvolvimento que se segue, ter, também, a formula-
¢ao da Energia de Deformagao para um solido elastico, o escalar:

1 T
U= fv (e} {o}dV

que compoe a Energia Potencial Total (EPT)
V=U-W

sendo W o trabalho das forgas externas aplicadas. Essas forgas sdo de 3
tipos. As forcas de massa (por exemplo, o peso proprio), as forgas aplicadas em
parte da superficie do elemento, e as for¢cas concentradas nos nds da discretiza-
¢ao pelo MEF, que se verd no proximo item.

No caso das duas primeiras, tem-se:

T
W, = f @ {fn(x,y,2, 0}V
%4

T
Ws = L @ sy 2 0}dS
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Deve-se notar que aqui ndo aparece o fator /2 da expressdo da Energia de
Deformagao. Naquele caso, as deformagdes crescem a medida que as forcas
crescem. Aqui, as forcas ja tém seu valor final e sdo multiplicadas pelos deslo-
camentos finais.

Na dinamica, ¢ levada em conta também a energia cinética, na forma

1
T = > j p{u}! {ulav
4
onde {u} é o vetor das velocidades (a derivada primeira no tempo ¢é simboli-

zada pelo ponto sobrescrito, na convengdo de Newton), e p ¢ a massa especifica
do material.

6.3 Aproximacao da Mecanica dos Sdlidos pelo MEF

Adota-se, agora, a aproximacao dos deslocamentos, dentro de cada elemento,
{i} = [N{q}

lembrando que no MEF [N] contém fungdes especialmente escolhidas de
forma a assumirem valor unitario em um dado né de um elemento, variando até
zero nos demais nos de cada elemento. Assim, cada uma dessas fungoes so € di-
ferente de zero no interior de um so6 elemento do conjunto. A matriz [N], fungdo
das coordenadas, tem dimensdes 2 % 6 no caso da chapa.

Como ja foi dito, o vetor tem a interpretagdo fisica de conter os desloca-
mentos, ainda incognitos, dos nés de cada elemento, e ¢ fungao apenas do tempo,
no caso da dinamica. Em um elemento triangular de chapa de 3 n6s com 2 graus
de liberdade por no, tem dimensodes 6 x 1, conforme Figura 1.18.

Qe

Figura 1.18 Coordenadas generalizadas em um elemento de chapa
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Todas as expressoes do item anterior, escritas para o continuo, sdo agora
aproximadas.

As deformagdes (aproximadas) passam a ser
{&} = [LI{@} = [L][N}{q} = [Bl{q}
No caso da chapa, 3 x 6. O vetor tensdes, aproximado, €
{6} = [E]{&} = [E][B]{q}

O que permite escrever a Energia de Deformagao do elemento, aproximada,
U O 1, . .
0. =3 | @ @av =@ ([ BrEm )
4 4

O vetor de velocidades, aproximado ¢:
{@} = NH{g}

e a Energia Cinética do elemento, aproximada, ¢ dada por

T:%{q}T f pINI"[N]aV | {g}
%4

6.4 Equacoes de Lagrange, em um Elemento
A seguir, aplicam-se as Equacdes de Lagrange:

d (oL oL _ . .
de \da; Ty tELan

A funcao Lagrangiana, aproximada, em um elemento, pode ser considerada
uma funcdo escalar de multiplas variaveis independentes,

Le:ve_Te
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onde,

~ ~

Ve = Ue - W
O trabalho das forcas externas aplicadas ao elemento ¢é:
_ T T
W, = [ @) (v + | @ s + @)'(@)
4 S
ou

_ T T
W, = {g)" ( j IN] {f)dv + L N] {fs}d5>+{q}T{Q}
%4

onde {Q} ¢ um vetor com n componentes, contendo as forgas elasticas restaura-
doras aplicadas nos nds dos elementos, conforme Figura 1.19.

Qé\ ")Qs

Figura 1.19 Forgas elasticas restauradoras aplicadas aos nos de um elemento de chapa
Aplicando-se as Equagdes de Lagrange, obtém-se

< f pINT'[N] dv> @+ ( f [B]" [£] [B]dv> @)= f NI {fyu}dV + f [NT"{£,} dS + {Q}
\4 14

\4 N
onde se pode definir a matriz de rigidez do elemento:
K1 = [ (B (E1B) av
14
com dimensdes 7 x 1, simétrica e singular, e a matriz de massas do elemento

[m] = f pINTT[N]dV
%4
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com dimensdes 7 x n, simétrica.

Também podem-se definir os vetores de for¢as nodais devidas aos carrega-
mentos de massa e superficie, no elemento.

6.5 Elemento triangular de chapa com 3 nds no SLR (Sistema Local
de Referéncia)

Para um elemento de chapa triangular de 3 nos, a, b, ¢, com 2 graus de liber-
dade por no, em Estado Plano de Tensdes, com variacdo linear de deslocamentos
e tensoes constantes:

[ 0
ox
0 d
d d
[dy 0x]
1 v 0
E v 1 o0
[E]=1_v2 1—-v
0 0 >

Por simplicidade, adotam-se fungdes de forma lineares

wj=[V 0 Nz 0 N 0 ]
1

Ni1 = Ny = N [xpye — xcyp + x(Vp — ¥e) + y(x, — xp)]
1

N13 = N24 = ﬂ[xcya — XaYc + x()’c - ya) + Y(xa - xc)]
1

Nis = Npg = = [xa¥p — XpYVa + Xx(Vg — ¥p) + y(xp — x4)]
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onde
1 1 x, v,
A=§det 1 x5 v
1 x ¥

¢ a area do tridngulo a, b, c. Essas fung¢des sao apresentadas nas Figs. 1.20 a 1.22.

N13=Nyy

[—

Figura 1.20 Fungdes de interpolagdo N, e N, de um elemento de chapa

Figura 1.22 Fungdes de interpolagdo N s ¢ N, de um elemento de chapa
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Com isso, tem-se

Yb — Ye 0 Ye = Ya 0 Ya = Vb 0
0 Xo — Xp 0 Xq — X¢ 0 Xp — Xq

Xe=Xp Yb— Ve Xa—X¢c Yec—Ya Xp—Xa Ya— Vb

[8] = [LIIN] = - x

Como a matriz [B] ¢ constante, a matriz de rigidez do elemento triangular
de chapa de 3 nos e 2 graus de liberdade por n6, com deslocamentos lineares,
tensOes constantes, no sistema local de referéncia fica

[k] = f[B]T[E][B] dv = [B]"[E][B]At
14
onde 7 ¢ a espessura constante do elemento. A matriz de massa consistente ¢

(m]=p ¢ f [N]"[N] dS
S

Para outros elementos mais complexos, as integrais do tipo

[K] = f (B]"[E](B] dV
\%4

(m] = p fv [N]"[N] dv

podem nao ter forma fechada ou serem muito trabalhosas de serem obtidas
explicitamente. Nesses casos, apela-se para a integragdo numérica com algoritmos
como a Quadratura de Gauss.

Uma matriz de massa simplificada para o elemento de chapa triangular, ndo
consistente, atribui a cada grau de liberdade um ter¢o da massa do elemento.

6.6 Transformacao do sistema local para o sistema global da estrutura

No caso do elemento de chapa triangular de 3 nds, com 2 graus de liberdade
por nod, tem-se a matriz de rotacdo 6x6, e as matrizes de rigidez e de massa do
elemento no sistema global de referéncia sdo:
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[K]. = [T]"[K]IT]
[M]. = [T]"[m][T]

Entretanto, o mais racional € ja fazer os triangulos referenciados ao Sistema
Global e usar diretamente as coordenadas dos nés nesse Sistema. Ainda neste
caso, a matriz de massa ¢ invariante a rotagao.

6.7 “Espalhamento”

Tendo as matrizes e vetores de elemento no sistema global de referéncia, o
passo seguinte ¢ a montagem das matrizes de rigidez e de massa e do vetor de
carregamento global da estrutura para se ter o sistema de equagdes do movimen-
to do Processo dos Deslocamentos.

O algoritmo para tanto se constitui de uma matriz de incidéncia que da a
correspondéncia entre os graus de liberdade do elemento e os graus de liberdade
da estrutura. Trata-se de um problema simples de logica e programacao.

6.8 Imposic¢ao das condi¢des de contorno

Tendo a expressao das equacdes do movimento no sistema global de refe-
réncia € necessario introduzir a vinculacao do problema. Quando a vinculagao
determina que certos “graus de liberdade” correspondem a deslocamentos
nulos (vinculados), basta anular as linhas e colunas correspondentes, dimi-
nuindo-se, dessa forma, as dimensdes do sistema. As matrizes resultantes sao
denominadas reduzidas.

A situagdo ¢ mais complicada quando se determinam, previamente, valores
constantes nao nulos para certos deslocamentos. De novo se zeram os elementos
das linhas correspondentes, exceto os elementos da diagonal principal que ¢ for-
cada a assumir valor unitario. Essa técnica destrdi a simetria do problema, o que
ndo ¢ desejavel. Algoritmos alternativos contornam o problema.
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6.9 Matriz de rigidez de elemento finito retangular em estado plano de
tensao (Argyris, 1954)

I . B
b
>x
b
q5__, _4
a) s,
\ a a N

Figura 1.23 Elemento finito retangular 2a x 2b x ¢

6.9.1 Vetor dos deslocamentos nodais do elemento 8x1
{a}=1q1 92 93 94 G5 a6 a7 a5 1"

6.9.2 Vetor deslocamento no interior do elemento 2x1

=50

aproximacao de elementos finito

{u} = [N{q}
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6.9.3 Matriz de funcdes de forma

= [Ms O M3 0 N5 0 Ny 0]
0 Ny 0 Ny 0 Ny 0 Ny

1
Nip = Ny = M(x +a)(y + b)

1
Niz = Npy = —m(x—a)(y+b)

1
Nis5 = Npg = m(x —a)(y —b)
1

Ni7 = Npg = —m(x+a)(y—b)

6.9.4 Vetor deformacdes 3x1

9
‘., d0x 5
() = [L1(w) {s}={€y}=m{u}= ° it
Vxy
Jd 0
dy 0xl

Aproximagdo de elementos finitos
{&} = [LI{a} = [L][N]{q} = [Bl{q}

onde

6.9.5 Vetor tensoées 3x1

Ox
{o} = {Uy} {o} = [El{e} = [E]I[L{u}

Tyy
Aproximagao de elementos finitos

{6} = [E{&} = [E][BI{q}
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onde a matriz elastica é

o

—_
I
<

1
51 =——|"
0

1—v2

o =<
o

6.9.6 Energia de deformacéo
1 T
U=- f (¢} {o)av
2y

Aproximagdo de elementos finitos

T
7.3 [ 18 @av =30 ([ s av ) o

6.9.7 Forcas elasticas

Onde se pode definir a matriz de rigidez do elemento:
K1 = | (81711131 dv
14

6.9.8 Matriz de rigidez do elemento retangular

Kl=kd+lk] E=3—0 G=30374

v b v v b v
3a 4 3a 4 6a 4 3a 4
b v b v b v b
3a 4 3a 4 6a 4 3a
b v b v v v
3a 4  6a 4 6a 4
b v b v b
_ 3a 4 3a 4 6a
[kq] = Et X v b v
3a 4 3a 4
b v b
3a 4 3a
v
3a 4
b
3a
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[ a 1 a 1 a 1 a 1 7

3b 4 6b 4 6b 4 3b 4

a 1 a 1 a 1 a

3b 4 3b 4 6b 4 6b

a 1 a 1 a 1

3b 4 3b 4 6b 4

a 1 a 1 a

_ 3b 4 6b 4 6b
k] = Gt x N 1 a "
3b 4 6b 4

a 1 a

3b 4 3b

a 1

3b 4

a
3b A

6.9.9 Matriz de massa do elemento retangular

Uma matriz de massa simplificada para o elemento de chapa retangular, ndo
consistente, atribui a cada grau de liberdade um quarto da massa do elemento.

/. EXEMPLOS RESOLVIDOS

7.1 Elementos triangulares

Considere-se uma chapa quadrada de espessura, comprimento e largura 1 cm.
Também se adota modulo de elasticidade 15 N/cm? e coeficiente de Poisson 0,25.

A chapa seré dividida em apenas 2 elementos triangulares, como mos-
trado na Figura 1.23. A solicitagdo ¢ uma forca de cisalhamento H de 6 N, na

face superior.
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Figura 1.24

As matrizes de rigidez dos 2 elementos sao

[ 3 0 0 -3 -3 37
0 8 -2 0 2 -8

0O -2 8 0O -8 2
[k1]=

%
o
o
w
w
I

w

Este sistema tem apenas 2 graus de liberdade, os deslocamentos horizontais
dos apoios moveis 1 e 2. Assim, a matriz de rigidez da estrutura reduzida, con-
siderando as condi¢des de contorno, ¢ 2 x 2:

(11 -8

K] = -8 11
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O carregamento sao duas forcas horizontais valendo 3 N, na dire¢do dos 2
graus de liberdade. Resolvido o sistema de equacdes de equilibrio, os desloca-

mentos horizontais dos apoios moveis resultam ambos iguais a 1 cm.
As tensoes nos elementos, constantes em todos os pontos em seu interior, sao
_ KN
Oy =0y, =0; Txy—6W

7.2 Elementos retangulares
7.2.1 Elementos retangulares, estatica

Considere-se uma chapa quadrada de espessura, comprimento e largura 1 cm.
Também se adota modulo de elasticidade 15 N/cm? e coeficiente de Poisson 0,25.

A chapa sera dividida em somente um elemento retangular, como mostrado
na Figura 1.25.

A solicitacdo ¢ uma forga de cisalhamento H de 6 N, na face superior.

H @ Oy

2 2

7 )
Figura 1.25

A matriz de rigidez do unico elemento €

[ 7.3333 2.5000 —4.3333 -0.5000 -3.6667 —2.5000 0.6667 0.5000 T
2.5000 7.3333 0.5000 0.6667 —2.5000 -3.6667 —0.5000 —4.3333
—4.3333  0.5000 7.3333 —2.5000 0.6667 —0.5000 —3.6667 2.5000
—0.5000 0.6667 —2.5000 7.3333 0.5000 —4.3333 2.5000 —3.6667
—-3.6667 —2.5000 0.6667 0.5000 7.3333 2.5000 —4.3333  —0.5000
—2.5000 -3.6667 —0.5000 —4.3333 2.5000 7.3333 0.5000 0.6667
0.6667 —0.5000 -3.6667 2.5000 —4.3333 0.5000 7.3333 —2.5000

L 0.5000 —4.3333 25000 -—3.6667 —0.5000 0.6667 —2.5000 7.3333
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Este sistema tem apenas 2 graus de liberdade, os deslocamentos horizontais
dos apoios moéveis 1 e 2. Assim, a matriz de rigidez da estrutura reduzida, con-
siderando as condi¢des de contorno, € 2 x 2:

(K] = 7.3333 —4.3333
—4.3333 7.3333

O carregamento sao duas forcas horizontais valendo 3 N, na diregao

dos 2 graus de liberdade. Resolvido o sistema de equagdes de equilibrio, os

deslocamentos horizontais dos apoios moveis resultam ambos iguais a 1 cm.

As tensoes no elemento, variaveis em seu interior, calculadas no centro do
elemento, sdo

7.2.2 Elementos retangulares, frequéncias

Considere-se a mesma chapa quadrada da se¢do anterior, de espessura,
comprimento e largura 1 cm. Também se adota modulo de elasticidade 15 N/m?,
coeficiente de Poisson 0,25 e densidade 1 kg/m?.

A chapa seré dividida em somente um elemento retangular, como mostrado
na Figura 1.25.

Pede-se determinar as duas frequéncias de vibragdo livre e respectivos
modos de vibracgao.

A matriz de rigidez ja foi determinada no exemplo 7.2.1. A matriz de massas
simplificada, ndo consistente, do unico elemento ¢

10.0625 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0625 0 0 0 0 0 0
0 0 0.0625 0 0 0 0 0
[M] = 0 0 0 0.0625 0 0 0 0
0 0 0 0 0.0625 0 0 0
0 0 0 0 0 0.0625 0 0
0 0 0 0 0 0 0.0625 0
0 0 0 0 0 0 0 0.0625

e a matriz de massa reduzida da estrutura é

_ 00625 0

M 0 0.0625
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resolvendo o problema de autovalores e autovetores, obtém-se as duas fre-
quéncias naturais de vibragao,

rad rad
W, = 6.928ZT , Wy = 13.6626T

¢ autovetores, os modos de vibragdo associados,
[pl=[11]",  [pd=1[1-1]

O primeiro deles ¢ o chamado modo de sway, em que os dois apoios moveis
vibram para a esquerda e para a direita juntos. O segundo ¢ o modo simétrico de
vibragdo, em que quando um dos apoios se desloca para a esquerda, o outro de
desloca para a direita, e vice-versa, sempre em oposi¢ao.
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PARTE 2: PLACAS

1. GENERALIDADES

Placas sdo pecgas estruturais em que uma dimensao, a espessura e, ¢ muito
menor que as outras duas, sdo planas, e os carregamentos sao supostamente per-
pendiculares a esse plano, gerando flexdo e cisalhamento. E o caso, por exemplo,
dos painéis de fechamento de asas de aeronaves, em que pequenas curvaturas
permitem a aproximag¢do por um plano e o carregamento predominante sao as
forcas de sustentacdao sempre normais a superficie da peca. Na Engenharia Civil
tém-se as lajes de concreto armado e protendido.

1.1 Derivando a Equacao de Sophie-Germain e Lagrange

Considere-se a placa da Fig. 2.1, de espessura muito fina 4, contida no plano
horizontal x-y. Supde-se que seja retangular, com comprimento a na dire¢ao do
eixo x e largura b na dire¢do do eixo y. Um carregamento transversal a seu plano
(na diregdo vertical) p = p (x, y) provoca deslocamentos transversais (verticais) de
seus pontos, dados por w = w (x, y), conforme Fig. 2.2. Dentro das hipoteses de
placas finas de Kirchoff-Love, e adotando-se material elastico linear isotropico e
homogéneo, o problema ¢ regido pela Equagdo de Sophie-Germain e Lagrange:
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2.1)
p (
Viw = =
Y D
onde o operador nabla quatro ¢
5 5 " (2.2)
Vt=—+ +
ox* ox20y? = oy*
em que
Ee3 23)

b= 12(1 —v2)

¢ a rigidez flexional da placa. Sua deducdo ¢ apresentada a seguir.

p=p(x,y) N/m2

z

\>w=w( x,y)

Figura 2.2
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1.2 Cinematica

Considere-se, primeiro, um elemento dessa placa de comprimento dx e lar-
gura unitaria. Adotando-se a hipotese de que as segoes permanecem planas apos
a flexdo, conforme Fig. 2.3, tem-se que a deformacao de uma fibra distante z do
plano neutro é

__ e
Rx
e/2 X
e/? z ] ;
i \
L L
Figura 2.3
B 11’ _z
& = dx R_x = KxZ (2.4)
em que
(2.5)
_ 1 _ 0w
Hx = R,  0x?

¢ a curvatura em x, o inverso do correspondente raio de curvatura. Considere-se,
agora, um elemento dessa placa de comprimento dy e largura unitaria. Adotan-
do-se a hipotese de que as secdes permanecem planas apos a flexao, conforme
Fig. 2.4, tem-se que a deformag¢do de uma fibra distante z do plano neutro ¢
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cec

Ry
e/2 1 y
e/2 21\2’
T \
d
Figura 2.4
22z
2 _z_ 2.6)
y dy Ry y
em que
1 9w @2.7)
Ky R, 82

¢ a curvatura em y, o inverso do correspondente raio de curvatura.

1.3 Lei de Hooke

Adota-se material elastico linear isotrépico e homogéneo, com mddulo de
elasticidade E e coeficiente de Poisson v. Assim, as tensoes normais nas duas
dire¢des do plano sdao

E E 02w 0w

Oy = 12 (sx + vsy) = — T2\ 322 +v ayz z (2.8)
E E [d*w 9w

g, = 12 (sy + vex) = — 1=v2(3y2 +v 32 A (2.9)
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que atuam como indicado nas Figuras 2.5 e 2.6.
dx

1
X
e/2
— g %
e/2 ¥y —';:—"
Figura 2.5
1
dy
I
e/2
- LA IASL NG LIS LAS ALY

/.

Figura 2.6
A integragdo dessas tensdes fornece os momentos fletores por unidade de

comprimento dados por
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e/2

d2%w 2%w
M, = jaxzdz=—D W+V6—y2
—e/2
e/2
0w 02w
My: fO'yZdZ:—D a—yz-}'VW
—e/2
e/2
Do f 2, — Ee3
1-v2 | 2T 1a -9
—e/2

(2.10)

@2.11)

(2.12)

Tensdes tangenciais (de cisalhamento) também atuam nas faces do elemento
de placa de comprimentos unitarios nas duas dire¢des representado na Fig. 2.7,

resultando forgas cortantes por unidade de comprimento.

1

J) 3 1:""‘ T=

{dz

Ty=

Figura 2.7

e/2

Qx = JszdZ

—-e/2

90
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e/2
Q, = f 7,,dz
—e/2
e momentos de tor¢ao
e/2
) a%w
M,, = — Tyyzdz = —D(l -V )axay
—e/2
e/2
) 0’w
M,, = / Tyyzdz = D(l -V )axay
—e/2

1.4 Equilibrio

Parte 2: placas

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Escreve-se, agora, o equilibrio de for¢as na vertical de um elemento de placa
de comprimentos dx e dy no plano, conforme indicado na Fig. 2.8, resultando

0 0
0x 00y _
dx 0y

dx

l QJ(+_€.3,Q,r dx

o+ %g,.dy

Figura 2.8
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Figura 2.9

Analisando a Fig. 2.9, escreve-se o equilibrio de momentos em torno dos
eixos x e y, desprezando-se termos de ordem superior, na forma

_ My My,

= 2.18

Qy dy 0x (2.18)
oM oM

_ oMy oMy 2.19)
Cx ax T dy

que substituidas na equacao de equilibrio de for¢as cortantes resulta, finalmente,

2 2 2
0x? oxdy  0y?

Agora, basta substituir as expressdes dos momentos fletores e de tor¢ao,
escritas em funcdo do deslocamento transversal w para chegar a ja apresentada
Equacao de Sophie-Germain e Lagrange

Viw = (2.21)

P
D
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1.5 Solucao

Se for determinada a fungdo w = w (%, y), pode-se, em principio, deter-
minar os esfor¢os solicitantes na placa. Os momentos fletores, por unidade de
comprimento, ja apresentados, sdo

_ 9%w 9’w
M, = =D ayZ TV oxz (2.22)

9’w 9w
Mx =-D W + Va—yz (223)

Os momentos de tor¢do, por unidade de comprimento, sao
2
M,, = —-D(1 — .
oy =-DA-V 5o (2.24)
_ 9°w

My, =D(1—-v) x3y (2.25)

e as forgas cortantes, também por unidade de comprimento, ja apresentadas, sdo

oM, JM.
_ Yy Xy
Q=52+ (2.26)
oM, M,

Trata-se de uma equagao diferencial parcial de quarta ordem cuja solucao
depende das condigdes de contorno nos lados da placa. No geral:

1. simplesmente apoiada, em que o deslocamento vertical e a derivada se-
gunda, relacionada com o momento fletor, s3o nulos;

2. engastada, em que o deslocamento vertical e a derivada primeira, relacio-
nada com a tangente a superficie deformada, sdo nulos;

3. livre, em que o deslocamento ¢ livre e os momentos fletores sdo nulos.
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Na prética, solugdes fechadas sdo muito dificeis de se obter. Com a dis-
ponibilidade atual de métodos computacionais, esses sdo preferiveis para fins
profissionais e serdo detalhados na sequéncia deste capitulo. Existem na litera-
tura técnica, entretanto, solu¢des obtidas por séries trigonométricas infinitas,
uma vez que fungdes harmonicas sdo trataveis quando aplicadas a Equagdo de
Sophie-Germain e Lagrange e a condi¢des de contorno usuais. Tabelas geradas
por essas solugdes podem ser encontradas em, por exemplo, Timoshenko.

2. DINAMICA EM PLACAS

2.1 Carregamento genérico

No caso de uma andlise dinamica, tanto o carregamento como os des-
locamentos resultantes sdao fungdes também do tempo, isto &, p =p (x, J, t) e
w=w (X, ), t). Além disso, de acordo com a segunda lei de Newton, surgem as
forgas de inércia, massa vezes aceleracao. Assim, a equagdo de Sophie-Germain
e Lagrange se escreve

1
Viw = D (p + pw) (2.28)

em que p ¢ a densidade do material (kg/m?), suposta constante, e

0w

== (2.29)

No caso de vibragdes livres amortecidas, o Uinico carregamento externo ¢ a
forga dissipativa. Se for suposta do tipo viscosa, proporcional a velocidade, tem-se

p=cw=c—_— (2.30)

em que ¢ ¢ uma constante de amortecimento viscoso, obtida experimentalmente
ou adotada por indica¢des de normas.

2.2 Vibragdes livres nao amortecidas

A equacdo do movimento para vibragdes livres ndo amortecidas de
placas finas ¢
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4 9w
DV W+pw=0 (2.31)

Neste caso de vibragoes livres, o vetor de deslocamentos, nos nés de coorde-
nadas x ¢ y de uma malha de pontos resultante de uma discretiza¢ao do continuo
no interior da placa, varia harmonicamente com o tempo, na forma

wx,y,0)} = (W(x,y)} cos wt (2.32)

onde w é uma frequéncia circular de vibragao (em radianos/segundo), ¢ {W(x,y)}
um vetor fun¢do apenas das coordenadas espaciais, também conhecido como
modo de vibragao, levando a equagao do movimento

(v*=2)wi=0 (2.33)
onde
2
1= % (2.34)

Temos, assim, um problema de autovalores e autovetores.

Solucdes fechadas, obtidas por séries trigonométricas, para as frequén-
cias de placas podem ser encontradas na publicagdo da NASA de autoria do
Prof. A. Leissa.

CONDICOES DE - p
CONTORNO FUNCAO DE DEFLEXAO N K
21X 2my a2 a\*
/ (cosT — 1) (cosT — 1> 2.25 12+ 8 (E) + 12 (E)
7 7
LLLLLLLL
3mx X 21 2 4
i (cosz— — cos 2—> (cosTy - 1) 1.50 3.85+5 (ﬁ) +8 (E)
a a b b
VIIIIIIIA (1 nx) 2my . 140 a2 a4
cos 2a cos b : 0.0468 + 0.340 (E) + 1.814 (E)
T777777
e a 2mx Ty a2 a*
A v o7 in—= z e
; ________ ; <cos A 1) sin Y 75 4+2 (b) +0.75 (b)
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4 # 2mx y T
y g — 1)z 50 a
1| ’ (COS a )b : 2.67 + 0.304 (b)
4 L 21X
5 ; cos——1 1.5 8
A “ a
_______ B 3mx X 3 b3 an2 a4
/ : (cosz—cos%> <cosz—by—cos%> 1.00 2.56 + 3.12 (3) +2.56(5)
oy rosea
! 3mx X b5 2 4
I (COS— - COS—> (1- cos—y) 227 | 0581+ 0.213 (5) +0.031 (5)
e 2a 2a 2b b b
7 X Ty GnE
(1 - cosz—) (1 - cosﬁ) 0.0514 0.0072 + 0.024 (_)
Vosrororad “ b
AT ﬂ 3mx X my N2 ant
/ ! tided nx ny a a
/. § <cos 5~ S 2a> sin— .50 1.28 +1.25 (b) +05 (b)
y ! 3mx nx\y a2
/] I _ =\ a
A | (COS g oS Za) 5 333 0.853 + 0.190 (b)
/] | 3
4 ‘ cosﬂ - cosE 1.00 2.56
g ! 2 2a
A= 2 ,
/ —cos )T sin™ 1134 a
/. (1= cos Za) 7sin 113 0.0156 + 0.0852 (b)
/] X\ Y a2
/] - — )= bl
7 I (1 cos Za) 5 0756 0.0104 +0.0190 ( b)
g X
y 1 cos - 2268 0.0313
/ a
TR e =3
[ | X L Ty an 2 ant
L | sin—sin— 25 0.25 + 0.50 (Z) +0.25 (Z)
: ' XN\ Y "
| | NS a
L | (sm - )b 1667 0.1667 + 0.0760 (b)
! ! X
| : sin— 50 0.50
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Por exemplo, para uma placa retangular simplesmente apoiada em todo seu
perimetro, calcula-se a rigidez flexional

D Ee3
= a9 (2.35)
e coeficientes K
K =025+05(;) +0.25(;) (2.36)

e N = 0.2, dados na Tabela para esta condicdo de contorno. A frequéncia
correspondente, dada em rad/s, ¢

w=2(%) \/ﬁ:}’\j @37

Uma solu¢ao numérica muito conveniente € obtida pela aplicacao do Método
das Diferengas Finitas, como se vera na se¢ao 4. desta Parte 2.

3. ESTABILIDADE: EQUACAO DE SAINT-VENANT

Considere-se, agora o caso de presen¢a de for¢as normais N, ¢ N,, e de
cisalhamento N,, e N,,, por unidade de comprimento, contidas no plano x y da
placa, conforme Fig. 2.10. Se forem de pequena intensidade, espera-se que nao
influenciem nos deslocamentos transversais w da placa. Caso contrario, isso
pode ocorrer, e levar, no limite, a instabilidade (lambagem). A proje¢ao dessas
forgas no plano x y da placa resultam as equacdes de equilibrio:

ON, ON,,

) + W =0 (2.38)
JdN, 0N

X4+ _p

dy 0x
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Essas equagdes sdo inteiramente independentes das 3 equacdes de equili-
brio deduzidas na secao 1.4 desta Parte 2.

{ dx
| b
N, w
dw
;RL, s w+ 73 dx
Aw -’ |
as
| \{T SN
| | £ )N+a—€-xdx
dw , Ow
o T o &
z V¥ | |
I |
| l \x
I I s
hY
| NVon 1\ |
NW A
N N+ aé‘]_v:t ax
dy e —
VJ\C,,-!- ggv.ty ax
y¥ ‘L ]\g ¢ yx adv

+ ON
2V, + I v dv

Figura 2.10

Agora considere-se a projecdo das for¢cas normais no plano x z na dire¢ao
z, a dire¢do transversal ao plano da placa, levando em conta, como mostrado na
Fig. 2.10, o deslocamento transversal w de seu plano neutro. Resulta

(2.39)

ONy Ny

oy " Tox
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ow ON, ow 0*w
—Nydy——dxdy + Ny +—— —dx o F gz x| dy (2.40)

Simplificando e desconsiderando termos de ordem superior, tem-se

02w ON, ow
N, Tz —dxdy +

—dx d

5% 9 X DY (2.41)

Da mesma forma, considere-se a projecao das for¢as normais no plano y z
na direc¢do z, levando a

0N, ow
—dxdy + —y—y dx dy (2.42)

Um raciocinio bem mais elaborado, aqui omitido, € necessario para obten-
c¢do da projecdo das forcas de cisalhamento na dire¢do do eixo z, levando a

0Ny ONyy, 0w
—dxdy + ————dxd 243
0x ady xdy + dy 0x i @43

A seguir, todas essas componentes de forgas na dire¢do z serdo somadas
as forcas nessas direcdes ja consideradas no equilibrio de forcas verticais deter-
minado na se¢do 1.4 desta Parte 2, levando a uma nova forma da Equagdo de
Sophie-Germain e Lagrange, primeiramente obtida por Saint-Venant, na forma:

. 1 2%w 2%w 2%w
Viw =—(p+ N, + N.

> 557 T Mgyt WMo g (2.44)

No caso particular de carregamento transversal p nulo, tem-se a formulagao
tedrica necessaria a determinagdo do carregamento que levaria a instabilidade
(flambagem) de uma placa fina.

Mais uma vez, na pratica, solu¢des fechadas sao muito dificeis de se obter.
Com a disponibilidade atual de métodos computacionais, esses sdo preferiveis
para fins profissionais. Existem na literatura técnica, entretanto, solugdes obtidas
por séries trigonométricas infinitas, uma vez que fun¢des harmonicas sao trata-
veis quando aplicadas a Equagao de Sophie-Germain e Lagrange e a condigdes
de contorno usuais. Tabelas geradas por essas solu¢des podem ser encontradas
em, por exemplo, Leissa.

99



Chapas, placas e cascas: na engenharia aeroespacial

4. METODO DAS DIFERENCAS FINITAS EM PLACAS

4.1 Generalidades

A finalidade dos métodos de discretizagao € reduzir um problema continuo
a um sistema com um numero finito de graus de liberdade. No geral, tem-se um
fendomeno fisico governado por uma equagdo diferencial, ou um sistema delas,
envolvendo uma ou mais fungdes. A solugdo dessas equacdes, a obtencdo da
expressao da fun¢do em forma fechada quase nunca € possivel, e uma boa apro-
ximagdo pode ser obtida de um numero limitado de pardmetros se o analista
tiver boa sensibilidade.

A aproximagdo basicamente envolve trocar um dominio continuo por uma
malha de pontos discretos no interior desse dominio. Em vez de se obter a funcao
continua nesse dominio, obtém-se aproximagdes para o valor que essa fungao
assume somente em cada um desses pontos isolados.

No caso em estudo, das placas, a equagao diferencial governante no domi-
nio da placa, ja vista, ¢ a de Sophie-Germain e Lagrange:

Pw = % (2.45)
onde o operador nabla quatro é
a* 9% a*
il TRy e R (2.46)

Além disso, ha que impor as condigdes de contorno nas faces da placa. Por
exemplo, se for um apoio simples, os momentos fletores sdo nulos e, portanto, a
derivada segunda ¢ zero nessa extremidade. Ja uma face engastada implica em
que a tangente a deformada ali € nula, ou seja, a derivada primeira ¢ zero.

No Me¢étodo das Diferencas Finitas, as diversas derivadas presentes nas
equagoes diferenciais no dominio e nas condi¢cdes de contorno, sdo aproxima-
das por expressoes de diferencas, em geral obtidas de séries de Taylor. O proce-
dimento foi primeiro aplicado a dominios bidimensionais, como neste caso, por
C. Runge, em 1908.

As expressdes necessarias para o propdsito deste capitulo sdo apresentadas
a seguir, para um ponto pertencente a uma linha j e uma coluna 4, de uma malha
retangular com espagamento /4, na dire¢do do eixo x € 4, na do y.

100



Parte 2: placas

(Z_W> _ Wjk+1 ;Wj,k—l (g_W> _ Wisik ~ Wj-1k (2.47)
X/ 2h, Y/ ik 2h,,

2

(6 W> _ Wiks1 — 2Wjg + Wik
2 - 2

0x ik h,

(a%;) _ W1k~ 2Wjék T Wi-1k (2.48)
ay jk h'y

atw Witz = AW T OW e — 4w 1+ Wik

A - (2.49)

Jik x
<64w> _ Wit = AW g+ 6W e — AWi_q e + Wigp (2.50)
4 - 4 '

ay ok hy

<_64W ) 1 ( 2 + 2
— W _1 — LW; W; — aWjj—

0x*9y?),, — pEnp T T T TR a5

+Awj e = 2w pq1 + Wi k1 — 2Wi gk + Wi ke1)

4.2 Exemplo basico

Considere-se uma placa simplesmente apoiada em todo perimetro, de planta
quadrada 2 x 2 m, espessura e = 2 cm, carregada de cima para baixo por carga
uniformemente distribuida p = 2 KPa, mddulo de elasticidade £ = 200 GPa e
coeficiente de Poisson v = 0,3.

Ee3

D=—-—
12(1 —v2)

= 146,52
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Para comparacdo, sera calculado o deslocamento vertical maximo, no meio
da placa, para duas malhas, uma com 4, =h, = I meaoutra s, = h, = 0,5 m.

Para a malha mais grosseira, tem-se apenas um ponto no interior do do-
minio, e a aplicagdo da equagdo diferencial em sua forma de diferengas finitas
necessita que se considere pontos externos ao dominio.

Nas linhas do contorno apoiado, os deslocamentos verticais sdo zero.
Também o momento fletor (derivada segunda) ¢ nulo, implicando que os des-
locamentos dos pontos externos sdo iguais a menos o deslocamento do ponto
interno. Com 1isso, chega-se a

2
16wo, = 772,52 = 0,01365wo,0 = 0,8531 mm

Para a malha mais fina tem-se nove pontos no interior do dominio. Por
razoes de simetria, basta fazer a aplicagao da equagao diferencial em sua forma
de diferencas finitas em apenas trés desses pontos, no primeiro quadrante.

Ponto 0,0
Wo2 —8wg 1 + 20wgo — 8wy 1 + W2 + Wy — 8wy —8w_10+w_y

P

+ 2(W1’1 + Wl,—l + W—l,l + W_1’_1) = O, 54 D

Ponto 0,1

W0_3 - 8W0_2 + 20W0_1 - 8W0_0 + WO,—l + W2,1 - 8W1,1 - 8W_1,1 + W_2_1

o

+ 2(W1,2 + Wl,O + W_1_2 + W—l,O) = 0, 54 6

Ponto 1,1
W1‘3 - 8W1'2 + 20W1'1 - 8W1‘0 + Wl,—l + W3'1 - 8W2‘1 - 8W0'1 + W—l,l

+ 2(W2'2 + W2,0 + WO,Z + WO,O) = O, 542

o

Levando em conta as condi¢des de contorno e de simetria, chega-se ao sis-
tema algébrico linear de 3 equagdes em 3 incognitas
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20 =32 8 7(Woo 1
—8 24 —16|{Wo1;=0,5*x0,013651{1

2 =16 20 1W11 1

Para comparacao, o resultado obtido por Timoshenko por séries trigonomé-
tricas € wg o = 0,8867 mm

4.3 Exemplo mais completo

Considere-se a placa da Fig. 2.11 simplesmente apoiada em duas bordas
paralelas a x e engastada nas outras duas, de planta retangular 8 x 4 m, espessura
e = 5 cm, carregada de cima para baixo por carga uniformemente distribuida
p = 100 Pa, modulo de elasticidade £ = 3 GPa e coeficiente de Poisson v = 0,25.

A

B )
)
NN Y

1,0 1,1

>

0,0 0.1

I
AN AN LA AR SRR NN,

] X
1
. . 4 <>
1| E
b7

L | L L |

1 E) I 2 1 2 1 2 I

Figura 2.11

Pelas simetrias observaveis na figura, basta aplicar a equacao diferencial
nos 4 pontos indicados no primeiro quadrante, dos 9 pontos internos.
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Ponto 0,0

16 (WO'Z — 4wy 1 + 6wy — 4wy 1 + WO,_Z)
1
+ I (W2‘0 — 4W1'0 + 6W0'0 - 4W_1,0 + W—Z,O)

+ Z (W1,1 — 2W1,0 + Wl,—l - 2W0,1 + 4W0.0 — 2W0,_1 + W—l,l

- 2W—1,0 + W_1'_1) = % = 0,003

Ponto 0,1

1
E (W0,3 - 4W0'2 + 6W0,1 — 4‘W0,0 + WO,—1)

+ I (WZ,l - 4‘W1‘1 + 6W0‘1 - 4‘W_1‘1 + W—Z,l)

+ Z (Wl,Z - 2W1'1 + Wl,O — ZWO,Z + 4‘W0.1 - ZW0,0 + W_]_,z - ZW_L]_

+w_io) = % — 0,003

Ponto 1,0

1
E (Wl,Z — 4‘W1,1 + 6W1,0 — 4W1,_1 + Wl,—Z)

1
+ I (W3’0 - 4W2'0 + 6W1’0 - 4W0’0 + W—l,())

+ Z (W2’1 - 2W2'0 + WZ,—l - 2W1’1 + 4’W1_0 - 2W1’_1 + W0’1 - 2W0,0

+wo_1) = % — 0,003

104



Parte 2: placas

Ponto 1,1

1
E (W1’3 - 4W1‘2 + 6W1’1 - 4'W1‘0 + W]_‘_]_)

1
+ T (W3’1 - 4'W2‘1 + 6W1’1 - 4'W0’1 + W—l,l)
+ Z (WZ,Z — 2W2,1 + WZ,O — 2W1,2 + 4‘W1_1 — 2W1,0 + WO,Z — 2W0'1

+wgg) = % = 0,003

Levando em conta as condi¢des de contorno e de simetria, chega-se ao sis-
tema algébrico linear de 4 equagdes em 4 incognitas

8375 —-2,5 -—-10 2 Wo,0 1
—-1,25 8,5 1 —10 | )Wo1( _ 1
5 1 8375 —2,5|)wie( = %0939
0,5 -5 —-1,25 8,5 1\W11 1
cuja solucao ¢

Wo,0 7,097

Woi( _ 5,204

141 = 0,001 5,012

W11 3,745

4.4 Vibracoes livres nao amortecidas

A anadlise de vibragdes livres de placas delgadas discretizadas pelo Método
das Diferencas Finitas parte da instituicdo de um vetor w de deslocamentos ver-
ticais dos 7 nos da malha de diferencas finitas:

W1
{wx,y,0)} = { } (2.52)

Wn

Esse vetor pode ser considerado como o produto de um vetor {W(x,y)},
também com n componentes, invariavel no tempo, ou seja, fungdo apenas de x
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e de y, chamado modo de vibragdo, por uma funcio do tempo, que supomos ser
harmonica, com frequéncia w:

{w}={W}cosw (2.53)

Substituindo-se a solu¢do (2.53) na equacdo do movimento para vibragdes
livres, e considerando-se que os deslocamentos w foram obtidos por aproxima-
coes de diferencas finitas, chega-se ao problema de autovalores e autovetores:

([A] = AlID{wW}=0 (2.54)
em que
_pw?
A= o (2.55)

As expressdes necessarias para escrever os termos gerais dos coeficientes
dessa matriz [A4] sdo apresentadas a seguir, tendo por base em um ponto centrado
em uma linha j e uma coluna &, de uma malha retangular com espacamento /4, na
dire¢do do eixo x e &, na do y. Esses coeficientes devem ser superpostos com o0s
gerados nos pontos vizinhos a esse. Além disso, as condi¢des de contorno tém
que ser impostas. Os detalhes computacionais para essas duas operagdes sao
aqui omitidos pela dificuldade de serem detalhados com a clareza necessaria,
mas o algoritmo completo e testado, em linguagem MATLAB, ¢ dado no anexo
deste livro.

6 6 8

AGK) ==+ —+—5 (2.56)
ht ' hE " hZhZ
4 4

j = 2.57

A,k +1) T (2.57)
4 4

AGk—1) = ——— —— (2.58)
ht  hZh?
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4 4
AG+1Lk) = ——
y

4 4
AG—1,k) =—
y

1
A(],k+2)=ﬁ

X

1
X

1
A(]'+2,k)=m
y

1
A(]'—Z,k)zm
Yy

2
x 'ty
2

A(]—l,k+1)=Wh}2/

A(]'+1,k—1):W

AQ—Lk—D=h%§
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(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)






PARTE 3: CASCAS

1. GENERALIDADES

Cascas sao pegas estruturais em que uma dimensao, a espessura e, ¢ muito
menor que as outras duas, ndo sdo necessariamente planas, e os carregamentos
podem ser tanto tangenciais como normais & superficie da casca. E, generica-
mente, o caso de objetos como os painéis de fechamento de fuselagens de aero-
naves e espagonaves, veiculos terrestres e navais, tubulacoes e vasos de pressao,
silos, cupulas etc.

2. CASCAS DE REVOLUCAO COM CARGA AXISSIMETRICA

Consideram-se, neste texto, apenas as cascas geradas por revolugcao de uma
curva em torno de um eixo de rotacao, conforme Fig. 3.1. Nesses casos, 0s raios
de curvatura, normais a superficie em cada ponto da casca, e os respectivos cen-
tros de curvatura, situam-se no plano que contém esse ponto e o eixo de rotagao.
As curvas geradoras da superficie sio denominadas meridianos, € os circulos
descritos por um ponto A da curva rodando em torno do eixo sdo denominados
paralelos, tal como no caso do planeta Terra. As longitudes sdo dadas por um
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angulo 6, medido a partir de uma linha de referéncia, arbitrariamente escolhi-
da (como o meridiano de Greenwich na Terra), até¢ o meridiano considerado,
conforme Fig. 3.2, uma se¢@o da casca normal ao eixo de rotacgdo. Ja a latitude,
a posicao do paralelo em questdo, ¢ dada por um angulo ¢, conforme Fig. 3.3,
uma secao da casca contendo um meridiano e o eixo de rotag@o, na qual também
¢ definido o raio de curvatura do meridiano naquele ponto, r;. Note-se nessa
Figura que o raio de curvatura do paralelo em um ponto, r, , esta relacionado
com o raio do circulo normal ao eixo de revolucao nesse ponto nesse paralelo,
Iy, POT Iy = I, sem ¢.

Pequenas variagdes desses angulos, df e d¢, definem um elemento de casca,
curvo nas 2 dire¢des no caso geral, de area dS, com vértices A A> A, conforme
Fig. 3.4.

Eixo de
Revolugdo

Paralclos

Referéncia
Arbitraria

Figura 3.2: Posi¢do dos meridianos
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i

Figura 3.3: Posi¢ao dos paralelos

2.1 Teoria de Membrana

2.1.1 Teoria

Para determinados carregamentos (simétricos em relagao ao eixo de rotagdo) e
condigdes de contorno bastante comuns na pratica, pode-se considerar que apenas
forgas normais atuam na casca, sem flexdo. E a chamada Teoria de Membrana.

Nesta hipotese, no elemento de casca da Fig. 3.4 atuam apenas as forcas
Ny, na direg¢do dos paralelos, e Ny, na dire¢do dos meridianos. Essas for¢as tém
unidades N/m. Além disso, tem-se o carregamento, que nao necessariamente ¢
normal ao elemento, que seria o caso de uma pressao, em N/m?.

No

JV.‘; A

Figura 3.4: Elemento de casca
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O comprimento dos segmentos de curvas do perimetro do elemento de
casca da Fig. 3.4 ¢ ilustrado nas Figs. 3.2 e 3.3, e dados por

A =r,de 3.1)

AA" = 1r,do (3.2)

Com esses comprimentos € possivel calcular a area do elemento r,r, dfdg,
e as resultantes das for¢as, na dire¢do dos paralelos

Ngridep (3.3)
e na dire¢ao dos meridianos,

Ngrod6 = Ny, sen ¢d9(N) (3.4)

A seguir, determina-se o equilibrio de forcas na direcdo normal ao ele-
mento, em que atua a resultante normal do carregamento pyTo7r1d0dg (N),
considerando-se que para angulos pequenos o seno ¢ aproximadamente igual
ao proprio angulo em radianos,

Nerado Nerado

Nerzdgp

Figura 3.5: Decomposi¢@o de forcas na dire¢do normal a casca

sen ¢do
2

= ONy1rod0de + Nory dOdpsend — pyror1dfdep = 0

d
2Ny1od6 sen 7¢ + 2Ngrd¢ sen — pnTor dOdo

(3.5)
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e, dividindo-se por r,r, dfd¢, chega-se a

T + ™ = DN (3.6)

Nesta equagdo, t€ém-se 2 incdgnitas. A outra equacao necessaria, pode ser
obtida de varias maneiras. A mais simples ¢ considerar um corte na casca con-
tendo o paralelo em analise, e determinar o equilibrio entre a resultante R do car-
regamento sobre a parte da casca de um lado do paralelo, na direcao do eixo de
rota¢do, ¢ as for¢as N, ao longo da circunferéncia de comprimento 27r, as quais
tém a inclinacdo ¢ com relagdo ao eixo de rotacao, conforme Fig. 3.5. Obtém-se

2nrgNy cos (g - ¢) —R=0 ou

R nrgp pry  pry

N = = = T ——
¢ 2nrysen¢g 2mrgsen¢  2sen ¢ 2 (37)

Tendo-se as for¢as por unidade de comprimento, basta dividi-las pela
espessura da casca e para serem obtidas as tensdes normais atuantes nas
duas direcoes.

l_}"/’

S

P

| EEERIIEEER
~

-f,l"ﬂ

§

Figura 3.6: Obtengdo da for¢a na direcdo dos meridianos
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3. EXEMPLOS

3.1 Balao esférico

Considera-se um baldo esférico sob pressao interna de gas p, de raio r e
espessura e.

Os raios de curvatura sdo iguais
Tl = TZ =r

e, da Eq. 3.6, e levando em conta que N, = N,, por simetria,

pr
Ny = Ng = —
¢ =No ==

As tensdes normais principais atuantes valem

O'¢ = 0g = z
3.2 Casca cilindrica (fuselagem de aeronave ou tubulagao, pressurizada)

Considera-se uma casca cilindrica, fechada nas extremidades, de raio r e
espessura e sob pressao interna p.

Neste caso, como a curva geradora da casca ¢ uma reta paralela ao eixo de
revolugdo, o raio de curvatura do meridiano r, € infinito (curvatura nula) € o raio
de curvatura do paralelo r,=r.

A resultante de pressao sobre as extremidades, conforme Eq. 3.7, ¢

R = pnr
que dividida pelo perimetro 2mr resulta a for¢a por unidade de comprimento

Ny = % (N/m)
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paralela ao eixo do cilindro. Da Eq. 3.6, obtém-se

Ng = pr

As tensOes normais principais atuantes valem

T
0'9:20'¢ :p?

3.3 Casca conica

Considera-se uma casca em forma de cone de raio na base a, altura b e
espessura e, sob pressao interna de gas p, gerado pela revolucao de uma reta em
torno do eixo y. A tangente da geratriz em relacdo ao eixo y € ¢ = arctg (g) Os
resultados sao:

X N pry N
1y = 0O Ty = — = — = N7
1 2 seng ¢ > 6 =P
AY
a
b-y
b
?'2 Yy
A -,-“ = =
" a 1 a v
A A A

Figura 3.7: Casca conica
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3.4 Paraboloide

Considera-se um paraboloide de revolugdo em torno do eixo y, de raio na
base a, altura b e espessura e, sob pressao interna de gas p.

x? ) 2bx ., 2b
y=b 1—; y = —-—— y'=——

JOFOPE

n=—-—— T

y

+ a . a -
L) L L

Figura 3.8: Paraboloide de revolugao

3.5 Dirigivel eliptico ou extremidade de vaso de pressao cilindrico

Considera-se uma casca em forma de um elipsoide de revolugdo de raio
maior a, raio menor b e espessura e, sob pressao interna de gas p.

Uma aplicagdo seria um dirigivel sob pressao do gas interno. Outra, bas-
tante comum, ¢ usar a metade de um elipsoide de revolugdo como extremidades
de um vaso de pressao cilindrico, como as extremidades de uma fuselagem de
aeronave.

Os raios de curvatura principais dessa casca, em fun¢do do angulo ¢,
indicado na Figura 3.6, conforme a Geometria Diferencial, valem
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VI1+()2P |x|

rH=——- Ty, =
n
y

a

Figura 3.9: Raios de curvatura de elipsoide de revolugao

Dados os raios de curvatura, ¢ possivel obter as for¢as N, ¢ N, pelas Equa-
¢oes 3.6 e 3.7.

Uma analise mais expedita ¢ feita para um paralelo de raio »,. A resultante
mencionada na Eq. 3.7 vale R = npr¢, levando a

bro P12

N, = =
¢ 2seng 2

Substituindo esse valor na Eq. 3.6, encontra-se

T2 ri
Ng =sz—r—1N¢ =P\ 75,
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a2

No topo da casca, r; =1, = - de forma que

2
Ny =Ny = —
=0T 2
b2
No equador da casca, r; = S en=a de forma que

pa a?
N¢=7eN9=pa l—m

Assim, N, é sempre positiva, enquanto N, fica negativa no equador se a*>2b°,

4. TEORIA FLEXIONAL PARA CASCAS CILINDRICAS

Em muitas aplica¢des praticas tém-se cascas cilindricas carregadas simetri-
camente em relagdo ao eixo. E, e.g., o caso de vasos de pressio cilindricos (como
fuselagens de aeronaves), tubulacdes (como raiser de petrdleo em instalagdes
off-shore) etc.

Considere-se o elemento de casca cilindrica de espessura e da Fig. 3.10, em
que o eixo longitudinal ¢ x, o eixo y € tangente a casca em um ponto € 0 €ixo z,
normal a esses eixos, tem a dire¢ao do raio do cilindro. Como a curva geradora
da casca € uma reta paralela ao eixo, o raio de curvatura do meridiano | € infi-
nito (curvatura nula) e o raio de curvatura do paralelo 7, = a.

Figura 3.10: Elemento de casca cilindrica
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Por razdes de simetria, ndo ha forgas tangenciais Ny, = Ny, s6 havendo
forcas tangenciais Q. Ainda por simetria, ndo ha momentos de tor¢do M,, = M,,,
e o momento fletor M,, tem que ser constante ao longo da circunferéncia. Das 6
equagdes de equilibrio em 3D, restam apenas 3:

dN,
ZFx 0 = —Ladxdo (3.8)

d
Z E =0 dex adxd6 + Nydxd6 + pydxdd

M,
Z My = 0= =2 adxdo - Q.adxdo

A primeira equacdo de (3.8) implica em que N, ¢ constante, e facilmente
determinavel na pratica, ndo afetando o célculo dos momentos, podendo ser con-
siderada nula nas derivacdes que se seguem. Restam

do, 1
dx TalNe =Py (3.9)
dM,

dx - Qx =0

duas equagoes e trés incognitas. Para solugdo, considera-se os deslocamentos no
sentido longitudinal u e o no sentido radial w, segundo Fig. 3.11.

Figura 3.11: Deslocamento radial da casca
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As deformagdes nesses dois sentidos sao

du w
Ex = dx €&y = T a (3.10)

levando, por meio da Lei de Hooke, a

du w
= 'g (3.11)
Da segunda equagao de equilibrio

Etw (3.12)

Por simetria, nao ha variagdo na curvatura na direcao circunferencial. Ja a
. ~ . . , de . ~ .
curvatura na dire¢ao longitudinal ¢ == Lembrando as consideragdes feitas na
dedugido das expressdes dos momentos fletores em placas planas, chega-se a

My = vM, (3.13)

d*w Et3
My = —D — D= — M 3.14
0 iz onde 12(1 —v2) 3.19)

Retornando as equagdes de equilibrio (3.9), e supondo a espessura ¢ cons-
tante, obtém-se

d*w p Et 3(1 —v?)

4. _ N _ _
dx* T ABTw = D onde b= 4a2D  a?t?

(3.15)

A Eq. (3.15) ¢ a equacgdo diferencial que rege o problema. A solugdo geral
padrao para esse tipo de equacdo diferencial ¢ a soma da solugdo homogénea
com a particular:

w = eP*(C; cos B x + Cysenfx) + e P*(C3 cos B x + Cusenfx) + f(x) (3.16)

Na Eq. (3.16) as constantes saem das condigdes de contorno geométricas nas
extremidades do cilindro.
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4.1 Exemplos

4.1.1 Casca cilindrica

Verificar que a solu¢do do exemplo 3.2. atende a Eq. 3.15.

4.1.2 Momento e forca cortante distribuidos na borda de uma casca
cilindrica

Considera-se a Fig. 3.12, representando um carregamento composto de
momento fletor por unidade de comprimento M (Nm/m) e for¢a cortante por
unidade de comprimento O, (N/m) uniformemente distribuidos no perimetro
da extremidade de uma casca cilindrica longa, ndo pressurizada interiormente
(py = 0), implicando que ndo ha solugdo particular f(x) na Eq. (3.16).

IQL
(\ M,
()
C; AJJJ
Y
o,

Figura 3.12: Casca cilindrica com momentos e forgas por unidade na borda

Como fisicamente em cascas finas 0 momento fletor deve diminuir rapida-
mente com a varidvel x, € necessario que C, = C, = 0, restando

w = e B*(C5 cos B x + Cysenfx)

No contorno

d?w
(Mg)y=o = =D axZ = M,
x=0

dM, d3w
(Q Jx=0 = ( ™ ) =-D (E) =Qo
x=0 =0

121



Chapas, placas e cascas: na engenharia aeroespacial

resultando
1 M,
C3:_2ﬁ—3D(Q°+M°) C4:2,3—ZD
e
e Px
w = 25°D [BM,(senBx — cos B x) — Qg cos B x]

E simples verificar, plotando em uma planilha EXCEL, por exemplo, ou no
MATLAB, que o valor maximo ¢ obtido na borda carregada x = 0 e vai dimi-
nuindo rapidamente ao longo desse eixo.

5. ELEMENTOS FINITOS PARA CASCAS DE REVOLUCAO

Muitos problemas tridimensionais no campo da engenharia apresentam
simetria ao redor de um eixo de rotagdo, tanto em sua geometria como nas con-
di¢des de contorno e cargas aplicadas.

Esses problemas sdo conhecidos como axissimétricos. Eles podem ser ana-
lisados de maneira mais simples como um caso bidimensional no plano 7z, em
que r ¢ o raio e z a coordenada longitudinal. Os resultados sao equivalentes a res-
posta global do sélido de revolugdo. A Figura 3.13 mostra um solido de revolugao
sujeito a cargas distribuidas simétricas com respeito ao eixo vertical Z indicando
a simplificagdo realizada para analise pelo MEF como um caso bidimensional.

Ll

[

z(+)

r(+)

Figura 3.13: Estrutura genérica com simetria axial
Fonte: Guallichico S. F. R., & Macas V. X. O. (2010).
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Vantagens:

» malhas de elementos finitos mais simples.
* redugdo significativa do numero de graus de liberdade.
* diminuicao substancial do tempo de resolugdo do sistema de equagdes.

* maior facilidade de interpretagdo de resultados.

5.1 Mecanica de solidos axissimétricos

5.1.1 Deslocamentos e deformacées

Em um sélido que cumpre com as condi¢des para ser modelado como um
solido de revolugdo, o movimento de um ponto qualquer localizado na sec¢do
carateristica de revolucao pode ser perfeitamente definido pelas componentes de
deslocamento radial u e axial w, como mostra a Figura 3.14.

{u} = {u(r’ Z)} (3.17)

w(r, z)

O vetor das deformagdes de um ponto, neste caso, tem as seguintes componentes:

¢,: deformacao radial.
&, deformacao axial.

&y. deformagao circunferencial.

Pl S

V... deformacgao tangencial.

Figura 3.14: Elemento diferencial circunferencial
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Analisando a Figura 3.14 pode-se ver que a deformagao radial tem a forma:

1 +(’)ud _Ou
sr—dr u p r—u =5 (3.18)

De maneira semelhante, a deformagdo axial ¢ dada pela relagao

1 awd _ 0w
SZ_E W+E zZ— W _E (319)

Por outro lado, a deformagao circunferencial esta estreitamente relacionada
com a deformacao radial, expressando-se da forma:

_(r+u)d0—rd9_r

_ 3.20
rdf u ( )

€o

De acordo com estas 3 equagdes, pode-se escrever o vetor de deformagdes:

( OJu )
ar
&r u (3.21)
{e} = e, (= X aw >
Yrz 0z
Ju N ow
\dz Or/
ou
{e} = [L1{u} (3.22)

Para este caso, a matriz de operadores diferenciais [L] teria a forma:

5 .
ar
! (3.23)
L =|" '
0 3
a 0
Lldz Or
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5.1.2 Tensoes

As tensdes nao nulas, correspondentes as deformagdes nao nulas, sdo mos-
tradas em um elemento diferencial sujeito ao estado de tensdes mostrado na
Figura 3.15.

~

Figura 3.15: Tensdes atuando sobre um elemento diferencial de um sdlido de revolucdo

Entdo o vetor do campo de tensdes tem a forma:

3.24
(@1 =1 o 029

onde o,, g,, 0y, T,, SA0, respectivamente, as tensoes radial, axial, circunferencial
e tangencial.

5.1.3 Equacéo constitutiva

Considerando um material isotropico e homogéneo, cujo comportamento
se encontra na regiao linear (lei de Hooke), a equacao constitutiva tem a forma:

{0} = [D]{e} (3.25)
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Em consequéncia, tem-se:

o, 1-v Y Y 0 €,
o E 9 1-v 9 0
ol = 9 9 1-v 0 K2V 32
0z 1+v)1-2v) 1—=2v &z )
TTZ 0 0 0 VT’Z
2
onde [D], a matriz de propriedades do material para o caso bidimensional é:
1-v v v 0
E 9 1-v v 0
[D] = 9 9 1-v 0 (3.27)
1+v)(1-2v) 1—=2v
0 0 0 >

5.2 Discretizacao por elementos finitos

Supdem-se, agora, que o dominio do sélido foi discretizado em elementos
pequenos, porém finitos. O vetor de deslocamentos nodais para um elemento
bidimensional de M nos ¢ dado pela equagao

)

4] = ) 429

Um
[WM

Adota-se uma matriz de funcdes de forma para este elemento, ordenadas

na forma:
L (A I B |

permitindo chegar a um campo de deslocamentos aproximado da forma:

M
u(r,z) = Z N; (r, 2)y; (330)
i=1 ‘

M
w(r,z) = N; (r, z)w;
2
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ou, em forma matricial:

i) =0

251
Wl]

A Y N e A

Uy
WM]

(3.31)

Do produto da matriz de operadores diferenciais pela matriz de funcdes de
forma, resulta a matriz gradiente de deformacao [B]

- a 0 -
or
1 (3.32)
_ _|r Ny O ]
m=mm=|" o[y vl [0 w0 N,
0 —
0z
a d
L0z Or
que também pode ser expressa na forma:
(TONy [ON, 1 [ONy I
—_ — 0 — 0
Jar Jar or (333)
N N. N, :
RN N Sl R
[B] = 4 N, . aN, . Ny
0z 0z 0z
dN; ONy{| |ON, ON, dNy 0Ny
\Lgz ord Loz or/ L9z or V
permitindo a aproximacao para as deformacoes:
e=LU=LNU® =BU® (3.34)
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(TON; 1 [ON, ] [ON,, T
> Olla o )
N. N N w
2 o= o ML w1 | 335
=1 r LT Y
o M| oM o N[
0z 0z 0z [uM
aN]_ aN]_ aNZ aNz aNM aNM WM J
\Lgz ord Loz or L 0z or V

Da aproximagao do campo de deformacdes resulta a aproximacao do campo
de tensoes:

{o} = [D][B][U“] (3.36)

A seguir, pela aplicagdo de um principio fisico, como o do minimo da
Energia Potencial Total ou dos Trabalhos Virtuais, ou uma técnica matematica
de minimizagao de residuos, como a de Galerkin, chega-se a matriz de rigidez
do elemento.

Essa matriz contém a resposta interna do sistema que equilibra as solicitacdes
externas. Sendo assim, a matriz de um elemento genérico ¢ dada pela expressao:

[k(e)]—J [B]"[D][B] dV© M, = Ddzw
V@ o dx? (3.37)
e D = Et3
onae T =120 —v?)
com
AV = 2rdrdamy = - 2
= 2nrdrdzMg = T2
de D= Et3
onae ¥ =10 —v?)
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Assim, a matriz de rigidez do elemento tera a forma:

d2
[k(e)] = 27'[J [B]T[D][B] T'dT'dZM@ = —Dd—vzv
o x (3.38)
de D= Et3
ot T ERa -

A integragdo explicita desta ultima expressao nao ¢ recomendada devido a
sua complexidade. Geralmente, ¢ utilizada a técnica de integragdo numérica de
Gauss, a qual se efetua em pontos especificamente determinados para o elemento
finito em questdo. Uma outra forma de fazer este calculo de forma aproximada ¢
avaliar a matriz [B] no centroide do elemento com o qual as matrizes da integral
se transformam em constantes e a matriz de rigidez aproximada ¢ expressa por:

[k(©] = 2rrA[B]"[D][B] (339)

onde 2mrA é o volume do elemento axissimétrico.

A matriz do elemento ¢ quadrada e simétrica, de dimensdes nxn, em que n
¢ o produto dos graus de liberdade por né do elemento pelo numero de nos M.

No caso dinamico, as matrizes de massa dos elementos podem ser obtidas a
partir do vetor de velocidades aproximadas obtidas pela derivagdo no tempo do
vetor de deslocamentos aproximado.

No passo seguinte, ¢ feito o chamado “espalhamento” em que os coeficien-
tes das matrizes dos elementos sdo adicionados as matrizes de rigidez e massa
globais da estrutura nas posi¢des dadas pela conectividade previamente definida
no modelo.

Ao final, a solucdo das equacdes de equilibrio global fornece os desloca-
mentos nodais dos quais se podem determinar os deslocamentos, deformagoes ¢
tensdes no interior dos elementos.
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ANEXO:
PROGRAMAS EM MATLAB

Apresenta-se, a seguir, listagens de implementacao, em linguagem MATLAB,
de alguns programas computacionais para analise de Chapas, Placas e Cascas.

Textos precedidos pelo simbolo % sdo comentarios, ignorados pelos progra-
mas, ou linhas que ndo se aplicam ao exemplo em questao.

Os exemplos podem, também, ser adaptados, com os devidos cuidados, para
uso dos programas livres SCILAB e OCTAVE, similares ao MATLAB.
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A.1 CHAPAS: ELEMENTO FINITO TRIANGULAR FUNCOES LINEARES

Programa para andlise estatica linear de uma chapa em Estado Plano de
Tensoes, discretizada com elementos finitos triangulares, fungdes de interpola-
¢ao lineares, resultando tensdes constantes no interior dos elementos.

Trata-se de uma chapa retangular de espessura unitdria, altura 2 m e com-
primento 4 m, médulo de elasticidade 100000 Pa, coeficiente de Poisson 0,3.
A chapa esta em balanco, fixa na extremidade esquerda e livre na direita, onde
¢ solicitada por cargas axiais que perfazem uma for¢ca normal 1000 N. Ela ¢
discretizada em 10 elementos triangulares.

%nome do arquivo MEF chapa elemento_triangular.m
%programa de EF para chapas planas com elementos triangulares
%funcdes de forma lineares - tensdes constantes
% Prof Reyolando Brasil - abril/2016
%
cle
clear
%entrada de dados
%
%dimensdes do problema
%
nno=10;%numero de nos
nglpn=2;%numero de graus de liberdade por no6
nds=nno*nglpn; %numero de deslocamentos do sistema
nel=8;%numero de elementos
nnel=3; %numero de nods por elemento
ndpel=nnel*nglpn;%niumero de deslocamentos por elemento
%
%coordenadas X Y dos nos
%
gcoord=[0.0 0.0;0.0 1.0;1.0 0.0;1.0 1.0;2.0 0.0;

2.0 1.0;3.0 0.0;3.0 1.0;4.0 0.0;4.0 1.0];

%
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%conectividade por elemento (numeracao dos nds de cada elemento)
%
nodel=[1 3 4;1 4 2;356;364;578;586;7910;7 10 8];
%
% matriz de nimero de graus de liberdade por n6
%
LN=zeros(nno,nglpn);
%
%condigoes de contorno (n. de no restrito e diregdes restritas ou livres)
%
LN(1,)=[1 1];
LN(2,)=[1 0];
%
%dados fisicos dos elementos (esp., mod. elasticidade e coef.de Poisson)
%
t=1; EM=100000.0; nu=0.3;
%
%determinagdo das matrizes
%
%matriz LN
%
ngl=0;ngr=nds;
for i=l:nno
for j=l:nglpn
if (LN(1,j)==0)
ngl=ngl+1;
LN(,j)=ngl;
else
LN(i,j)=ngr;
ngr=ngr-1;
end
end
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end
nr=nds-ngl;
%
%inicializacdo de matrizes ¢ vetores
%
K=zeros(nds,nds);
p=zeros(nds,1);
P=zeros(nds,);
E=zeros(3,3);
Tens=zeros(nel,3);
q=zeros(6,1);
%
% vetor de carregamento P
%
P(LN(9,1))=500;
P(LN(10,1))=500;
%
%introduzir aqui recalques de apoio
%
%matriz constitutiva Estado Plano de Tensoes
%
E=EM/(1-nu”2)*[1 nu O;nu 1 0;0 0 (1-nu)/2];
%
%matriz constitutiva Estado Plano de Deformacodes
%
%E=EM*(1-nu)/(1+nu)/(1-2*nu)*[1 nu/(1-nu) O;
%  nu/(1-nu) 1 0;0 0 (1-2*nu)/2/(1-nu)];
%
%matrizes de rigidez
%
for iel=1:nel
for j=1:nnel
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nd(j)=nodel(iel,));
end
xa=gcoord(nd(1),1);ya=gcoord(nd(1),2);
xb=gcoord(nd(2),1);yb=gcoord(nd(2),2);
xc=gcoord(nd(3),1);yc=gcoord(nd(3),2);
%
%area do triangulo
%
am=[1 xa ya;l xb yb;1 xc ycJ;
A=0.5*det(am);
%
% matriz B=LN
%
B=1/2/A*[yb-yc 0 yc-ya 0 ya-yb 0;0 xc-xb 0 xa-xc 0 xb-xa;...
xc-xb yb-yc xa-xc yc-ya xb-xa ya-yb];
%
% matriz de rigidez do elemento k
%
k=A*t*B’*E*B;
%
%soma na matriz de rigidez do sistema
%
k1=0;
for n=1:nnel
kl=klI+1;
d(kl)=LN(nd(n),1);
kl=kI+1;
d(kl)=LN(nd(n),2);
end
for i=1:ndpel
for j=l:ndpel
K(d(1),d(j)=K(d(1),d(j)+k(.);
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end
end
end
%
% solugdo do sistema: calculo dos deslocamentos
%
disp(‘deslocamentos’)
p(1:ng)=K(1:ngl,1:ng)\(P(1:ngl)-K(1:ngl,ngl+1:nds)*p(ngl+1:nds))
%
%calculo das reagdes de apoio
%
disp(‘Esfor¢os Nodais inclusive reagdes de apoio’)
P(ngl+1:nds)=K(ngl+1:nds,l:ngl)*p(1:ngl)+K(ngl+1:ngl+1,ngl+1:ngl+1)...
*p(ngl+1:nds)
%
%tensoes
%
disp(‘tensdes nos elementos’)
disp(‘sigma_x, sigma_y, tau_xy’)
for iel=1:nel
for j=l:nnel
nd(j)=nodel(iel,));
end
xa=gcoord(nd(1),1);ya=gcoord(nd(1),2);
xb=gcoord(nd(2),1);yb=gcoord(nd(2),2);
xc=gcoord(nd(3),1);yc=gcoord(nd(3),2);
%
%area do triangulo
%
am=[1 xa ya;1 xb yb;1 xc ycJ;
A=0.5*det(am);
%
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% matriz B=LN
%
B=1/2/A*[yb-yc 0 yc-ya 0 ya-yb 0;0 xc-xb 0 xa-xc 0 xb-xa;...
xc-xb yb-yc xa-xc yc-ya xb-xa ya-yb];
%
kI=0;
for n=1:nnel
kl=klI+1;
d(kD)=LN(nd(n),1);
kl=kl+1;
d(kl)=LN(nd(n),2);
end
for i=l:ndpel
q()=p(d(®));
end
tau=E*B*q;
Tens(iel,))=tau’;
end
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A.2 CHAPAS: ELEMENTO FINITO RETANGULAR (ARGYRIS), ESTATICA

Programa para andlise estatica linear de uma chapa em Estado Plano de
Tensoes, discretizada com elementos finitos retangulares, fungdes de interpola-
¢do quadraticas, resultando tensdes variaveis no interior dos elementos.

Trata-se de uma chapa retangular horizontal de espessura unitaria, altura 2
m e comprimento 4 m, médulo de elasticidade 100000, coeficiente de Poisson
0,3. A chapa estd em balanco, fixa na extremidade esquerda e livre na direita,
onde ¢ solicitada por carga vertical de 1000.

O programa esta equipado com um gerador de malha simples para facilitar
a entrada de dados. A chapa ¢ dividida em 16 elementos na dire¢do do compri-
mento e em 4 elementos na dire¢do da altura, perfazendo 64 elementos finitos
quadrados de 0,5 m x 0,5 m.

%nome do arquivo MEF chapa elemento retangular ger.m
%programa de EF para chapas planas com elementos retangulares
%Baseado em Argyris 1954

% Prof Reyolando Brasil - abril/2018

%

cle

clear

%entrada de dados

%

%gerador de malha elemento retangular

%Prof. Reyolando Brasil - abril 2018

%dimensoes do retangulo

compr=gs;

alt=2;

%divisoes

ndx=16;ndy=4;

nno=(ndx+1)*(ndy+1);%numero de nos
dx=compr/ndx;dy=alt/ndy;

%geracao das coordenadas

gcoord=zeros(nno,2);
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x=0;y=0;k=0;
for i=l:ndx+1
for j=l:ndy+1
k=k+1;
gcoord(k,1)=x;gcoord(k,2)=y;
y=y+dy;
end
y=0;
x=x+dx;
end
%
%geracao da conectividade dos elementos
%
nel=ndx*ndy;%numero de elementos
nodel=zeros(nel,4);
kel=0;kaux=0;
for i=1:ndx
for j=l:ndy
kaux=kaux+1;
kel=kel+1;
nodel(kel,l)=kaux-+ndy-+2;nodel(kel,2)=kaux+1;
nodel(kel,3)=kaux;nodel(kel,4)=kaux+ndy+1;
end
kaux=kaux-+1;
end
%dimensao do problema
%
nglpn=2;%numero de graus de liberdade por no

nds=nno*nglpn; %numero de deslocamentos do sistema

nnel=4; %numero de nos por elemento

Anexo: Programas em MATLAB

ndpel=nnel*nglpn;%numero de deslocamentos por elemento

%
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% matriz de numero de graus de liberdade por no
%
LN=zeros(nno,nglpn);
%
%condicoes de contorno (n. de no restrito ¢ diregdes restritas ou livres)
%engaste de viga em balanco
for i=k-ndy:k
LNQ@,)=[-1 -1];
end
%
%dados fisicos dos elementos (esp., modulo elasticidade e coef.de Poisson)
%
t=1; EM=1000000.0; nu=0.3;
EL=EM/(1-nu*nu); G=EM/2/(1+nu);
E=EL*[1 nu O;nu 1 0;0 0 (I-nu)/2];

%

%determinagao das matrizes
%

%matriz LN

%

ngl=0;

for i=l:nno

for j=I:nglpn
if LN(,j)==0
ngl=ngl+1;
LN(i,j)=ngl;
end
end
end
ngr=ngl;
for i=1:nno

for j=1:nglpn
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1f LN(1,j)<0
ngr=ngr+1;
LN(i,j)=ngr;
end
end
end
%
%inicializacao de matrizes e vetores
%
K=zeros(nds,nds);
p=zeros(nds,1);
P=zeros(nds,1);
Tens=zeros(nel,3);
q=zeros(8,1);
%
% vetor de carregamento P
%carga vertical na extremidade livre de viga em balanco
V=-1000;
for i=l:ndy+1
P(LN(1,2))=V/(ndy+1);
end
%
%introduzir aqui recalques de apoio
%
%matrizes de rigidez dos elementos
%
for iel=1:nel
for j=1:nnel
nd(j)=nodel(iel,j);
end
xa=gcoord(nd(1),1);xb=gcoord(nd(2),1);
yb=gcoord(nd(2),2);yc=gcoord(nd(3),2);
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%

%dimensoes do retangulo

%

%

a=(xa-xb)/2;b=(yb-yc)/2;

%constantes

%

cl=EL*t*b/3/a;c2=cl/2;c3=EL*t*nu/4;
c4=G*t*a/3/b;c5=c4/2;c6=G*t/4;

kd(1,1)=cl;kd(1,2)=c3;kd(1,3)=-cl;kd(1,4)=c3;kd(1,5)=-c2;k-

d(1,6)=-c3;kd(1,7)=c2;kd(1,8)=-c3;

%

kd(2,2)=cl;kd(2,3)=-c3:;kd(2,4)=c2:kd(2,5)=-c3:;kd(2,6)=-c2:kd(2,7)=c3;kd(2,8)=-cl,
kd(3,3)=cl;kd(3,4)=-c3;kd(3,5)=c2;kd(3,6)=c3;kd(3,7)=-c2:kd(3,8)=c3;
kd(4,4)=cl;kd(4,5)=-c3;kd4,6)=-c1;kd(4,7)=c3;kd(4,8)=-c2;
kd(5,5)=cl;kd(5,6)=c3;kd(5,7)=-c1;kd(5,8)=c3;
kd(6,6)=cl;kd(6,7)=-¢c3;kd(6,8)=c2;

kd(7,7)=cl;kd(7,8)=-c3;

kd(8,8)=cl;

ks(1,1)=c4;ks(1,2)=c6;ks(1,3)=c5;ks(1,4)==-6¢c;ksl(5,)-

-c5:ks(1,6)=-c6;ks(1,7)=-c4;ks(1,8)=c6;

%

%

ks(2,2)=c4:ks(2,3)=c6;ks(2,4)=-c4;ks(2,5)=-c6;ks(2,6)=-c5;ks(2,7)=-c6;ks(2,8)=c5;
ks(3,3)=c4;ks(3,4)=-c6;ks(3,5)=-c4;ks(3,6)=-c6;ks(3,7)=-c5;ks(3,8)=c6;
ks(4,4)=c4;ks(4,5)=c6;ks(4,6)=c5;ks(4,7)=c6;ks(4,8)=-c5;
ks(5,5)=c4:;ks(5,6)=c6;ks(5,7)=c5;ks(5,8)=-c6;
ks(6,6)=c4:;ks(6,7)=c6;ks(6,8)=-c4;

ks(7,7)=c4;ks(7,8)=-c6;

ks(8,8)=c4;

k=kd-+ks;

%simetria
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%
for i=2:8
for j=1:i-1
k(1,))=k(j,1);
end
end
%
%soma na matriz de rigidez do sistema
%
kI=0;
for n=1:nnel
kl=klI+1;
d(kl)=LN(nd(n),1);
kl=kl+1;
d(kl)=LN(nd(n),2);
end
for i=1:ndpel
for j=1:ndpel
K(d(1),d()=K(d(1),d(j)+k(,));
end
end
end
%
% solucao do sistema: calculo dos deslocamentos
%
disp(‘deslocamentos’)
p(I:ngl)=K(1:ngl,I:ng)\(P(1:ngl)-K(1:ngl,ngl+1:nds)*p(ngl+1:nds));
disp(p)
%
%calculo das reagdes de apoio
%

disp(‘Esfor¢os Nodais inclusive reacoes de apoio’)
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P(ngl+1:nds)=K(ngl+1:nds,1:ngl)*p(1:ngl)+K(ngl+1:ngl+1,ngl+1:ngl+1)...
*p(ngl+1:nds);
disp(P)
%
%
%Tensoes
%
disp(‘Tensoes no pto central dos elementos’)
disp(‘sigma_x, sigma y, tau xy’)
for iel=1:nel
for j=1:nnel
nd(j)=nodel(iel,));
end
xa=gcoord(nd(1),1);xb=gcoord(nd(2),1);
yb=gcoord(nd(2),2);yc=gcoord(nd(3),2);
%
% dimensoes do retangulo
%
a=(xa-xb)/2;b=(yb-yc)/2;
%
% constantes
%
ca=l1/4/a;cb=1/4/b;
% matriz B=L*N calculada no centro do elemento x=y=0
%
B=[ca0-ca0-ca0ca0;0cb0cb0-cbO0-cb;cb cacb-ca-cb-ca-cb cal;
%
k1=0;
for n=1:nnel
kl=kl+1;
d(kD)=LN(nd(n),1);
kl=kl+1;
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d(k)=LN(nd(n),2);
end
for i=1:ndpel
q()=pd());
end
tau=E*B*q;
Tens(iel,:)=tau’;
end
disp(Tens)
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A.3 CHAPAS: ELEMENTO FINITO RETANGULAR, FREQUENCIAS E MODOS

Programa para determinagdo de frequéncias ¢ modos de vibragao de uma
chapa discretizada com elementos finitos retangulares, com matriz de massas
nao consistente.

Considere-se a mesma chapa quadrada da Fig. 1.24, de espessura, compri-
mento e largura unitarios. Também se adota médulo de elasticidade 15, coefi-
ciente de Poisson 0,25 e densidade 1.

A chapa seré dividida em somente um elemento retangular, como mostrado
na Figura 1.24.

Pede-se determinar as duas frequéncias de vibragdo livre e respectivos
modos de vibragao.

%nome do arquivo MEF chapa_elemento retangular FREQ.m
%programa de EF para chapas planas com elementos retangulares
%frequencias e modos de vibracao

%Baseado em Argyris 1954

% Prof Reyolando Brasil - janeiro 2019

%

cle

clear

%entrada de dados

%

%dimensoes do problema

%

nno=4;%numero de nos

nglpn=2;%numero de graus de liberdade por no
nds=nno*nglpn; %numero de deslocamentos do sistema
nncr=4;%numero de nds com restricoes

nel=1;%numero de elementos

nnel=4; %numero de nos por elemento
ndpel=nnel*nglpn;%numero de deslocamentos por elemento

%

148



Anexo: Programas em MATLAB

%coordenadas X Y dos nos

%

gcoord=[0 0;1 0;1 1;0 1];

%

%conectividade por elemento (n. dos nos de cada elemento)
%

nodel=[1 2 3 4];

%

% matriz de numero de graus de liberdade por no
%

LN=zeros(nno,nglpn);

%

%condicoes de contorno (n. de no restrito e direcoes restritas ou livres)
%

LN(1,)=[-1 -1];

LNQ2,)=[-1 -1];

LN(3,)=[0 -1];

LN(,)=[0 -1];

%

%dados fisicos dos elementos: esp., modulo elasticidade, coef.de
%DPoisson,densidade

%

t=1; EM=15;nu=0.25;rho=1;

EL=EM/(1-nu*nu);G=EM/2/(1+nu);

E=EL*[1 nu O;nu 1 0;0 0 (I-nu)/2];

%

%determinacao das matrizes
%

%matriz LN

%

ngl=0;

for i=l:nno
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for j=l:nglpn

if LN(,j)==0
ngl=ngl+1;
LN(,j)=ngl;
end
end
end
ngr=ngl;
for i=l:nno

for j=I:nglpn
if LN(1,j)<0
ngr=ngr+1;
LN(1,j)=ngr;
end
end
end
%
%inicializacao de matrizes e vetores
%
K=zeros(nds,nds);
M=zeros(nds,nds);
%
%matrizes de rigidez e massa dos elementos
%
for iel=1:nel
for j=1:nnel
nd(j)=nodel(iel,));
end
xa=gcoord(nd(1),1);xb=gcoord(nd(2),1);
yb=gcoord(nd(2),2);yc=gcoord(nd(3),2);
%
%dimensoes do retangulo
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%
a=(xa-xb)/2;b=(yb-yc)/2;

%

%constantes
cl=EL*t*b/3/a;c2=cl/2;c3=EL*t*nu/4;
c4=G*t*a/3/b;c5=c4/2;c6=G*t/4;

%
kd(1,1)=cl;kd(1,2)=c3;kd(1,3)=-cl;kd(1,4)=c3;kd(1,5)=-c2;k-

d(1,6)=-c3;kd(1,7)=c2;kd(1,8)=-c3;
kd(2,2)=cl;kd(2,3)=-c3;kd(2,4)=c2;kd(2,5)=-c3;kd(2,6)=-c2;kd(2,7)=c3;kd(2,8)=-cl;
kd(3,3)=cl;kd(3,4)=-c3;kd(3,5)=c2;kd(3,6)=c3;kd(3,7)=-c2;kd(3,8)=c3;
kd(4,4)=cl;kd4,5)=-c3;kd(4,6)=-cl;kd(4,7)=c3;kd(4,8)=-c2;
kd(5,5)=cl;kd(5,6)=c3;kd(5,7)=-cl;kd(5,8)=c3;
kd(6,6)=cl;kd(6,7)=-c3;kd(6,8)=c2;
kd(7,7)=cl;kd(7,8)=-c3;
kd(8,8)=cl;

%
ks(l,1)=c4;ks(1,2)=c6;ks(1,3)=c5;ks(1,4)==-6c¢c;ksl(5,)-

-c5;ks(1,6)=-c6;ks(1,7)=-c4:;ks(1,8)=c6;
ks(2,2)=c4:ks(2,3)=c6;ks(2,4)=-c4;ks(2,5)=-c6:ks(2,6)=-c5;ks(2,7)=-c6:ks(2,8)=Cc5;
ks(3,3)=c4;ks(3,4)=-c6;ks(3,5)=-c4;ks(3,6)=-c6;ks(3,7)=-c5;ks(3,8)=c6;
ks(4,4)=c4:;ks(4,5)=c6;ks(4,6)=c5;ks(4,7)=c6;ks(4,8)=-c5;
ks(5,5)=c4:;ks(5,6)=c6;ks(5,7)=c5;ks(5,8)=-c6;
ks(6,6)=c4:;ks(6,7)=c6;ks(6,8)=-c4;
ks(7,7)=c4;ks(7,8)=-c6;
ks(8,8)=c4;

%
k=kd+ks;

%

%simetria

%
for i=2:8
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for j=1:i-1
k(i) =k (i)
end
end
%
%matriz de massa simplificada do elemento m
m=rho*a*b/4*eye(8)
%
%soma na matriz de rigidez e de massa do sistema
%
kl=0;
for n=Il:nnel
kl=kl+1;
d(kD)=LN(nd(n),1);
kl=kl+1;
d(kl)=LN(nd(n),2);
end
for i=1:ndpel
for j=l:ndpel
K(d(1).d(7)=K(d(D),d(j))+k(1,));
M(d(D).d()=Md(i),d(j)y+mi);
end
end
end
%
KLL=K(I:ngl,1:ngl)
MLL=M(1:ngl,1:ngl)
%
% solucao do problema de autovalores e autovetores
%
[v,d]=eig(KLL,MLL);
%
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disp(‘Frequencias, em rad/s’)
for i=l:ngl
sqrt(d(i,i))
end
%
% modos de vibracao
%
for i=l:ngl
const=v(l,1);
for j=l:ngl
v(Jj,1)=v(j,1)/const;
end
end

disp(‘modos de vibracao’)
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A.4 PLACAS RETANGULARES: DIFERENCAS FINITAS, ESTATICA

Programa para andlise estética linear de uma placa fina, discretizada pelo
Me¢étodo das Diferencas Finitas.

Trata-se de uma placa retangular de espessura 2 cm, comprimento 3 m,
largura 2 m, médulo de elasticidade 200 GPa, coeficiente de Poisson 0,3. A placa
engastada nas faces paralelas ao comprimento e simplesmente apoiada nas para-
lelas a largura. O carregamento ¢ uniformemente distribuido, 2 kN/m* A malha
adotada tem 4 divisdes em ambas as diregdes.

% placas retangular 3x2m

% diferengas finitas

% Prof. Reyolando Brasil 22 abril 2017

%

cle

clear

%

Y%propriedade fisicas

%

a=3;b=2;%dimensoes do retangulo
EM=200¢6;t=0.02;nu=0.3;p=2;
D=EM*t"3/(12*(1-nu”2));pdD=p/D;

%

%geracao da malha

%

nd=4;

npl=nd+1;

np3=nd+3;%ntmero de n6s da malha expandida em cada direcao
neq=(nd-1)"2;%numero de equacdes a resolver
hx=a/nd;hy=b/nd;hx4=hx*hx*hx*hx;hy4=hy*hy*hy*hy;hx2hy2=hx*hx*hy*hy;
%

%inicializacao

%
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A=zeros(np3*np3,np3*np3);%niumero de nds da malha = np3*np3

B=zeros(np3*np3,1);
kk=zeros(neq,1);
aa=zeros(neq,neq);
bb=zeros(neq,1);

%

%geracao das equagdes de diferencas finitas para os nds internos

%

m=0;

for i=3:npl % niimero da linha
k=(@-1)*np3+2;

for j=3:npl %numero da coluna

k=k+1;m=m+1;kk(m,l)=k;%numero do n6

A(k,k-2)=1/hx4;
A(k,k-1)=-4/hx4-4/hx2hy2;
A(k,k+1)=-4/hx4-4/hx2hy2;
A(k,k+2)=1/hx4;
A(k,k)=6/hx4+6/hy4+8/hx2hy2;
A(k+2*np3,k)=1/hy4;
A(k+np3,k)=-4/hy4-4/hx2hy2;
A(k-np3,k)=-4/hy4-4/hx2hy?2;
A(k-2*np3,k)=1/hy4;
A(k+np3,k+1)=2/hx2hy2;
A(k+np3,k-1)=2/hx2hy2;
A(k-np3,k+1)=2/hx2hy2;
A(k-np3,k-1)=2/hx2hy2;
B(k,1)=pdD;
end
end
%

%condicdes de contorno: isup, iinf, iesq, idir

%



Chapas, placas e cascas: na engenharia aeroespacial

%codigo: -1=apoiado; 1=engastado
%
isup=l;iinf=-1;iesq=-1;idir=-1;
%
%bordo superior
%
k=2*np3+2;
for j=3:npl
k=k+1;
A(k,k)=A(k,k)+isup*A(k-2*np3,k);
end
%
%pbordo inferior
%
k=nd*np3+2;
for j=3:npl;
k=k+1;
A(k.k)=A(k,k)+iinf*A(k+2*np3,k);
end

o\°

%bordo esquerdo

k=2*np3+3;

for 1=3:npl
A(k,k)=A(k,k)+iesg*A(k,k-2);
k=k+np3;

end

sbordo direito

k=3*np3-2;

for 1=3:npl
A(k,k)=A(k,k)+idir*A(k,k+2);
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k=k+np3;

end

o\

fmontagem sistema de equacdes
for i=l:neq
for j=l:neqg
aa(i,J)=A(kk(i),kk(3));
end
bb(i)=B(kk(1));

end

o°

%solucdo do sitema

o)
°

w=aa\bb;

wmax=1000*max(w)%deslocamento maximo em mm
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A.5 PLACAS RETANGULARES: DIFERENCAS FINITAS, FREQUENCIAS

Apresenta-se, a seguir, listagem de uma implementacdo, em linguagem
MATLAB, da determinacdo das frequéncias de vibracdo livre ndo amortecida
de uma placa fina, discretizada pelo Método das Diferencgas Finitas.

Trata-se de uma placa retangular de espessura 10 cm, comprimento 4 m, lar-
gura 2 m, modulo de elasticidade 25 GPa, coeficiente de Poisson 0,25, densidade
de 2500 kg/m>. A placa é simplesmente apoiada em todo seu perimetro. A malha
adotada tem 16 divisdes em ambas as diregoes.

% placa_dif fin vibra livre

% placas

% diferencas finitas

%vibracoes livres

% Prof. Reyolando Brasil 24 janeiro 2019

%

cle

clear

%

%propriedades fisicas

%

a=4;b=2;%dimensdes do retangulo
EM=250¢8;t=0.1;nu=0.25;rh0=2500;
D=EM*t"3/(12*(1-nu”2));

%

%geracao da malha

%

nd=16;%nutmero de divisdes da malha
npl=nd+1;

np3=nd+3;%numero de nds da malha expandida em cada direg¢ao
neq=(nd-1)"2;%ntmero de equagdes a resolver
hx=a/nd;hy=b/nd;hx4=hx*hx*hx*hx;hy4=hy*hy*hy*hy;hx2hy2=hx*hx*hy*hy;
%
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%inicializagao
%

Anexo: Programas em MATLAB

A=zeros(np3*np3,np3*np3);%niimero de noés da malha = np3*np3

kk=zeros(neq,1);
aa=zeros(neq,neq);
bb=zeros(neq,neq);
%

%geracao das equagoes de diferencas finitas para os nos internos

%

m=0;

for i=3:npl % ntimero da linha
k=(i-1)*np3+2;

for j=3:npl %numero da coluna

k=k+1;m=m+1;kk(m,])=k;%ntumero do n6

A(k,k-2)=1/hx4;
A(k,k-1)=-4/hx4-4/hx2hy?2;
A(k,k+1)=-4/hx4-4/hx2hy?2;
A(k.k+2)=1/hx4;
A(k,k)=6/hx4+6/hy4+8/hx2hy2;
A(k+2*np3,k)=1/hy4;
A(k+np3,k)=-4/hy4-4/hx2hy?2;
A(k-np3,k)=-4/hy4-4/hx2hy2;
A(k-2*np3,k)=1/hy4;
A(k+np3,k+1)=2/hx2hy?2;
A(k+np3,k-1)=2/hx2hy2;
A(k-np3,k+1)=2/hx2hy2;
A(k-np3,k-1)=2/hx2hy2;
end
end
%

%condicdes de contorno: isup, iinf, iesq, idir

%
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%codigo: -1=apoiado; 1=engastado

%

isup=-1;iinf=-1;iesq=-1;idir=-1;

%

%bordo superior

%

k=2*np3+2;

for j=3:npl
k=k+1;
A(k,k)=A(k,k)+isup*A(k-2*np3.k);

end

%

%pbordo inferior

%

k=nd*np3+2;

for j=3:npl;
k=k+1;
A(k.k)=A(k,k)+iinf*A(k+2*np3,k);

end

%

%pbordo esquerdo

%

k=2*np3+3;

for i=3:npl
Ak.k)=A(k,k)t+iesq*A(k,k-2);
k=k+np3;

end

%bordo direito

%

k=3*np3-2;

for i=3:npl
A(k.k)=A(k,k)+Hidir*A(k,k+2);
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k=k+np3;
end
%
%montagem sistema de equacdes
%
for i=l:neq

for j=l:neq

aa(i,j)=A(kk(1).kk()));

end
end
%
%
%solucdo do problema de autovalores e autovetores
%
lambda=eig(aa);
disp(‘Frequencias, em rad/s’)
format long

omega=sqrt(lambda*D/rho)
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