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Resumo

Este trabalho é a parte inicial de uma pesquisa mais ampla que objetiva aumentar a qualidade do calculo
das derivadas direcionais em problemas estacionarios de campo escalar, resolvidos pelo Método dos
Elementos Finitos. Neste método, a determinagdo do valor das grandezas derivadas tem precisao
reduzida, devido a metodologia de calculo envolver reducdo da ordem das funcdes usadas para a
aproximacgdo. Mostra-se aqui a base tedrica relacionada ao célculo da variavel primal e suas derivadas
direcionais, tanto no interior quanto no contorno, e resolvem-se dois problemas bidimensionais, nos quais
se demonstra a diferenca significativa de precisdo dos valores obtidos. Ressalta-se que o procedimento
exposto pode ser estendido para casos tridimensionais. Numa proxima etapa da pesquisa, um
procedimento alternativo para calculo do campo de derivadas da variavel basica, fundamentado numa
associagdo com o Método dos Elementos de Contorno sera desenvolvido.

Abstract

This work is the initial part of broader research that aims to increase the quality of the calculation of
directional derivatives in scalar field stationary problems, solved by the Finite Element Method. In this
method, the determination of the value of the derivatives has reduced precision, due to the calculation
methodology involving reduction of order in the functions used for the approximation. The theoretical basis
related to the calculation of the primal variable and its directional derivatives is shown here, both inside
and in the boundary, and two two-dimensional problems are solved, in which the significant difference in
the accuracy of the obtained values is demonstrated. It should be noted that the exposed procedure can
be extended to three-dimensional cases. In the next stage of the research, an alternative procedure for
calculating the derivative field of the basic variable will be presented based on the association with the
Boundary Element Method.
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1. |ntr0dug§0 sdo efetivamente rapidas e flexiveis. Programas
sofisticados desenvolvidos em escala comercial
Grandes desafios estdo surgindo com os avancos da permitem alteracdes Ageis em diversos aspectos: na
engenharia moderna, exigindo a aplicagao corrente de conformacédo  geométrica dos  problemas, nas
métodos numéricos na solucdo de seus problemas, que propriedades constituintes e também nas condi¢gdes de
permeiam as mais diversas areas, desde a construgéo contorno e iniciais. Nesse contexto, mesmo as
de arrojadas edificacdes até o projeto de complexos formulacdes relacionadas aos métodos numéricos ja
equipamentos mecanicos, passando por aplicacdes na consolidados também precisam ser significativamente
area do eletromagnetismo, da mecanica da fratura e melhoradas.
geofisica. Em contraposi¢do tanto aos procedimentos
analiticos de solugdo, que apresentam enormes O Meétodo dos Elementos Finitos (MEF) €, na
restricoes  matematicas, quanto  as  técnicas atualidade, o mais importante destes métodos
experimentais, que envolvem elevado custo e baseados na obtencdo de solugbes aproximadas
dispéndio de tempo (como no caso de prototipos e através de processamento computacional [1].

modelos em escala reduzida), as técnicas numéricas Fundamenta-se na ideia de discretizacdo do dominio
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em regifes menores, ou seja, grosso modo, na escolha
de partes limitadas em meio a infinidade das particulas
que compdem o sistema ou volume de controle
examinado. Nestas partes, denominadas de elementos
finitos, exige-se a obediéncia de certos requisitos
matematicos importantes, como o equilibrio, a
continuidade e outros tipos de compatibilidade ou
restricdes [2].

Existem muitos esforgos despendidos pela comunidade
cientifica na obtencdo de formulagbes do MEF mais
abrangentes, capazes de tornar o método ainda mais
atraente. Um exemplo importante consiste do
desenvolvimento das técnicas sem malha (meshless).
Tais técnicas resolvem os problemas referentes a
guestdo da conectividade, permitindo que os pontos de
discretizagdo possam ser distribuidos arbitrariamente e
cada regido se sobreponha as demais, posicionando-se
sem que exista explicitamente uma malha estruturada
com elementos. A conectividade pode ndo ser tao
significativa em problemas de pequeno porte; todavia,
nos casos tridimensionais, com extensa quantidade de
dados, a eliminagdo da conectividade € um passo
importante na reducdo do trabalho e do custo
computacional. Contudo, ainda ha outros desafios. A
questdo da precisdo dos resultados das derivadas da
variavel basica ou primal é um deles.

Uma grande parte dos problemas fisicos da engenharia
e da fisica aplicada, quando modelados
matematicamente, resulta em equagfes diferenciais
parciais de segunda ordem. Estas envolvem
necessariamente uma variavel basica ou primal e suas
derivadas espaciais. Por exemplo: num problema
escalar envolvendo temperatura, os fluxos precisam ser
calculados; num problema estrutural, expresso em
termos dos deslocamentos, requerem-se os célculos
das tensdes. No MEF, a determinagdo do valor destas
grandezas derivadas tem precisdo reduzida devido a
metodologia de célculo envolver derivadas das fungdes
usadas para a aproximacao da variavel primal [3].

Neste trabalho, que € a parte inicial de uma pesquisa
mais ampla, mostra-se a base tedrica relacionada ao
calculo da variavel primal e de suas derivadas
direcionais, tanto no interior quanto no contorno, e
resolvem-se dois problemas bidimensionais, nos quais
se compara a precisdo dos valores obtidos. Ressalta-
se que o procedimento exposto pode ser estendido
para casos tridimensionais. Numa proxima etapa da
pesquisa, um procedimento alternativo para célculo do
campo de derivadas da variavel basica sera
apresentado.

2. Equacionamento basico

S&o muito numerosos os problemas fisicos importantes
onde a variavel de interesse € uma grandeza escalar
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u(x4,x,). Nesta categoria podem ser citadas grandezas
como a temperatura, a pressdo, a entalpia, a altura
piezométrica, o potencial elétrico, a concentragdo de
uma dada substéncia etc. Na auséncia de fontes e
variagdo temporal, se o campo vetorial oriundo do
gradiente de u(xq,x;), apresenta seu divergente nulo
em todos os pontos deste dominio, o problema é
governado pela Equacdo de Laplace [1], conforme
expresso na Eq. (1), em sua forma diferencial:

szu(xsz) =0 1)

O significado de u(x;,x;) e k podem variar,
dependendo do problema fisico abordado, que
compreende um dominio fisico finito Q(X) e sua
fronteira T'(X), onde X = X(x4,%x,) que pode ser dado
por um sistema ou por um volume de controle. Nos
casos envolvendo transmissdo de calor, a Equacgéo de
Laplace representa os problemas de difusdo ou
conducdo térmica e nos exemplos, apenas por
conveniéncia, o significado de u(xy,x,) sera tomado
como temperatura e k como a constante de
condutividade térmica. Finalizando o equacionamento
bésico, para que um problema linear seja bem-posto, é
preciso apenas estabelecer condicdes de contorno
suficientes para o problema, sendo estas essenciais ou
naturais. A primeira condi¢do envolve a prescricdo da
variavel basica ou primal u e a segunda a sua derivada
normal q [4].

3. Equacdes Integrais do MEF

O MEF é deduzido a partir de uma formulag&o integral.
Tal abordagem parte do principio que € mais eficaz
obter-se uma solugdo numérica que satisfaz
globalmente requisitos como equilibrio, continuidade
etc. em partes do dominio do que efetivamente em
cada ponto deste, conforme exigem os métodos ditos
diferenciais, como o Método das Diferencas Finitas.
Neste ultimo, a equacéo diferencial de governo deve
ser obedecida ponto a ponto, e ndo de modo mediano
ou integral.

Assim, matematicamente, o ponto de partida do MEF
pode ser feito, inicialmente, a partir da postulagdo da
denominada forma integral forte associada a Equacao
de Laplace:

k [, (V2u)wdQ = 0 @

A fungcdo w(x4,x;) € uma funcdo auxiliar e seu
significado depende de cada método. Existem
interpretagbes fisicas importantes, que norteiam a
deducdo dos diferentes métodos numeéricos; assim,
para o MEF é muito comum se encontrar dedugdes do
método baseada em principios de energia, como o
principio dos trabalhos virtuais, o principio da energia
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minima e outros. Outro principio importante e muito
geral é o dos Residuos Ponderados [5], que consegue
englobar todos o0s principais métodos numéricos
segundo uma interpretacdo na qual as fungbes
w(x4,X,) sdo fungBes de ponderacdo, capazes de
minimizar os erros na aproximagao pela projecdo de
residuos num espago funcional, criado pela escolha de
w(x4,x,) € também pela aproximacédo admitida para o
campo u(xq,x;). Neste trabalho, utiliza-se outro
caminho, que parte das propriedades matematicas que
compdem a Teoria das Equagbes Integrais, que
também permite uma deducéo simples e geral tanto do
MEC e do MEF e de outras técnicas correlatas.

Assim, admitindo certos requisitos para w(xq,x;) €
usando o recurso matematico da integracéo por partes,
pode-se escrever:

kfn (VZu)wdQ = kfn V(Vuw)dQ —

3

k [, VuvwdQ,
onde esta é a forma integral fraca associada a Equacao
de Laplace. Aplicando, entdo, o Teorema da
Divergéncia no primeiro termo do lado direito da
equacao anterior:

du 0%

kf,, V(Vuw)dq = |, ( o~ an)wdr = [, qwdr  (8)

A substituicdo da Eq. (4) na Eq. (3) resulta em:

—k [, VuVwdQ + [ qwdl' =0 ®)

O termo esté associado ao fluxo de calor que envolve o
contorno e até este ponto ndo foi feita qualquer
aproximacdo, o que torna a Eq. (5) exata. A luz da
teoria de aproximacdo de fungbes, percebe-se que as
exigéncias matematicas de continuidade visando a
derivacdo na funcdo primal u(x;,x,) Se suavizaram,
pois que agora nesta se impde uma derivada de
primeira ordem.

Cabe ressaltar que as formulagBes de muitas técnicas
numeéricas de solugdo podem partir tanto da formulacéo
integral forte quanto da forma integral fraca. Sobretudo
guando se examinam tais expressdes sob o enfoque do
Método dos Residuos Ponderados, é possivel
estabelecer variantes como: o Método da Colocagéo, o
Método das Subregiées, o Método dos Momentos, o
Método de Galerkin e o Método de Minimos
Quadrados, que distinguem todos pela forma com que
se escolhe a fungdo auxiliar w(xq,x,), que toma o
significado de funcdo de ponderacdo. Todas estas
técnicas, entretanto, se baseiam na aproximacao global
do dominio Q(X) como um todo, o que se traduz em
dificuldades operacionais significativas quando se
refina o modelo discreto gerado por todas essas
técnicas numéricas. No caso do MEF, ha uma
alteracdo na filosofia da aproximacédo: ao invés de se
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elevar a quantidade de fun¢gbes ou sua ordem para,
entdo, melhorar a aproximagédo da solugéo real em todo
o dominio, se procura usar fungdes mais simples e
polinomiais apenas no nivel de subdominios — os
elementos finitos — e depois compatibiliza-los entre si
através das condi¢8es de continuidade e equilibrio.

4. Modelo discreto do MEF
4.1 Aproximagéo do campo

Considera-se o dominio Q(X) dividido em subdominios
Q¢(X) — os ja citados elementos finitos — cujas
fronteiras séo definidas por pontos nodais. No caso dos
elementos triangulares, os pontos nodais se situam nos
vértices dos triangulos, conforme mostrado na Fig. (1):

Figura 1 Malha genérica do MEF em duas dimensdes.

Q°(X)

Fonte: Préprio autor.

No MEF, admite-se que os valores de u(x,,x,) variam
espacialmente e de modo aproximado no elemento
(vide Fig. (2)), para isto considere a funcdo de
interpolagdo polinomial de ordem 1 na Eq. (6).

ue(xllxz) =ag + a1X; + axXy (6)

Figura 2 - Elemento triangular.

u(x1”, x3)

uf(xq, x5)
us(xy', x3')
Fonte: Préprio autor.

Sabendo que u¢, u§ e uf sd@o valores de nodais
conhecidos, pode-se escrever:

uf 1 x1 x|
e=(uf|=[1 x x¥||az[l=6GA @
uf 1 x" x5'|l43

Na Eqg. (7) U® e A sdo respectivamente os vetores de
potencial e dos coeficientes, enquanto G é a matriz de
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interpolagdo. Desta maneira os componentes do vetor
A podem ser encontrados através da expressao:

A =G lue (8)
Considerando G™! = D e os componentes da matriz D

iguais a D;;, a fungéo de interpolagdo u®(xy,x,) pode
ser reescrita como:

Diy Dip Dyz)uf
ub(xy,x7) = [1;x1;x2] D21 D2z Das||uj 9
D31 D3z Dssl|uf

Esta organizacé@o possibilita a constru¢do das funcdes
de interpolacéo ¢(x4,x,), dadas por:

©1(x1,x2) = D11 + D212y + D31,
©2(%1,%2) = D13 + Daxy + D3y (10)
©3(x1,%2) = D13 + Da3%q + D33x;

4.2 Célculo da variavel primal

Assim, a funcgédo de interpolacdo u®(x;,x,) no elemento
pode ser escrita em termos dos potenciais conhecidos
nos nés, a saber:

ub(xq,Xz) = @1 (%1, X)uf + @2 (%1, x2)us + (11)
@3 (g, x2)uf
Dentro da formulagdo classica do MEF aqui
apresentada, o procedimento ostensivamente utilizado
€ 0 Método de Galerkin, para o qual as func¢des de
ponderacdo w(xq,x,) sdo escolhidas como sendo as
préprias fungbes de forma. Assim, discretiza-se
localmente a Eq. (5) sob um elemento finito 2¢(X) com
contorno I'¢(X), obtendo-se n equages do tipo:

0pjdp;  09jdp;
Sy B ik fpery, (ﬂi + ﬂi) dne(x) =

0xq 0x,  0xp 0xy
n ou u e 12)

i=1Jrecxy (kanx + kany) @;dre(X)
Da Eqg. (12), o termo y; representa os valores nodais de
potencial prescrito ou a ser calculado. A conectividade
entre os elementos finitos Q¢(X) ocorre através nds de
intersecdo (vide Fig. (1)), permitindo-se desenvolver a
seguinte equagdo matricial:

KU=F (13)

A matriz K é denominada matriz de difusividade global,
podendo ser identificada conforme a Eqg. (14).

— 09jd¢p; | 09;d¢;
Kij = [ (52224 2222 40 (x) (14)

0xq 0xq 0x, 0%,

O vetor global F representa a interpolagdo dos fluxos
prescritos tanto no contorno do elemento quanto em
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pontos do dominio, sendo a sua expressdo definida
pela Eq. (15).

o0 0
Fi= [ (kinx + k%ny) @ dl'(X) (15)

A andlise do integrando na Eq. (14) mostra que a
matriz K é simétrica devido a propriedade k ser
constante, apresentando  desta forma  uma
caracteristica essencial para uma agil e eficiente
solucdo computacional do sistema de equacdes, de
onde resultam os valores da variavel primal nos nds no
vetor U:

UT = {uy,uy, ..., up} (16)
4.3 Calculo do fluxo no interior

A construcdo da matriz de interpolagdo D é dada por:

D=
o o P "o
X1 Xy — Xy Xz Xp Xp T X1Xz  XqXz T X1 X3 17
[ — "ne__ . [ ( )
aet[G] X2 — X3 X2 — X3 X2 — X2 )
T A

Sendo o determinante de G calculado conforme a Eg.
(18):

det[G] = (xi'xy" — x1"x5) + (epxg — x1' x5
nr ! ! nr (18)
+ (125 — x1x5")

Pode-se demonstrar que o determinante da matriz G
corresponde a duas vezes a area A, do elemento [6],
ou seja:

det[G] = 24, (19)

Em problemas de campo escalar, como os descritos
pela Equacdo de Laplace, a determinagdo das
derivadas da varidvel primal, denominados aqui
genericamente por fluxos, sdo tdo importantes quanto a
determinacdo de u(xy,x,). O célculo destes fluxos q°
no interior de cada elemento é dado pelo gradiente da
funcdo de interpolagdo u®(xq,x,), considerando a
expressao:

qe(xlrxz) = —kVu® (XLXZ) (20)
Matricialmente, a Eq. (.20) escreve-se como:
e
ql] -k dx; 0x; 0xq ug @1)

a5l ™ Noes ap: dgs

dp; 0, a‘l’s‘ e
91 T¥2 U9s [ul
axZ axz axz

E desta maneira tem-se que:

qf _ Dz1 Dyz  Da3 e
q%]_ k[D31 D3; Ds3 Y2 (22)
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O fluxo q¢ pode ser considerado como o0 uma
aproximagdo do fluxo no centroide do elemento “e”
(vide Fig. (3)), sendo a sua precisdo condicionada ao
refinamento de malha.

o

Figura 3 - Posicionamento do fluxo no elemento “e”.

e " "
uz(xy", x;

uy(x1, x3)

us(xy, x3)

Fonte: Préprio autor.

Esta claro que o calculo dos fluxos envolve derivadas
da funcdo de forma. Conseguintemente, sua
aproximagdo numérica € maior, acarretando problemas
de precisdo, que precisam ser minimizados: seja
através do refinamento da malha, ou seja, aumentando
a quantidade de elementos finitos ou escolhendo
elementos cuja interpolagdo seja de mais alta ordem.
Aqui, neste trabalho, interessa somente avaliar a
extensdo desta aproximagao.

4.4 Calculo do fluxo no contorno

Existem formulagdes mistas do MEF que, tal como faz
0 Método dos Elementos de Contorno, resolve
diretamente valores dos fluxos incégnitos na fronteira
do sistema. Contudo, isto ndo ocorre na formulacdo
classica. Os valores dos fluxos no contorno sao
aproximados por aqueles calculados no centroide dos
elementos que tangenciam o contorno através de suas
arestas. Consideram-se como fluxos internos aqueles
gue estdo localizados no centroide dos elementos que
ndo tangenciam o contorno. A Fig. (4) ilustrativa o
exposto:

Figura 4 - Disposigdo dos fluxos em Q(X).

A
/

L
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/
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i i
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D

Fonte: Proprio autor.

O calculo dos fluxos no contorno e no interior ndo
apresentaria grandes diferencas ndo fosse o cuidado

que se deve tomar com relagdo a discretizagdo nos
cantos, pois uma quina é o ponto de encontro de
contornos com diferentes normais. Assim, certas
técnicas mais elaboradas cuidam do calculo destas
grandezas quando sdo abordados problemas mais
complicados e com conformacdo geométrica mais
elaborada. O fato € que a precisdo dos valores da
variavel primal e sua derivada no contorno é
efetivamente diferente. Os exemplos que se seguem
demonstram essa distingdo na qualidade dos
resultados.

5. Simulacdes numeéricas

Nos dois exemplos que se seguem foram testadas
cinco malhas com niveis de refinamento distintos, de
modo a se verificar a convergéncia dos resultados com
0 aumento da quantidade de pontos nodais. O erro
médio relativo emr% (vide Eq. (23)) é dado em valores
percentuais e calculado comparando os valores
numéricos obtidos com os valores analiticos, que estdo
disponiveis nos dois exemplos resolvidos, onde o termo
Vanatic FEPresenta o maior valor analitico obtido.

ppum_

1]iamzltt

100
0fy — —— §'1n
emrd% = ===

(23)

Vanaiit

Os problemas escolhidos apresentam um campo
relativamente elaborado, expresso por func¢bes
harmonicas e exponenciais, ou seja, ndo polinomiais.
Por clareza, a Fig. (5) mostra duas destas malhas,
empregadas na solugdo dos exemplos, as malhas 1 e
4. Os dados precisos das cinco malhas sdo mostrados
na Tab. (1).

Figura 5 - Malha 1 a esquerda e Malha 4 a direita.

Fonte: Proprio autor.

Tabela 1: Caracteristica das malhas.

Malhas N° total de ndés N° de
elementos
1 41 64
2 145 256
3 545 1024
4 2113 4096
5 8321 16384

Fonte: Préprio autor.
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5.1 Primeiro exemplo

Um dominio quadrado é submetido a um campo
harmonico de temperatura u(x,,x,), ou seja, obediente
a Equacdo de Laplace, na forma [7]:

u(xy, x,) = cosh(x;)sen(xy) (24)

As condi¢Bes de contorno sdo aplicadas seguindo a
Eq. (24) de modo que nas arestas horizontais o valor
da temperatura é conhecido e nas arestas verticais o
fluxo é prescrito. A Fig. (06) mostra a conformagéo
geométrica e as condi¢des de contorno do exemplo em
apreco.

Figura 6 - Dominio para o primeiro exemplo.

) _
u (X 1s 1 )
01NN NNNNNNNNNNNNNNNN 151

e

u(xy,X;5)=cosh(x;)sen(x,)

q(OJXZ) q(ly XZ)
Q(X)

10,0 SN )
u (le 0 )

Fonte: Proprio autor.

Inicialmente, sdo apresentados os resultados da
temperatura em todos o0s pontos nodais onde esta
grandeza foi calculada. Nota-se claramente uma
reducdo acentuada do erro global com o refinamento,
conforme apresentado na Fig. (07). O menor erro
global foi de 0,00568%.

Figura 7 - Resultado para o célculo da variavel primal no 1° exemplo.

Temperatura

2

1,5
X

£ 1
Q

0,5

0

0 1 2 3 4
Malhas

Fonte: Proprio autor.

A distribuicdo dos fluxos internos pode ser observada
na Fig. (08). Conforme esperado, os valores do erro
nos fluxos sdo maiores, devido a maior aproximacao
gerada pela derivacdo das func¢des de forma. Para a
malha mais refinada, o menor erro no célculo do fluxo
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no contorno (vide Fig. (09)) é de 0,425875%, ainda
maior do que o menor valor médio dos fluxos no interior
(0,134516%), apresentados na Fig. (10).

Figura 8 - Campo de fluxo interno para o 1° exemplo.

|
.i
i
o M1 A AR A AR A
n: I[]] 'l'f.-'”f”f"ff ﬁ

0.4}

8
il

Fonte: Préprio autor.

Figura 9 - Resultado para o célculo da derivada da variavel primal no
contorno para o 1° exemplo.

Fluxo no contorno

12,5 -
10 %~
N qy
X 75 AN
: >
() 5 ‘\\\
2,5 -
g N
0
0 1 2 3 4
Malhas

Fonte: Proprio autor.

Uma razdo se deve ao fato de que dois dos pontos
nodais usados para se calcular os fluxos estédo
efetivamente sobre o contorno, mas o terceiro néo.
Uma possibilidade, portanto, seria a contabilizacdo de
uma média usando apenas os nds situados sobre o
contorno.

Figura 10 - Resultado para o célculo da derivada da variavel primal no
interior para o 1° exemplo.

Fluxo interno

12,5
10 o
ay
X
X 7,5 ‘\
€ 5 o
(] \\
\\
2,5 o __
0 - Y R a
0 1 2 3 4
Malhas

Fonte: Préprio autor.
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5.2. Segundo exemplo

Um dominio igualmente quadrado também é submetido
a um campo harménico de temperatura u(x,,x,), agora
dado pela expressao:

) com (22) (25)

ulxy,x) =1+ o ()
Este campo de temperaturas é ainda mais elaborado
qgue o anterior [8]. As condi¢des de contorno aplicadas
sdo similares, de forma a se poder fazer uma
comparacdo mais equanime: nas arestas horizontais o
valor da temperatura é imposto e nas arestas verticais
o fluxo é prescrito. A Fig. (11) mostra as caracteristicas
deste exemplo.

Figura 11 - Dominio para o segundo exemplo.

p: _
u (X 1 1 )
IO 1IANNONONNN NN N NN NN NN

170

senh( . )sen (%)

U(X:ax:}=1+m
a(0,xz) a(l,xz)
Q(X)
(00 NSNS (1o
u(x;,0)

Fonte: Préprio autor.

No gréfico da Fig. (12) observa-se, que igualmente ao
exemplo anterior, o0 erro na temperatura foi menor para
as malhas mais refinadas. Para melhor avaliagédo, o
menor valor de erro obtido foi de 0,024215%. O
comportamento de tal curva de convergéncia denota
certa exaustdo na capacidade do modelo aqui
empregado para o MEF. Para melhorar os resultados, é
necessario usar elementos finitos com interpolacdo de
ordem mais alta.

Figura 12 - Resultado para o célculo da variavel primal no 2° exemplo.

0,06 Temperatura
o\: 0,04
£
7] 0,02 — . J
0
0 1 2 3 4
Malhas

Fonte: Proprio autor.

Para compreender como o ocorre a distribuicdo do
campo vetorial em Q(X) observe a Fig. (13). Neste

Blucher

problema a curva de erro se reduziu gradativamente
conforme a Fig. (14) e Fig. (15). Mais uma vez, o erro
nos fluxos do contorno foi maior do que o erro cometido
no célculo dos fluxos internos. O menor erro no interior,
obviamente para a malha mais refinada, foi de
0,160995% enquanto no contorno foi de 0,684650%.
Estes valores sdo maiores do que os obtidos no
exemplo anterior, atestando a maior complexidade
deste exemplo.

Figura 13 - Campo de fluxo interno para o 2° exemplo.
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Fonte: Préprio autor.

Figura 14 - Resultado para o célculo da derivada da variavel primal no
contorno para o 2° exemplo.
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Fonte: Proprio autor.

Figura 15 - Resultado para o célculo da derivada da variavel primal no
interior para o 2° exemplo.
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6. Discussao dos resultados

Os dois exemplos aqui apresentados confirmam a
expectativa tedrica de que a preciséo do MEF no
céalculo dos fluxos, seja no interior ou no contorno, é
significativamente inferior & dos valores da variavel
primal ou temperatura.

Sem partir para a adocdo de elementos de ordem
superior, que aumentariam a qualidade numérica da
solugdo, mas manteriam a diferenca na qualidade dos
valores de fluxo e da temperatura, outros
procedimentos podem ser implementados para melhor
aproximar o célculo dos fluxos e dando continuidade
aos propositos desta pesquisa.

Uma primeira abordagem seria usar fung@es classicas
de base radial (FBR) [9] para interpolar o campo de
temperaturas e depois derivar este campo para
obtencéo dos fluxos. O emprego das FBR juntos aos
métodos numéricos tem sido bem-sucedido e é
crescente. Tais fungbes sdo de facil operacionalizagao
e possuem respaldo matematico sob a ¢tica da teoria
moderna da aproximacdo, sobretudo quando se trata
de aproximar dados esparsos em varias dimensdes [9].
Sua simplicidade é evidente: sdo fun¢bes cujo valor
depende exclusivamente da distancia radial entre um
ponto base e um ponto campo e nunca sao negativos.

Embora seja feita uma derivacdo do campo primal da
funcdo de interpolagdo, um conjunto de valores nodais
— ndo apenas aqueles pertinentes a um elemento —
podem entrar no cOmputo. Porém, pode-se fazer uma
interpolagdo global, envolvendo todos os pontos
nodais, usando FBR com suporte pleno, ou restringindo
arbitrariamente o conjunto de pontos nodais, através de
FBR com suporte compacto.

Outra possibilidade, mais interessante, consiste do
acoplamento do MEF com o Método dos Elementos de
Contorno (MEC), num pés-processamento. Os valores
das variaveis primais obtidos externamente com o MEF
sdo utilizados na equacao integral do MEC para célculo
das derivadas direcionais internas. A equacéo integral
do MEC nao realiza derivagbes na aproximacao do
campo e é correlata a uma sentenga de residuos
ponderados, relacionada ao calculo dos fluxos [5]. Por
essa razdo, apresenta uma precisao numérica superior
ao esquema classico do MEF.
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