Blucher Proceedings
XI Encontro Cientifico de Fisica Aplicada

Blucher

Impacto da Sele¢ao de Funcoes de Bases Radiais
em Formula¢des de Elementos de Contorno
aplicadas a Modelos Advectivo-Difusivos

Pinheiro, V. P. 1:3* :Loeffler, C.F. ! ; Neves, N.S. 2 Almeida, L.M. 4

1 PPGEM/UFES -Programa de P6s-Graduag@o em Engenharia Mecanica, Universidade Federal do
Espirito Santo, Vitdria, ES, Brasil.
2 COPPE/UFRIJ - Instituto Alberto Luiz Coimbra de P6s-Graduacdo e Pesquisa de Engenharia,
Programa de Engenharia Civil, Universidade Federal do Rio de Janeiro, RJ, Brasil.
3 CCTM/IFES - Coordenadoria do Curso Técnico em Mecanica, Instituto Federal do Espirito Santo,
Campus Guarapari, ES, Brasil.
4 Programa de Iniciacdo Cientifica em Métodos Numéricos, Universidade Vila Velha, Vila Velha, ES,
Brasil.

* e-mail: vitor.pinheiro1987 @ gmail.com

Resumo

As formulagdes do Método de Elementos de Contorno (BEM) baseadas em aproximagdes via
funcdes de bases radiais tais como a cldssica técnica de Dupla Reciprocidade (MECDR) e a
mais recente formulacio de Interpolacdo Direta (MECID) tem ganhado cada vez mais campo
de aplicacdo na engenharia e meio cientifico, devido a sua flexibilidade e robustez frente a mo-
delos matematicos diversos. Neste contexto a investigacdo da eficiéncia de certas fungdes de
bases radiais na abordagem de um problema fisico em especifico, por meio destas formulacoes,
¢ de interesse continuo. Neste artigo pretende-se investigar de maneira inicial a performance das
fungdes radial simples r, radial ciibica * e radial de placa fina 7*Inr, em problemas advectivos-
difusivos, com campo de velocidade constante, e que utilizem as formulagdes MECDR e ME-
CID. A precisao de cada formulacdo com o uso das distintas bases radiais supracitadas é avaliada
em relacdo a solugdes analiticas bem conhecidas da literatura.

Palavras-Chave: Interpolacdo Direta, Fun¢des de Bases Radiais, Elementos de Contorno,

Adveccdo-Difusdo.

1 Introducao

A abordagem de modelos advectivos-
difuvisos pelo Método de Elementos
de Contorno (MEC) experimentou mui-
tos avangos cientificos nas ultimas duas
décadas. Em meados do anos oitenta,
uma formulacao mais classica do método,
que utiliza uma solu¢do fundamental cor-
relata ao problema fisico [1] mostrou-
se capaz de representar a dominancia da
adveccdo, sem instabilidades numéricas.
A desvantagem desta abordagem era a
limitagdo da solu¢do fundamental utili-
zada a problemas de velocidade cons-
tante.

Nos anos noventa, as formulagdes
com aproximagdes de integrais de
dominio via bases radiais, como a Dupla
Reciprocidade (MECDR), proposta por
Nardini e Brebbia [2], conferiram versati-
lidade e amplitude ao MEC [3], sobretudo
com a possibilidade de descrever campos
hidrodinamicos variaveis, mas ainda limi-
tadas nimero de Peclet mais reduzidos.

Paralelamente, as funcdes de bases
radiais (FBR) foram ganhando contorno
no cenario cientifico, incialmente como
uma ferramenta de interpolacdo de um
conjunto de dados espalhados [4], e com
grande desenvolvimento nos anos subse-
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quentes, 0 que permitiu a expansao de sua
aplicabilidade para diversas vertentes, tal
como incentivou o surgimento de diver-
sas novas fungdes, tanto de suporte glo-
bal, tal como compacto [5],[6]. Com isso
a aplicacao dessas funcdes no Método de
Elementos de Contorno se tornou cada
vez mais difusa.

Mais recentemente, uma nova
formulacdo baseada em aproximagdes
por bases radiais, proposta por Loef-
fler [10], denominada Interpolacdo Di-
reta (MECID) mostra-se capaz de prover
bons niveis gerais de precisdo numa am-
pla gama de problemas de campo escalar
[7].

No contexto de modelos de avecgado-
difusdo, significativos avangos foram tra-
zidos pela MECID, em especial no que-
sito estabilidade numérica frente a efeitos
intensificados de convecgdo, com boa per-
formance em escoamentos com modera-
dos numeros de Peclet [8].

Neste artigo pretende-se testar a per-
formances FBR classicas da classe Spline
e Thin Plate Spline [9] em um problema
advectivo-difusivo de velocidade cons-
tante, sob as formulacdes MECDR e ME-
CID. O objetivo € bipartido entre avaliar a
precisao das bases radiais e a resposta das
mesmas em situagoes de efeitos advecti-
vos mais significativos.

2 Interpolacao Direta

Nesta secdo aborda-se a formulagdo in-
tegral da técnica MECID, uma vez que
a MECDR j4a é bem difusa no meio ci-
entifico [3]. A modelagem matematica
¢ inerente a um problema advectivo-
difusivo em meio homogéneo e com
campo de velocidade uniforme.

lu,ii = Villy; A=— (1)

Na equacdo 1, A representa a difusivi-
dade térmica do meio, k a condutividade

térmica, p a massa especifica, ¢, o ca-
lor especifico a pressdo constante € v; 0
campo hidrodinamico de velocidade.

A multiplicacdo da equacdo 1 pela
por uma solucdo auxiliar u* e posterior
integracdo ao longo do dominio gera a
formulacao integral forte do problema, na
equagao 2.

/u,iiu*dQ:/ vin,u'dQ  (2)
Q Q

O lado esquerdo da equagdo 2 contém
os efeitos difusivos e seu tratamento in-
tegral inverso € amplamente relatado em
literatura. [11]. Na MECID, tal como na
MECDR, u* € a solu¢do do problema fun-
damental de Laplace [12].

c;;ué—i—/ruq*dl“—/rqu*dl“ (3)

O lado advectivo € submetido a um
processo de regularizacdo [13], mostrado
a seguir pela equagcdo 4, que promove
um tratamento da singularidade quando
0 ponto campo u coincide com o ponto
fonte ug.

/v,-niuu*dr—/ vitt, udQ
r Q
—|—/Qv,-u,fu§d§2—/ﬂviu,fu§d§2 4)

O formato final da equacdo 4, que
quantifica a parte advectiva, apds as de-
vidas manipulagdes pds-regularizacdo, e
condensadas as integrais €:

/viniuu*dr—/ Vill,; [u—ug]dQ
r Q
—/viu,?‘ung (5)
Q

A filosofia da Interpolacdo Direta
propde uma aproximagdo de todo o
ndcleo da integral de dominio de inte-
resse. Na equacdo 5, o foco € aproxi-
mar a segunda integral regularizada. A
aproximacao da MECID tem o formato da
equacao 6, e a escolha da funcdo de base
radial € uma linha de pesquisa continua,

que inclusive motiva este trabalho. [14].
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vill,? [u—ud o OC;FJ'(XJ',X) (6)

Os elementos de contorno utiliza-
dos para discretizacdo s@o lineares iso-
paramétricos e as integracOes numéricas
realizadas com quadratura de Gauss-
Legendre com 20 ponto de aproximacgao.

3 Funcoes de Base Radial
de Suporte Global

H4 um nidmero elevado de tipos de for-
matos de funcdes de bases radiais para
aplicagdes nos mais diversos ramos da
fisica, matemadtica e engenharias. Estas
fungdes podem ser agrupadas através de
parametros, como por exemplo o tipo de
suporte: global ou compacto [14]. O con-
ceito de suporte diz respeito a extensao
de interacdo de cada ponto com a nu-
vem de dados de forma geral, onde su-
porte global preconiza uma interacao de
cada elemento com todos os outros, pa-
ralelamente ao suporte compacto, onde
esta interacao € limitada a uma regido es-
pecifica [9].

As principais representantes das
fungdes de base radial com suporte global
sdo trazidas pela Tabela 1, onde n deve
ser impar para a classe Spline Simples e
par no caso de Spline de Placa Fina.

Tabela 1 - FBR’s com Suporte Global

FBR F(Xj;:X)
Spline Simples r"
Spline de Placa Fina Inr
Multiquadrica V1412
Gaussiana e

Como a técnica da Dupla Reciprocidade
(MECDR) e da Interpolacdo Direta (MECID)
utilizam as primitivas das FBR, um pequeno
procedimento é necessario para deduzir estas
funcdes auxiliares.

Igualando a FBR selecionada a um lapla-
ciano em coordenadas polares, tal como na
equagdo 7, ja considerando a simetria angu-
lar em 6.

Viy=——"+-—"=F(X":X) (7)

Na sequéncia basta integrar sucessiva-
mente, e com as consideragdes adequadas so-
bre as constantes, gerar a primitiva ¥ e sua
derivada y/;, que aparececem na formulacdes
do MEC a serem testadas.

Neste trabalho as seguintes FBR de su-
porte global sdo testadas: radial simples r,
radial ctibica 7> e radial de placa fina r*Inr.
A selecdo da FBR adequada a cada problema
fisico abordado constitui importante linha de
pesquisa ativa. [15],[16]

4 KEstudo de Caso

O experimento numérico é realizado na ge-
ometria quadrada mostrada abaixo, com di-
mensodes unitdrias e sujeita as condi¢cdes con-
torno da Figura 1.

Figura 1: Dominio Computacional

Apesar do experimento em questao se tra-
tar de um problema bidimensional em termos
de geometria, o comportamento fisico € uni-
dimensional devido a simetria das condi¢des
de fluxo nulo aplicadas na arestas horizontais
paralelas.

A priori, alguns pré-testes sdo executa-
dos a respeito da convergéncia, em relacdo
aos dois pardmetros de malha: nimero de
elementos de contorno (EC) e polos inter-
nos (PI). As sensibilidade das formulacdes
MECDR e MECID a discretizacdo do con-
torno € parelha, entretanto, o0 MECID € mais
influenciado pela quantidade de pontos inter-
nos e requer uma maior quantidade dos mes-
mos. [7],[10],[13].

Com uma malha suficientemente refi-
nada para uma boa performance das duas
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formulagdes, com 64 EC e 121 PI, inicia-se
uma andlise da precisao alcangada por cada
uma das trés FBR testadas em um contexto de
gradual incremento dos efeitos da adveccao.
Inicia-se pela exposicdo dos resultados da
técnica de Interpolagdo Direta, na Figura 2 a
seguir.
1.60 —

Efeitos Advectivos - MECID
@—@—@ Radial Simples F=r
O—©0—© Radial Cubica F=r*
A——A——A Radial Placa Fina F=r2In(r)
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o
I
o
|

Numero de Peclet
Figura 2: Formulacio MECID

A Figura 2 revela que para a malha tes-
tada, de forma geral, os resultados sdo muito
parecidos na MECID para as trés FBR tes-
tadas, onde destaca-se a radial de placa fina
(TPS), que apresenta melhor precisdo, se-
guida da radial cubica.

Ja quanto a adveccao, € interessante ob-
servar que o MECID, manteve niveis baixos
de erros médios nos célculos dos potenciais
para todo o intervalo de niimeros de Peclet
testado, o que mostra uma boa estabilidade
numérica frente a aceleracao do escoamento.

Na sequéncia sdo exibidos pela Figura 3,
os resultados para as trés mesmas FBR com a
formulagdo de Dupla Reciprocidade do MEC.

12.00 —
Efeitos Advectivos - MECDR
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B—B—E] Rradial Cabica F=r*
10.00 O—©—9 Radial Placa Fina F=rn(r)
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Figura 3: Formulagdo MECDR

Quanto as funcdes de base radial testadas,
a MECDR mostrou-se muito mais sensivel a
selecdo das mesmas. Isto pode ser observado
pelas diferencas de erros médios entre as cur-
vas, e explicado matematicamente pelas duas
aproximagdes por bases radiais exigidas pelo
modelo matematico da MECDR [3]. Repete-
se aqui a sequéncia de desempenho do teste
com a MECID, onde a funcio de placa fina
performa melhor, seguida pela radial ctibica.

Os niveis de erros médios gerados pela
MECDR sao superiores aos alcancados pela
MECID nos mesmos cendrios e crescem
com uma velocidade muito superior. Tal
constatacdo, alinhada com trabalhos anteri-
ores [8], demonstra uma boa tolerancia da
formulagdo de Interpolagdo Direta a situacdes
fisicas que apresentem Peclet moderado, o
que, por sua vez, constitui uma limitacdo
classica da técnica MECDR.

S Consideracoes Finais

Os resultados preliminares mostrados nas
andlise deste artigo reforcam a importancia
da selecdo de bases radiais na precisdo nas
formulagdes de elementos de contorno, tal
como na MECID e MECDR. No caso testado,
a MECDR mostrou-se mais influenciada pelo
intercambio entre as bases radiais, relativa-
mente ao MECID.

A formulagdo de Interpolagdo Direta
(MECID) mostrou-se mais precisa e estdvel
em relacdo a situacdes com efeitos advecti-
vos mais severos, o que confere a formulacao
um potencial que ainda demanda testes
mais sist€micos. Experimentos numéricos
com geometrias mais exigentes, meios nao-
homogéneos, escoamentos compressiveis e
ndo linearidades fisicas s@o alguns dos novos
desafios para a consolidagdo cientifica das ca-
racteristicas da MECID.
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