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Resumo

As formulações do Método de Elementos de Contorno (BEM) baseadas em aproximações via
funções de bases radiais tais como a clássica técnica de Dupla Reciprocidade (MECDR) e a
mais recente formulação de Interpolação Direta (MECID) tem ganhado cada vez mais campo
de aplicação na engenharia e meio cientı́fico, devido a sua flexibilidade e robustez frente a mo-
delos matemáticos diversos. Neste contexto a investigação da eficiência de certas funções de
bases radiais na abordagem de um problema fı́sico em especı́fico, por meio destas formulações,
é de interesse contı́nuo. Neste artigo pretende-se investigar de maneira inicial a performance das
funções radial simples r, radial cúbica r3 e radial de placa fina r2 lnr, em problemas advectivos-
difusivos, com campo de velocidade constante, e que utilizem as formulações MECDR e ME-
CID. A precisão de cada formulação com o uso das distintas bases radiais supracitadas é avaliada
em relação a soluções analı́ticas bem conhecidas da literatura.

Palavras-Chave: Interpolação Direta, Funções de Bases Radiais, Elementos de Contorno,
Advecção-Difusão.

1 Introdução
A abordagem de modelos advectivos-
difuvisos pelo Método de Elementos
de Contorno (MEC) experimentou mui-
tos avanços cientı́ficos nas últimas duas
décadas. Em meados do anos oitenta,
uma formulação mais clássica do método,
que utiliza uma solução fundamental cor-
relata ao problema fı́sico [1] mostrou-
se capaz de representar a dominância da
advecção, sem instabilidades numéricas.
A desvantagem desta abordagem era a
limitação da solução fundamental utili-
zada à problemas de velocidade cons-
tante.

Nos anos noventa, as formulações
com aproximações de integrais de
domı́nio via bases radiais, como a Dupla
Reciprocidade (MECDR), proposta por
Nardini e Brebbia [2], conferiram versati-
lidade e amplitude ao MEC [3], sobretudo
com a possibilidade de descrever campos
hidrodinâmicos variáveis, mas ainda limi-
tadas número de Peclet mais reduzidos.

Paralelamente, as funções de bases
radiais (FBR) foram ganhando contorno
no cenário cientı́fico, incialmente como
uma ferramenta de interpolação de um
conjunto de dados espalhados [4], e com
grande desenvolvimento nos anos subse-
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quentes, o que permitiu a expansão de sua
aplicabilidade para diversas vertentes, tal
como incentivou o surgimento de diver-
sas novas funções, tanto de suporte glo-
bal, tal como compacto [5],[6]. Com isso
a aplicação dessas funções no Método de
Elementos de Contorno se tornou cada
vez mais difusa.

Mais recentemente, uma nova
formulação baseada em aproximações
por bases radiais, proposta por Loef-
fler [10], denominada Interpolação Di-
reta (MECID) mostra-se capaz de prover
bons nı́veis gerais de precisão numa am-
pla gama de problemas de campo escalar
[7].

No contexto de modelos de avecção-
difusão, significativos avanços foram tra-
zidos pela MECID, em especial no que-
sito estabilidade numérica frente a efeitos
intensificados de convecção, com boa per-
formance em escoamentos com modera-
dos números de Peclet [8].

Neste artigo pretende-se testar a per-
formances FBR clássicas da classe Spline
e Thin Plate Spline [9] em um problema
advectivo-difusivo de velocidade cons-
tante, sob as formulações MECDR e ME-
CID. O objetivo é bipartido entre avaliar a
precisão das bases radiais e a resposta das
mesmas em situações de efeitos advecti-
vos mais significativos.

2 Interpolação Direta

Nesta seção aborda-se a formulação in-
tegral da técnica MECID, uma vez que
a MECDR já é bem difusa no meio ci-
entı́fico [3]. A modelagem matemática
é inerente a um problema advectivo-
difusivo em meio homogêneo e com
campo de velocidade uniforme.

λu,ii = viu,i λ =
k

ρcp
(1)

Na equação 1, λ representa a difusivi-
dade térmica do meio, k a condutividade

térmica, ρ a massa especı́fica, cp o ca-
lor especı́fico a pressão constante e vi o
campo hidrodinâmico de velocidade.

A multiplicação da equação 1 pela
por uma solução auxiliar u∗ e posterior
integração ao longo do domı́nio gera a
formulação integral forte do problema, na
equação 2.

∫
Ω

u,iiu
∗dΩ =

∫
Ω

viu,iu
∗dΩ (2)

O lado esquerdo da equação 2 contém
os efeitos difusivos e seu tratamento in-
tegral inverso é amplamente relatado em
literatura. [11]. Na MECID, tal como na
MECDR, u∗ é a solução do problema fun-
damental de Laplace [12].

cξ uξ +
∫

Γ

uq∗dΓ−
∫

Γ

qu∗dΓ (3)

O lado advectivo é submetido a um
processo de regularização [13], mostrado
a seguir pela equação 4, que promove
um tratamento da singularidade quando
o ponto campo u coincide com o ponto
fonte uξ .

∫
Γ

viniuu∗dΓ−
∫

Ω

viu,∗i udΩ

+
∫

Ω

viu,∗i uξ dΩ−
∫

Ω

viu,∗i uξ dΩ (4)

O formato final da equação 4, que
quantifica a parte advectiva, após as de-
vidas manipulações pós-regularização, e
condensadas as integrais é:

∫
Γ

viniuu∗dΓ−
∫

Ω

viu,∗i
[
u−uξ

]
dΩ

−
∫

Ω

viu,∗i uξ dΩ (5)

A filosofia da Interpolação Direta
propõe uma aproximação de todo o
núcleo da integral de domı́nio de inte-
resse. Na equação 5, o foco é aproxi-
mar a segunda integral regularizada. A
aproximação da MECID tem o formato da
equação 6, e a escolha da função de base
radial é uma linha de pesquisa contı́nua,
que inclusive motiva este trabalho. [14].
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viu,∗i
[
u−uξ

]∼= α
ξ

j Fj(X j,X) (6)

Os elementos de contorno utiliza-
dos para discretização são lineares iso-
paramétricos e as integrações numéricas
realizadas com quadratura de Gauss-
Legendre com 20 ponto de aproximação.

3 Funções de Base Radial
de Suporte Global

Há um número elevado de tipos de for-
matos de funções de bases radiais para
aplicações nos mais diversos ramos da
fı́sica, matemática e engenharias. Estas
funções podem ser agrupadas através de
parâmetros, como por exemplo o tipo de
suporte: global ou compacto [14]. O con-
ceito de suporte diz respeito a extensão
de interação de cada ponto com a nu-
vem de dados de forma geral, onde su-
porte global preconiza uma interação de
cada elemento com todos os outros, pa-
ralelamente ao suporte compacto, onde
esta interação é limitada a uma região es-
pecı́fica [9].

As principais representantes das
funções de base radial com suporte global
são trazidas pela Tabela 1, onde n deve
ser ı́mpar para a classe Spline Simples e
par no caso de Spline de Placa Fina.

Tabela 1 - FBR’s com Suporte Global
FBR F(X j;X)

Spline Simples rn

Spline de Placa Fina rn lnr
Multiquádrica

√
1+ r2

Gaussiana e−r2

Como a técnica da Dupla Reciprocidade
(MECDR) e da Interpolação Direta (MECID)
utilizam as primitivas das FBR, um pequeno
procedimento é necessário para deduzir estas
funções auxiliares.

Igualando a FBR selecionada a um lapla-
ciano em coordenadas polares, tal como na
equação 7, já considerando a simetria angu-
lar em θ .

∇
2
ψ =

∂ 2ψ

∂ r2 +
1
r

∂ψ

∂ r
= F(X j;X) (7)

Na sequência basta integrar sucessiva-
mente, e com as considerações adequadas so-
bre as constantes, gerar a primitiva ψ e sua
derivada ψ,i, que aparececem na formulações
do MEC a serem testadas.

Neste trabalho as seguintes FBR de su-
porte global são testadas: radial simples r,
radial cúbica r3 e radial de placa fina r2 lnr.
A seleção da FBR adequada a cada problema
fı́sico abordado constitui importante linha de
pesquisa ativa. [15],[16]

4 Estudo de Caso
O experimento numérico é realizado na ge-
ometria quadrada mostrada abaixo, com di-
mensões unitárias e sujeita as condições con-
torno da Figura 1.
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Figura 1: Domı́nio Computacional
Apesar do experimento em questão se tra-

tar de um problema bidimensional em termos
de geometria, o comportamento fı́sico é uni-
dimensional devido à simetria das condições
de fluxo nulo aplicadas na arestas horizontais
paralelas.

A priori, alguns pré-testes são executa-
dos a respeito da convergência, em relação
aos dois parâmetros de malha: número de
elementos de contorno (EC) e polos inter-
nos (PI). As sensibilidade das formulações
MECDR e MECID à discretização do con-
torno é parelha, entretanto, o MECID é mais
influenciado pela quantidade de pontos inter-
nos e requer uma maior quantidade dos mes-
mos. [7],[10],[13].

Com uma malha suficientemente refi-
nada para uma boa performance das duas
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formulações, com 64 EC e 121 PI, inicia-se
uma análise da precisão alcançada por cada
uma das três FBR testadas em um contexto de
gradual incremento dos efeitos da advecção.
Inicia-se pela exposição dos resultados da
técnica de Interpolação Direta, na Figura 2 a
seguir.
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Figura 2: Formulação MECID
A Figura 2 revela que para a malha tes-

tada, de forma geral, os resultados são muito
parecidos na MECID para as três FBR tes-
tadas, onde destaca-se a radial de placa fina
(TPS), que apresenta melhor precisão, se-
guida da radial cúbica.

Já quanto a advecção, é interessante ob-
servar que o MECID, manteve nı́veis baixos
de erros médios nos cálculos dos potenciais
para todo o intervalo de números de Peclet
testado, o que mostra uma boa estabilidade
numérica frente à aceleração do escoamento.

Na sequência são exibidos pela Figura 3,
os resultados para as três mesmas FBR com a
formulação de Dupla Reciprocidade do MEC.
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Figura 3: Formulação MECDR

Quanto as funções de base radial testadas,
a MECDR mostrou-se muito mais sensı́vel a
seleção das mesmas. Isto pode ser observado
pelas diferenças de erros médios entre as cur-
vas, e explicado matematicamente pelas duas
aproximações por bases radiais exigidas pelo
modelo matemático da MECDR [3]. Repete-
se aqui a sequência de desempenho do teste
com a MECID, onde a função de placa fina
performa melhor, seguida pela radial cúbica.

Os nı́veis de erros médios gerados pela
MECDR são superiores aos alcançados pela
MECID nos mesmos cenários e crescem
com uma velocidade muito superior. Tal
constatação, alinhada com trabalhos anteri-
ores [8], demonstra uma boa tolerância da
formulação de Interpolação Direta a situações
fı́sicas que apresentem Peclet moderado, o
que, por sua vez, constitui uma limitação
clássica da técnica MECDR.

5 Considerações Finais
Os resultados preliminares mostrados nas
análise deste artigo reforçam a importância
da seleção de bases radiais na precisão nas
formulações de elementos de contorno, tal
como na MECID e MECDR. No caso testado,
a MECDR mostrou-se mais influenciada pelo
intercâmbio entre as bases radiais, relativa-
mente ao MECID.

A formulação de Interpolação Direta
(MECID) mostrou-se mais precisa e estável
em relação à situações com efeitos advecti-
vos mais severos, o que confere à formulação
um potencial que ainda demanda testes
mais sistêmicos. Experimentos numéricos
com geometrias mais exigentes, meios não-
homogêneos, escoamentos compressı́veis e
não linearidades fı́sicas são alguns dos novos
desafios para a consolidação cientı́fica das ca-
racterı́sticas da MECID.
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