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2 CCTM/IFES - Coordenadoria do Curso Técnico em Mecânica, Instituto Federal do Espı́rito Santo,
Campus Guarapari, ES, Brasil.

3 PRPPGE/UVV, Programa de Iniciação Cientı́fica em Métodos Numéricos, Universidade Vila Velha,
Vila Velha, ES, Brasil.

4 PPGEC/UFES -Programa de Pós-Graduação em Engenharia Civil, Universidade Federal do Espı́rito
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Resumo

A técnica da Interpolação Direta de Elementos de Contorno (MECID) é baseada, tal como sua
predecessora, Dupla Reciprocidade (MECDR), em uma aproximação de integrais de domı́nio
via funções de bases radiais. A diferença central entre as técnicas, reside em uma aproximação
de todo o núcleo da integral, na proposta MECID, o que gera uma conhecida sensibilidade e de-
manda em relação a quantidade e distribuição dos pólos internos no domı́nio. Tal sensibilidade
já foi confirmada em diversos problemas de campos escalar tais como em modelos de Poisson
e Helmholtz. No vigente artigo investiga-se como a distribuição dos pólos internos afeta na
precisão consequente da técnica MECID em um exemplo numérico advectivo-difusivo com ve-
locidade variável. As avaliações de precisão são feitas em contraponto a soluções analı́ticas bem
estabelecidas.

Palavras-Chave: Interpolação Direta; Dupla Reciprocidade; Construção de Malha; Modelos
de Advecção-Difusão, Pólos Internos.

1 Introdução
O método de elementos de contorno
(MEC) em sua formatação clássica sur-
giu com a proposta de discretizar apenas o
contorno do domı́nio, com uma vantagem
estratégica de redução de dimensão, onde
um problema bidimensional, por exem-
plo, passa a requerir uma malha com ele-
mentos apenas unidimensionais [1]. To-
davia, a complexidade de se obter deter-
minadas soluções fundamentais para ope-
radores diferenciais mais robustos e a lida
com matrizes complexas, foram alguns
dos fatores que motivaram o proposição
de novas abordagens para o MEC.

Neste contexto surgem abordagens

que utilizam uma solução fundamen-
tal mais simples, normalmente de Pois-
son/Laplace, e aproximam integrais re-
manescentes de domı́nio via funções de
bases radiais, como a pioneira técnica Du-
pla Reciprocidade (MECDR) [2]. Esta
formulação não apresenta, na literatura
correlata [3], uma sensibilidade aguçada
com a quantidade nem com a distribuição
de pólos internos, de forma geral.

A técnica de Interpolação Direta
(MECID), mais recente, que propõe a
aproximação de todo o núcleo das in-
tegrais de domı́nio, em vez de apenas
uma parte como preconiza a MECDR,
se assemelha estruturalmente a um pro-
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cedimento de interpolação convencional
[4]. A formulação vem sendo testada
em diversos problemas de campo esca-
lar em duas e três dimensões, e res-
ponde de forma consistente [6],[5]. Esta
formulação tem uma sensibilidade carac-
terı́stica a quantidade e disposição espa-
cial dos pólos internos, demandando-os
em maior quantidade em relação à Dupla
Reciprocidade.

O vigente artigo seleciona um modelo
advectivo-difusivo com campo de velo-
cidade dependente do espaço, para ava-
liar de formar preliminar a influência da
quantidade e posicionamento dos pólos
internos na performance da técnica de
Interpolação Direta (MECID).

2 Modelagem Matemática
A formulação matemática é suncinta-
mente exposta nesta seção, onde inicia-se
pela equação de governo de um problema
advectivo-difusivo estacionário em meio
homogêneo, dada pela equação 1, onde
λ contabiliza a difusividade térmica do
meio.

λu,ii = viu,i (1)

A multiplicação de ambos os la-
dos pela solução fundamental de Pois-
son/Laplace e integração no domı́nio gera
a formulação integral forte do problema.

∫
Ω

u,iiu
∗dΩ =

∫
Ω

viu,iu
∗dΩ (2)

O tratamento via MEC da parcela di-
fusiva, no lado esquerdo da equação 2,
já é conhecido [8] e tem sua formulação
integral inversa dada pela equação 3 na
sequência.

cξ uξ +
∫

Γ

uq∗dΓ−
∫

Γ

qu∗dΓ (3)

Todavia o tratamento do lado advec-
tivo tem aspectos desafiantes. O problema

selecionado para análise, com campo hi-
drodinâmico variável, por decorrência,
inclui efeitos de compressibilidade, con-
tabilizados no divergente do campo de
velocidades vi,i. Após integrações por
partes o lado advectivo, que compõe a
parte direita da equação 2, pode ser es-
crito como segue.

∫
Γ

niviuu∗dΓ−
∫

Ω

viu∗,iudΩ−
∫

Ω

vi,iu
∗udΩ

(4)
Na equação 4, a primeira integral já

encontra-se no contorno, e as duas se-
guintes podem ser submetidas a um pro-
cesso de regularização, vide [7], já inte-
grante da formulação padrão do MECID.
Com isso a formualçao integral final do
lado advectivo dá-se por:

∫
Γ

niviuu∗dΓ−uξ

∫
Γ

niviuu∗dΓ

+
∫

Ω

viu∗,i
[
u−uξ

]
dΩ

−
∫

Ω

vi,iu
∗ [u−uξ

]
dΩ (5)

A equação 5, que integraliza o trata-
mento do lado advectivo, juntamente com
a equação 3, completam a formulação in-
tegral final do problema proposto.

3 Interpolação Direta
A filosofia da técnica de Interpolação Di-
reta consiste em um aproximação com-
pleta do núcleo das integrais de domı́nio,
via uma combinação linear de funções de
bases radiais, direcionadamente escolhi-
das [9].

A álgebra da aproximação tem uma
estrutura tal como a da equação 6
abaixo, onde, toma-se como exemplo, a
aproximação da terceira integral presente
na equação 5.

viu,∗i
[
u−uξ

]∼= α
ξ

j Fj(X j,X) (6)

No modelo de advecção-difusão em
questão, a última integral na equação
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5, correlata aos efeitos da compressibi-
lidade, também é alvo da aproximação
da MECID. O sistema linear final carac-
terı́stico do MEC gerado tem a seguinte
estrutura. [

H
]
{u}=

[
G
]
{q} (7)

As matrizes alteradas H e G são resul-
tado superposto de várias matrizes distin-
tas geradas na formulação.

4 Aspectos de Malha
No caso de técnicas focadas em
aproximação por bases radiais como a
MECID e também a MECDR, a ma-
lha de elementos de contorno tem dois
parâmetros relevantes: elementos de
contorno (EC) e pólos internos (PI) no
domı́nio. Vide o esquema abaixo da Fi-
gura 1 que representa uma malha tı́pica.
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Figura 1: Malha Computacional

Na Figura 1 a cota le representa o ta-
manho de cada elemento de contorno, d
o distanciamento de nós duplos, L com-
primento caracterı́stico da geometria qua-
drada, l distanciamento de pólos internos
não adjacentes ao contorno e l0 distanci-
amento dos pólos internos adjacentes ao
contorno. Neste estudo a relação entre l0
e l é dada por l0 = αl.

5 Experimento Numérico
Os testes realizados baseiam-se no es-
quema da Figura 2, com as devidas
condições contorno impostas e onde

observa-se uma situação de advecção-
difusão estacionária com velocidade
variável.
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Figura 2: Croqui do Problema Fı́sico

Por ser tratar de um problema com
comportamento unidimensional, pela si-
metria das condições de contorno, após
testes preliminares, seleciona-se uma ma-
lha com 80EC e 81 IP. Varia-se então o
parâmetro α , com m unitário.
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Figura 3: Parâmetro Alfa

Na Figura 3, observa-se uma
tendência de menores erros médios
quando o afastamento dos nós internos
adjacentes ao contorno equivale a me-
tade do afastamento original de uma ma-
lha completamente uniforme (l = l0), ou
seja com α = 0.5. Este comportamento
é recorrente para os dois nı́veis de refina-
mento de malha testados.

Em um segundo e último teste,
aumenta-se os efeitos da advecção jun-
tamente com o módulo de dilatação vo-
lumétrica do escoamento, ao gradativa-
mente incrementar o parâmetro m, e
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testam-se três nı́veis para α para um in-
tervalo em que m varia de 1 a 5.
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Figura 4: Parâmetro Alfa x Parâmetro m
A Figura 4 deixa muito clara a

redução nos nı́veis de erros provocados
por um melhor ajuste do parâmetro α ,
onde a curva com α = 0.5 tem maior pre-
cisão em relação a seus pares.

6 Considerações Finais
Este foi um estudo inicial sobre a
distribuição espacial dos pólos inter-
nos e seu consequente impacto na pre-
cisão do método de Interpolação Direta.
Para o problema advectivo-difusivo com-
pressı́vel testado, mostrou-se que há uma
posição ótima para a fileira de pontos in-
ternos adjacentes ao contorno que mini-
miza os erros médios cometidos pelo ME-
CID. Há uma demanda por testes mais
sistêmicos também em outros modelo de
campo escalar, de forma a identificar
padrões diretrizes, que possam extrair a
melhor performance da técnica MECID.
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