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Resumo

A estabilidade numérica frente a problemas fisicos com influéncia significativa de efeitos ad-
vectivos € desafio cientifico para métodos numéricos de forma geral, dentre eles o método de
elementos de contorno. A formulagdo classica do método mostra-se restrita a situagcdes com
campos constantes de velocidade, apesar de representar com precisdo problemas com efeitos
dominantes da advec¢do. No contexto de formulagdes fundamentadas em aproximacdes via
funcdes de bases radiais, a técnica da Dupla Reciprocidade (DRBEM) apresenta boa flexibili-
dade em casos com variagdo espacial no campo de velocidade, mas tem limitagdo em relagdo a
baixos ndmeros de Peclet. Uma alternativa competitiva e eficaz € representada pela mais recente
técnica da Interpolacdo Direta (DIBEM), que ja apresentou resultados consistentes em diversos
problemas de campo escalar, inclusos modelos advectivo-difusivos. Neste artigo pretende-se
executar uma comparacao direta entre as técnicas de DRBEM e DIBEM em um problema bidi-
mensional de natureza advectivo-difusiva, afim de determinar qual das duas propostas apresenta
uma melhor estabilidade numérica em uma andlise paramétrica com velocidade crescente do
escoamento. As solucdes geradas tem sua precisdo mensurada via solucdes analiticas, sendo
possivel constatar a superioridade da técnica DIBEM, no caso em andlise.

Palavras-Chave: Interpolagdo Direta; Dupla Reciprocidade; Andlise Comparativa; Modelos de
Advecg¢ao-Difusdo; Estabilidade Numérica.

1 Introdugﬁo A formulagdo de Dupla Reciproci-
ade (DRBEM) proposta por Nardini e
Brebbia [2], confere ao BEM uma am-
pla flexibilidade, ao utilizar a solug¢ao fun-
damental auxiliar de Laplace e aproxi-
mar eventuais integrais de dominio res-
tantes via fungdes de bases radiais [8].
Esta formulacdo, em modleos advectivo-
difusivos tem a capacidade de represen-
tar campos de velocidades varidveis, mas
limita-se a situacdes com baixo numero
de Peclet [3].

A proposta cldssica do Método de Ele-
mentos de Contorno (BEM), contempla
0 uso de uma solu¢do fundamental, cor-
relata ao problema fisico em questao,
que raramente tem deducdo matemadtica
simpléria. Em problemas de advecgao-
difusdo esta abordagem situa-se restrita a
casos de velocidade uniforme, mas € ca-
paz de descrever de forma verossimil a
intensificacdo da parcela convectiva [1].
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A formulacdo  alternativa  de
Interpolacdo Direta (DIBEM), proposta
por Loeffler e Mansur [4], assemelha-se
em certo ponto a sua predecessora, mas
impde uma aproximacado de todo o nicleo
das integrais de dominio via fun¢des de
bases radiais. Esta técnica ja foi testada
em diversos problemas de campo esca-
lar relevantes, e no contexto de advecgao-
difusio, foi mais detalhadamente avaliada
no trabalho de Pinheiro [9].

Este artigo, tem por intuito compa-
rar de forma direta o desempenho das
formulacdes pautadas em aproximacgodes
por bases radiais, DRBEM e DIBEM, em
um problema advectivo-difusivo, e ava-
liar a precisdo e estabilidade das mesmas
frente a incrementos graduais na magni-
tude dos efeitos da adveccao.

2 Formulacao Integral

O modelo advectivo-difusivo na equagao
1, considera um meio homogéneo e esco-
amento com campo de velocidade cons-
tante.

__k
pcp

Onde A representa a difusividade
térmica do meio, k a condutividade
térmica, p a massa especifica, ¢, o ca-
lor especifico a pressdo constante e v;
o campo hidrodindmico de velocidade.
Multiplica-se a equacdo 1 pela solugdo
fundamental «* e integra-se gerando a
formulacdo integral forte do problema, na
equacao 2.

(D
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O lado esquerdo, que contabiliza a
parcela difusiva tem tratamento integral
inverso bem conhecido [6], e sua forma
final € mostrada na equacao 3.

c§u§+/ruq*df‘—/rqu*dl" 3)

O processo de regularizagado [10] rea-
lizado no lado advectivo, mostrado a se-
guir pela equacdo 4, promove um trata-
mento da singularidade quando o ponto
campo u coincide com o ponto fonte ug.

/viniuu*dr—/ viut,; udQ
r Q

+/ viu,;‘ugdﬂ—/ vil,;ugdQ  (4)
Q Q

O lado direito, que quantifica os efei-
tos advectivos no modelo, apds um pro-
cesso de regularizacdo, e condensadas as
devidas integrais possiveis, torna-se:

/viniuu*dr—/ Vill,; [u—ug]dQ
r Q

—/viu,;"uédQ (5)
Q

3 Interpolacao Direta

A proposta de Interpolacdo Direta
fundamenta-se em uma aproximacgdo de
todo o nucleo da integral de dominio de
interesse. Na equacdo 5, o foco € aproxi-
mar a segunda integral regularizada, uma
vez que a terceira pode ser levada ao con-
torno, vide [9].

A aproximac¢do DIBEM tem o for-
mato da equacdo 6 e a escolha da fungdo
de base radial é uma linha de pesquisa
continua [8].

v [u—ug] = @CF(X,X)  (6)
Neste trabalho a fun¢do de base ra-
dial de placa fina 7*Inr é utilizada. Os
elementos de contorno sdo lineares iso-
paramétricos e as integracdes numéricas
realizadas com quadratura de Gauss
classica com 20 pontos de aproximacao.

4 Estudo de Caso

O dominio computacional adotado para
testar a comparacao de formulacdes pro-
posta € um quadrado de dimensodes
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unitdrias e sujeito as condi¢des de con-
torno na Figura 1.

Figura 1: Dominio Computacional

A convergéncia da malha € tes-
tada aqui correlacionada aos potenciais
incégnitos determinados pelo BEM no
contorno, € com sensibilidade a: nimero
de polos internos (PI) e nimero de ele-
mentos de contorno (EC).
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Figura 2: Convergéncia - Par@metro PI

Os resultados na Figura 2 acima, con-
firmam um comportamento ja conhecido
de maior sensibilidade do DIBEM ao re-
finamento da malha interna [4] para 16
EC fixados. Num geral, a DRBEM nao
custuma ser tao sensivel a este parametro,
observando-se com o refinamento dos po-
los internos uma precisdo mais favoravel
da técnica DIBEM.

Boundary Elements Sensivity

0.60 [ = :EY
O—0—0 DRBEM

Boundary Potentials Average Errors (%)

0.00 \ \ !
16 32 64 128

Number of Boundary Elements

Figura 3: Convergéncia - Parametro EC

Em relacdo a discretizacao do con-
torno, na Figura 3, as duas técnicas mos-
tram precisdes muito parecidas a medida
que o ndmero de elementos de contorno
¢ enriquecido com 64 PI fixados, nao
havendo distin¢do de performance neste
parametro.

Por fim, uma anélise paramétrica pro-
move uma intensificacdo dos efeitos ad-
vectivos via gradual aumento do nimero
de Peclet. Os resultados para uma malha
64EC/225PI sdao mostrados na Figura 4,
que segue.
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Figura 4: Anélise Paramétrica com
Numero de Peclet
Os resultados sugerem uma maior
estabilidade numérica por parte da
formulacdo DIBEM para nimero Peclet
até mesmo moderados. Por outro lado,
a técnica DRBEM apresenta um cresci-
mento de erros mais acentuado a partir de
Pe=5, o que sugere uma menor precisao a
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partir desta intensidade de adveccao.

S Consideracoes Finais

Os resultados para o modelo de advegao-
difusdo, relativamente simples testado,
apontam para um comportamento mais
estavel da formulacdo DIBEM, frente
a DRBEM, em cenarios fisicos com
nimero de Peclet moderado. Este com-
portamento vem sendo confirmado em
outros testes paralelos mais robustos, to-
davia, carece de uma investigacdo mais
aguda.
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