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Resumo

O presente trabalho visa aferir os efeitos numéricos do acoplamento de um esquema de integracéo auto-
adaptativo nos resultados do Método de Elementos de Contorno. Resolvem-se problemas de potencial
bidimensionais regidos pela equacdo de Laplace empregando elementos isoparamétricos quadréaticos. Os
resultados obtidos com o esquema auto-adaptativo sdo comparados com os valores numéricos colhidos
pelo modelo padrédo com Quadratura Gaussiana. Os exemplos-teste foram escolhidos porque dispdem de
solucéo analitica, que serve como referéncia para validagdo do aumento de precisdo alcangada.

Abstract

The present work aims to assess the impact of the coupling of the self-adaptive integration scheme in the
numerical model of the Boundary Element Method. Two-dimensional potential problems governed by the
Laplace Equation are solved, using quadratic isoparametric elements. The results obtained with the self-
adaptive scheme are compared with the numerical values devoid of the mentioned adaptive scheme just
using the Gaussian Quadrature. The chosen examples have analytical solutions, which serve as
benchmarks for validation of the improvement in the accuracy achieved.

Keywords (Palavras chaves): Elementos de Contorno, Integracdo Numérica, Elementos Quadraticos.

coordenadas globais num sistema estratégico local, o
Jacobiano, ndo é mais um valor constante e sim uma
funcéo da forma geométrica do elemento [1].

1. Introducéao

A integracdo numérica € um dos tdépicos de maior
relevancia no contexto do Método dos Elementos de
Contorno (MEC). Isto se justifica pelo fato de que toda
a representacdo do continuo é dada apenas pela
discretizacdo das suas fronteiras. Em principio, ja que o
método reduz o problema a ser resolvido em uma
dimensdo, seria de se esperar que as integragoes possibilita modelar o comportamento de uma variavel

fossem mais simples. C_ontudo., embora a utilizagéo da escalar, o potencial u(x,y), em varios campos da
solugdo fundamental seja a principal raz&o da elevada ciéncia, como, por exemplo, a astronomia, O

precisdo do método, também é causa de problemas
relacionados a sua integragdo ao longo dos elementos aplicagdes [2]. Em duas dimensdes, i.e., no espaco
d_e contorno, pois possui a caracteristica peculiar de ser euclidiano R?, a equagdo de Laplace é dada pela
singular. equacao (1):

2. A equacgéo de Laplace

A equacdo de Laplace é uma equacdo diferencial
parcial eliptica de alta relevancia, uma vez que

eletromagnetismo, a mecanica dos fluidos, entre outras

E possivel fazer o célculo analitico das integrais do
MEC em certos casos particulares; contudo, torna-se
praticamente inviavel realiza-lo para elementos de

V2u(x,y) =0 (1)

ordem superior, isto é, onde a variagdo da variavel
basica ao longo do elemento ndo é considerada
constante. Um agravante surge no caso de elementos
com geometria nao retilinea, como no caso de
elementos isoparamétricos quadraticos ou superiores
em que a funcdo que realiza a transformagdo das

Para ser bem posto, o problema dado pela Equagéo (1)
precisa de condi¢des conhecidas no contorno. Estas
podem ser do tipo essencial ou natural:

_ ou_ _
u= uemIly; =5 = gemTl, (2)
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Da Figura 1, T'=T, +TI,, e, barras indicam valores
conhecidos. Na condi¢cdo natural, prescrita em I,,né o
vetor normal externo aocontorno.Condigcbes de
contorno mais complexas, tais como combinacdes das
anteriores, isto é:

au+Bg =y (3)

Onde, a,f e y sdo pardmetros conhecidos e podem ser
faciimente incluidos (BREBBIA et al., 1984) [3]; porém,
nao serdo considerados aqui por uma questdo de
simplicidade.

Y

T .

Figura 1: Dominio bidimensional Q

Considere agora que se busca a solugdo da Equacéo
de Laplace com as condigdes de contorno prescritas
segundo a eg. (2). Uma das abordagens mais comuns
€ interpretar os erros introduzidos nas Equagbes (1) e
(2) como se os valores exatos, mas desconhecidos, de
u e g fossem substituidos por uma solugao aproximada.
Tal abordagem segue os principios do Método dos
Residuos Ponderados [4] em conjunto com a aplicagéo
da integracéo por partes e o Teorema da Divergéncia.
Resulta, entdo, a seguinte expressao integral:

dQMQ+f

UO0a 60 dr - [ qeouEX)dr =0 @)
r r

Na Equacao (4) a funcdo auxiliar u*(§,X) é a solugéo
fundamental e sua derivada normal é expressa por
g*(€,X),0 argumento dessas fun¢Bes considera o ponto
fonte ¢, que é um ponto arbitrario no dominio Q, pois
tais fungbes dependem da distancia euclidiana entre
dois pontos. O coeficiente c(§)depende da suavidade
do contorno [5]. Para um meio bidimensional isotropico,
a solucdo fundamental da equagdo de Laplace
depende a distancia euclidiana r entre um ponto & de
aplicacéo da fonte concentrada e um ponto qualquer X
do dominio (BREBBIA et al., 1984) [3]:

_ 1I 1 . 1or ®)
_21'tnr €d T 2mron

*

u

3.Método dos Elementos de Contorno
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O MEC é geralmente associado a formulacdes ditas
diretas, nas quais as variaveis fisicas do problema sdo
desconhecidas, como por exemplo, os potenciais e
fluxos. Tal abordagem € mais atraente que as
formulagdes denominadas indiretas, que envolvem
conceitos como fontes ou dipolos. A formula¢éo direta

adotada neste trabalho € mais geral e simples de se
aplicar em cédigos computacionais.

A formulacdo da equacgéo integral de contorno de
problemas potenciais numa forma similar a usada pelo
MEC pode ser atribuida a Jaswon (1963) [6] e Symm
(1963) [7], autores que ja em 1963 apresentaram um
método numérico para resolver equagdes integrais do
tipo de Fredholm. Eles discretizaram o contorno dos
problemas em varios segmentos - ou elementos de
contorno - e assumiram uma densidade de fonte
constante em cada um deles.

A técnica de colocacéo [5] foi empregada para gerar
uma série de equacdes integrais, e os coeficientes de
influéncia foram computados usando a formula de
Simpson, com excecao dos coeficientes singulares que
foram computados analiticamente ou pela soma dos
termos fora da diagonal. Em seus trabalhos pioneiros
tais autores até propuseram uma formulacdo mais
geral, usando potenciais e derivadas como variaveis
desconhecidas e os resultados foram obtidos para
algumas aplicacdes (JASWON, 1963; SYMM, 1963;
JASWON; PONTER, 1963). De alguma forma, o
surgimento do Método dos Elementos Finitos naquela
mesma época inspirou o desenvolvimento da base
matemética para a formulacéo direta do MEC.

A interpretacdo do MEC em termos de sentencas de
residuo variacional ou ponderado ajudou a esclarecer
sua relagdo com outras técnicas numéricas, como o
Método das Diferencas Finitas e o Método dos
Elementos Finitos. Ao mesmo tempo, elementos de
contorno de ordem superior comegaram a ser
desenvolvidos, com base em transformacdes de
coordenadas usando 0 jacobiano, usadas
primeiramente em elementos finitos. A importancia de
técnicas precisas de integragdo numérica levou a
investigacdo e consequente desenvolvimento de
abordagens adequadas para integrandos singulares e
quase singulares.

3.1. Elementos de Contorno

Seja o dominio plano Q e contorno S qualquer,
indicado na figura (2), onde se deseja calcular o
perimetro. Em diversos problemas a integral ao longo
do contorno S pode ser bastante dificil, ou mesmo
impossivel, de se calcular analiticamente. Uma
estratégia para o calculo do perimetro é a divisdo do
contorno S em uma soma de segmentos S, S, .., S
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§= Zn:Si (6)
=1

Na Eqg. (6), n € o nimero de segmentos. Uma vez que
estes pedagos podem ter uma forma qualquer, cada
pedaco podera aproximado por uma fun¢éo conhecida.
Por simplicidade esta forma é quase sempre dada por
um polindmio (reta, parabola, etc).

Dessa maneira, cada segmento si, S2, .., Sn €
aproximado por formas conhecidasl;, T,, ...,
I, chamados de Elementos de Contorno. Assim, o
contorno aproximado I' & expresso por:

r=>rnwm

n
i=1

Figura 2: Dominio Q de contorno S

Tomando o limite para infinitos elementos:

n
S= lim Z T, (8)
n—oo .
i=1
Onde I; é o contorno aproximado.

3.2 Elementos de Quadraticos Isoparamétricos

Na discretizagdo por elementos quadraticos, a
geometria € aproximada por um polindmio do 2°grau,
necessitando de trés nés em cada elemento, um em
cada extremidade do elemento e um né central (figura
3). A formulagdo usada neste trabalho é
isoparamétrica, ou seja, as mesmas fun¢des de forma
usadas para interpolar a geometria sdo também usadas
para interpolar as variaveis fisicas, que sao o potencial
e a derivada normal do potencial, também chamada de
fluxo.
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Figura 3: Fungdes de forma para o elemento quadratico

As funcdes de forma N1, N2e N3 s&o dadas por [5]:

§

N, =§(§—1); N, =1-%%N; =§(E+1) ©)

Assim, as coordenadas cartesianas x € y sao
aproximadas da seguinte forma:

o x = (NL)(x1) + (N2)(x2) + (N3)(x3)

*y=(N1)(y1) + (N2)(y2) + (N3)(y3)

Da mesma forma as variaveis fisicas s&o interpoladas:
* u=(N1)(ul) +(N2)(u2) + (N3)(u3)

*g=(N1)(ql) + (N2)(g2) +(N3)(q3)

Onde as variaveis com indice 1 sio relativas ao n6

local 1, as com indice 2 relativas ao n6 local 2 e as com
indice 3 relativas ao no local 3.

Ay r=7(z,y)

IF

=L

X
>
B>

Figura 4: Contorno Curvo

O sistema de coordenadas local se relaciona com o
sistema global através do Jacobiano da transformacéo
de coordenadas, |J]. Para uma curva do tipo mostrado
na figura (4), a transformacé&o é simples [5]:

dr = [J|dz = ’(‘;_;‘)2 + (%’)2 d& (10)
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3.3 Discretizagdo do Contorno

A discretiza¢@o do contorno utilizando os conceitos de
aproximacdo quadrética introduzidos na subseccao
anterior leva a Equacéo (4) a tomar a forma:

C(E)U(E)+ZN:fF UQ*dFm—ZN:fF qu*dr,, =0 (11)
m=1""'m m=1"Im

Onde N assinala a quantidade de elementos de
contorno que compdem a discretizagdo. Em forma
matricial:

q* dl—‘m -

Ny
N,
N3

N
OO + ) [zl |
m=1 m

- mzli:l[%%%] frm

u*dr,, =0 (12)

Ny
N,
N3

A Equacdo (12) representa um sistema misto
envolvendo o potencial u nos nés, bem como a
derivada normal g também nodais. O nimero de
incégnitas dos dois tipos € compensado pela prescrigéo
de valores conhecidos em namero suficiente para gerar
um sistema, na forma:

[HHu} - [GHq} =0 (13)

Os coeficientes das matrizes [H] e [G] também sao
chamados de coeficientes de influéncia e a precisao do
MEC est4 fortemente relacionada a obtencdo correta
de tais coeficientes, que sao definidos por:

Hm,j = f qu*\]md'ﬂ eGm,j = f Nku*den (14)
I'm Tm

Ondel, € o jacobiano da transformagdo de
coordenadas, relativo ao elemento m, definido na
Equacéo (10).

4. Integracdo Numeérica

Os coeficientes Hpj e Gyjnas expressdes anteriores
podem ser calculados usando férmulas deintegracdo
numérica (como a Quadratura de Gauss)para 0
casom #J. Entretanto, quando m e j estdo no mesmo
elemento (m=j), a singularidade da solucédo
fundamental requer um esquema de integracdo mais
preciso. Em realidade, a integracdo analitica €
reservada apenas para o calculo dos coeficientes G, ;.
Isto porque os coeficientes Hp;, cuja integral é mais
fortemente singular, pode ser calculado pela soma dos
coeficientes das linhas correspondentes, segundo o
procedimento da obediéncia a imposi¢cdo de um campo
potencial constante num dominio fisico finito [4] em que
as derivadas do potencial devem ser nulas em todo o
dominio fisico:
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[H{u} =0 (15)

Dessa forma, tanto a integral mais fortemente singular
Hmjquanto o valor do coeficiente c(§) podem ser
calculados indiretamente. Ja no caso da integral Gmjs
embora mais fracamente singular, seu calculo para
elementos quadraticos e de ordem superior é mais
elaborado. Embora demandando um  ndmero
significativo de pontos de integracéo [1], a Quadratura
de Gauss pode ser usada, pois tal esquema de
integracdo possui a vantagem de calcular de forma
precisa as integrais de fungdes polinomiais de graus p
=2NPG + 1. Em uma dimensédo, como a que é aplicada
no MEC em problemas bidimensionais é dada por:

NPG

1
f f(x)dx = Z w,f(1,) (16)
-1 =1

Na eg. (16) NPG é o numero de pontos de integracéo,
Ww,s80 0s pesos da Quadratura de Gauss, e, S80
pontos de integragdo. Tanto os pontos quanto 0s pesos
sdo tabelados, considerando um intervalo normalizado
(-1,12).

Ressalta-se que o nucleo das integrais do MEC néo é
polinomial e que no caso da integral impropria, €
preciso calcular o que geometricamente representaria a
area sobre acurva de modo correto, para evitar erros
numéricos significativos [1]. A saber, integrais
singulares sdo aquelas que tém um comportamento
crescente ou decrescente ilimitado em ao menos um
ponto do integrando. Uma integral “I” é dita singular se:

b
= f f(x)dx e3 ¢ € [a,b] tal que Iingf(x) ==+00(17)
a X

4.1 Integracdo Autoadaptativa

O esquema de integracdo adaptativo proposto por
Telles (1987), para o calculo de integrais singulares,
pode ser entendido de forma simplificada como a
aplicagdo de uma transformada de 3% ordem nos
pontos previstos pela Quadratura Gaussiana. Essa
transformacao desloca os pontos para as proximidades
da singularidade, levando a uma maior precisao da
integral. Para casos de integragbes unidimensionais,
que sao as utilizadas neste trabalho, um resumo da
aplicacdo desta transformada € exposto a seguir.
Tendo-se, inicialmente, a integral apresentada na
Equacdo (16), onde a func@o a ser integrada f(n) &
singular no ponto 7:

1
f f(n)dn (18)

-1

Sendo n a coordenada natural da integral. Adota-se,
entdo, uma transformacdo de coordenadas de 32
ordem, dada de acordo com a seguinte relagao:
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n(8) = A83 + BB+ CO + D (19)

Na eg. (19) 6 é a coordenada fornecida pelos pontos de
integracdo da Quadratura Gaussiana e, apds a
transformacdo, a coordenada n estara associada ao
peso da Quadratura Gaussiana correspondente ao
ponto de integracdo 6. A, B, C e D sdo coeficientes
dependentes da posi¢cdo do ponto singular 7 [4].

Tal transformacédo de coordenadas permanece valida
sem a necessidade do recurso da particAo do dominio
para qualquer posicdo do ponto de singularidade e
produz automaticamente uma maior concentracdo dos
pontos de integracdo proximos ao ponto de
singularidade [9]. Os coeficientes A, B, C e D séo
definidas pela aplicac@o das seguintes condi¢des:

—o _qo My _ d*n| _
n1(1) =0; n(-1) =0; %ﬁ—o e Wﬁ_o(zo)

A terceira condicdo implica que o Jacobiano dessa
transformacao deve preferivelmente reduzir a ordem da
singularidade no ponto 7 e a quarta condicdo é
introduzida para produzir um ponto de minimo no
Jacobiano para o ponto 1 (um ponto de maximo
também pode ser obtido). Esta Ultima condigdo implica
que o minimo valor do Jacobiano estara localizado
onde o tipico comportamento singular da fungdo f(n)
apresenta um gradiente mais severo. Uma vez que os
coeficientes sa@o calculados, pode se reescrever a
Equacéo (18):

1
f H(n(8))XO)de (21)
-1

Na eg. (21) J(8)é o Jacobiano da transformag&o:

I(0) = g—g =3A82+2B0 +C (22)

A partir dessa transformada, um esquema de
integracdo auto-adaptativo aplicado ao Método dos
Elementos de Contorno € gerado em funcdo da
distdncia do chamado ponto fonte § em relacdo ao
elemento de contorno sobre o qual é realizada a
integracdo. Pode-se encontrar maiores detalhes nas
referéncias Telles (1987) [8] e Bulcao (1999) [9].

5. Simulagdes Numéricas

Para verificar a influéncia da Integragio auto-adaptativa
na qualidade da solugdo numérica os resultados foram
comparados com os obtidos por (Barbosa, 2017) [1].
Nesta referéncia, as integragbes foram calculadas
apenas com a Quadratura Gaussiana. Como de praxe
num método misto como o MEC, os valores do
potencial ou da derivada do potencial no contorno
podem ser prescritos ou figuram como incégnitas;
neste Ultimo caso, sdo calculados numericamente. O
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desvio percentual em cada ponto j do contorno foi
calculado segundo a equagao (23):

%E(j) = 100]|d; — q;| (23)

O dominio foi considerado homogéneo e isotrépico,
com propriedades mecanicas unitarias. As quadraturas
foram resolvidas utilizando 20 pontos de Gauss.

5.1 Exemplo 1

Considere o problema potencial delimitado
externamente por um dominio bidimensional retangular
conforme apresentado na figura (5). A solugdo exata do
potencial pode ser expressa pela Equacgéo (24):

u(x,y) =x (24)

Xy 4
Jdu
on — 0
_ ou _
u—(,)\ _(.”_J
(:)(I . (] ‘\'l

an —
Figura 5: Geometria e Condigdes de Contorno do Exemplo 1

Na solugdo deste exemplo foram utilizados 40
elementos de contorno e 84 pontos nodais. A Figura (6)
apresenta o grafico do desvio das solugbes numéricas
do potencial com relagcdo a solugdo analitica no
contorno Y =0.

-==-Sem Telles = Com Telles ‘

101 Fmcememmmmmmmmn \

1072

Erro Percentual

102

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Coordenada X

Figura 6: Desvio Relativo do Potencial Exemplo 1

Os resultados dados na Figura (6) deixam claro que
uso o da integracdo auto-adaptativa reduz
significativamente a ordem do erro para todos os
pontos em andlise.
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A Figura (7) apresenta os graficos do fluxo analitico e
do fluxo numérico, com o esquema adaptativo e em
este; a Figura (8) mostra os valores do desvio do fluxo

numérico com relacdo a solu¢do analitica. Ambos se
referem ao contorno em X = 0.

Na Figura (7) nota-se claramente a reducdo das
flutuagbes em torno da solugéo analitica coma inclusdo
da integracdo auto-adaptativa. A presenca do
comportamento oscilatorio, também discutido por
Barbosa (2017) [1], € um fendmeno observado em
diversos métodos, incluindo o MEC. A inclusdo do
esquema auto-adaptativo leva a uma melhoria da
integracdo numérica e consequente reducd@o destas,
embora ndo as elimine completamente.
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Figura 7: Valores do fluxo no exemplo 1
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Figura 8: Desvios (erro) no fluxo para o exemplo 1
5.2 Exemplo 2

Considere o problema de potencial escalar,
apresentado na Figura (9), em que um semicirculo é
submetido as seguintes condigdes de contorno: uma
temperatura descontinua na face retilinea e fluxo nulo
no contorno curvilineo.
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T=0 \

Figura 9: Geometria e Condigdes de Contorno do Exemplo 1

As solugBes exatas do potencial e do fluxo séo dadas
por:

0 or 1
T(9) == 0)=—k—=—
©) T e 40 00 mx
Para este exemplo a malha utilizada contou com 103
elementos de contorno e 209 pontos nodais.

A Figura (10) apresenta o grafico do desvio das
solu¢des numéricas do potencial com relacéo a solucéo
analitica ao longo do contorno do semicirculo X? +
Y2 =1,Y > 0. Novamente, observa-se uma queda nos
valores do desvio percentual quando se acopla o
esquema de Telles, comparativamente ao MEC
somente com a Quadratura padrdo. Ja as Figuras (11)
e (12) apresentam os graficos da solugéo do fluxo e do
desvio das solugbes numéricas com relagdo a solucéo
analitica no contorno Y =0.

===-Sem Telles = Com Telles

Erro Percentual

10-5

Coordenada X

Figura 10: Desvio do potencial na aresta curvilinea do exemplo 2
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====Sem Telles == Com Telles Analitica

)

el

-1 -0.5 0 0.5 1

Coordenada X

Figura 11: Valores do fluxo no exemplo 2

-=-=--Sem Telles = Com Telles

Erro Percentual

-1 -0.5 0 0.5 1
Coordenada X

Figura 12: Desvio das solugdes no exemplo 2

Embora as diferencas entre os valores analiticos e
numéricos nao sejam visualmente detectaveis na
Figura (11), o grafico do desvio mostra, mais uma vez,
uma expressiva redugédo na ordem do erro na solugédo
numérica e forte atenuacé@o nas oscilagfes numéricas,
em consonancia com os resultados obtidos no exemplo
anterior. Ressalta-se a presenca de uma singularidade
no célculo do fluxo em X = 0, e que, a formulagéo
acoplada a integracdo auto-adaptativa mantém o0s
patamares de desvio ao se aproximar da singularidade,
em contrapartida & solugdo que utiliza Quadratura
Gaussiana padrao.

6. Conclusodes

O esquema de integragdo auto-adaptativa mostrou-se
extremamente eficaz na reducéo da ordem do desvio
percentual ao longo dos pontos de contorno nas
malhas referentes as geometrias estudadas. No
trabalho de Barbosa foram realizados testes com até
60 pontos de Gauss e os resultados ainda assim foram
de qualidade significativamente inferior aos aqui
apresentados.
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Para trabalhos futuros intenta-se verificar a eficacia da
metodologia aqui apresentada na solucdo de
problemas de maior complexidade, tanto geométrica
quanto referente ao carregamento imposto. Objetiva-se
também implementar elementos de ordem cubica, para
avaliacdo da melhoria da precisdo a ser assim
alcancada, face as maiores dificuldades impostas pela
programagéo desses elementos de ordem superior.
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