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RESUMO

Nesse trabalho, revisamos o conceito de singularidades cosmológicas, em particular singularidades futuras
repentinas, também conhecidas como singularidades "suaves". Apresentamos alguns modelos baseados em
campos de táquions, revelando a singularidade do tipo Big Brake e o efeito de transformação de campos
de matéria. Estudamos campos escalares com diferentes tipos de Lagrangianas, escrevendo as equações
diferenciais de segunda ordem para as perturbações lineares desses campos na vizinhança de uma singularidade
futura repentina. Se ambas as soluções independentes forem regulares, construímos o estado de vácuo para
partículas quânticas como uma função gaussiana. Se pelo menos uma das duas soluções independentes têm
um comportamento assintótico singular, então não podemos definir os operadores de criação e aniquilação e
construir o vácuo. Isso significa que não é possível conservar uma noção de partícula.

Palavras-chave singularidades repentinas, partículas quânticas, singularidade Big Brake

1 Introdução

Os primeiros modelos cosmológicos da teoria de Einstein com soluções exatas revelaram a presença de um fenômeno muito
notável: a singularidade do Big Bang (Grande Expansão, em português). A singularidade inicial (juntamente com os problemas
da planicidade e do horizonte) é um dos problemas importantes do modelo cosmológico padrão. Desde a descoberta da
singularidade do Big Bang por Alexander Friedmann em 1922 (1), uma questão fundamental foi formulada por Lev Landau
em 1959: este fenômeno é uma consequência das simplificações dos modelos exatamente solucionáveis, ou a aparição de
singularidades é propriedade geral das equações de Einstein?

Esta pergunta foi respondida por V. Belinsky, I. Khalatnikov e E. Lifshitz (BKL) (2; 3; 4) em 1969: uma singularidade é uma
propriedade geral de uma solução cosmológica genérica das equações gravitacionais clássicas e não uma consequência da
estrutura simétrica dos modelos exatos. BKL foram capazes de encontrar a estrutura analítica desta solução genérica e mostrar
que seu comportamento é de caráter oscilatório extremamente complexo, do tipo caótico. Em outras palavras, o trabalho de BKL
revelou o fenômeno enigmático de uma abordagem oscilatória da singularidade que se tornou conhecido também como Universo
Mixmaster (5). O modelo do universo homogêneo fechado mas anisotrópico, com três graus de liberdade (modelo cosmológico
Bianchi IX), foi usado para demonstrar que o universo se aproxima da singularidade de tal forma que sua contração ao longo de
dois eixos é acompanhada por uma expansão em relação ao terceiro eixo. E os eixos mudam seus papéis de acordo com uma lei
bastante complicada que revela um comportamento caótico (3; 4; 6; 7).

Alguns anos antes, em 1965, R. Penrose publicou o teorema da singularidade (8), apresentando a ideia de incompletude geodésica
para descrever espaços-tempos singulares e introduzindo a noção de superfície fechada aprisionada, uma grande contribuição
conceitual para a teoria do campo gravitacional. O teorema de Penrose garante que algum tipo de incompletude geodésica
ocorre dentro de qualquer buraco negro sempre que a matéria satisfaz condições de energia fraca. Outro teorema, o teorema da
singularidade de Hawking (9), garante que o Big Bang tem densidade infinita. Este teorema é mais restrito e é válido quando a
matéria obedece à condição de energia dominante (a densidade de energia é maior que a pressão).

Até o final da década de 1990, quase todas as discussões sobre cosmologia clássica e quântica de singularidades foram dedicadas
às singularidades do Big Bang e Big Crunch (Grande Colapso, em português), que são caracterizadas por um raio cosmológico
(fator de escala) nulo. A situação mudou após a descoberta do fenômeno da aceleração cósmica. Essa descoberta foi o ponto
de partida para a formulação de modelos cosmológicos contendo energia escura. Esta última é considerada responsável pela
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expansão acelerada do Universo, por causa de suas propriedades específicas. A característica fundamental da energia escura é
que ela possui uma pressão p tal que a condição de energia forte, ⇢+ 3p > 0, é violada (aqui ⇢ é a densidade de energia). A
construção de diferentes modelos cosmológicos que descrevem a energia escura e que apresentam outros tipos de singularidades
cosmológicas tem atraído a atenção de pesquisadores. Em primeiro lugar, devemos mencionar a singularidade do Big Rip
(Grande Ruptura, em português) (10; 11), que surge nos modelos onde a energia fantasma está presente (12). Tal singularidade
é caracterizada por valores infinitos do raio cosmológico, da sua derivada temporal, do parâmetro de Hubble e sua derivada
temporal e, portanto, da sua densidade de energia e pressão. Por energia fantasma entende-se a substância cuja pressão é negativa
e tem um valor absoluto maior que sua densidade de energia.

Investigações cinemáticas de cosmologias de Friedmann levantaram a questão sobre a possibilidade da existência de uma
singularidade futura repentina (15), caracterizada por uma divergência de ä, enquanto o fator de escala a e ȧ são finitos, onde
daqui em diante o ponto sempre se refere à derivada com relação ao tempo. Assim, o parâmetro de Hubble, H = ȧ

a , e a
densidade de energia ⇢ também são finitos, enquanto a primeira derivada do parâmetro de Hubble e a pressão p divergem.
Este trabalho é organizado da seguinte forma. Na Seção 2, apresentamos algumas propriedades de singularidades futuras e
suas classificações, em particular de singularidades futuras repentinas. Na Seção 3, apresentamos um exemplo de definição de
partículas em espaço-tempo curvo no exemplo de um campo escalar no universo de Friedmann. Na Seção 4, estudamos modelos
cosmológicos baseados em campos de táquions, revelando a singularidade do tipo Big Brake (Grande Freio, em português),
outras singularidades futuras repentinas e os efeitos de transformação de campos de matéria. O objetivo principal é analisar o
comportamento de partículas quânticas na vizinhança de singularidades futuras repentinas. Esse trabalho é baseado em (13) e
(14).

2 Singularidades futuras repentinas e sua classificação

Nos estudos dedicados às singularidades repentinas, pode-se distinguir três tópicos principais. O primeiro deles trata da
compatibilidade dos modelos que possuem singularidades repentinas com dados observacionais (16; 17; 18; 19). A segunda
direção está ligada ao estudo dos efeitos quânticos (20)-(29). Aqui temos duas opções: o estudo de correções quânticas à
equação de Friedmann efetiva, que pode eliminar singularidades clássicas ou, pelo menos, mudar sua forma (22; 24; 30), e o
estudo das soluções da equação de Wheeler-DeWitt para o estado quântico do universo na presença de singularidades repentinas
(24; 25; 26; 28). A terceira direção está ligada à oportunidade de atravessar singularidades repentinas na cosmologia clássica
(27; 31; 32).

Uma característica particular das singularidades repentinas futuras é sua "suavidade"(31). Como os símbolos de Christoffel
dependem apenas da primeira derivada do fator de escala, eles são regulares nessas singularidades. Logo, as geodésicas têm
um bom comportamento e podem atravessar a singularidade (31). Pode-se argumentar que as partículas que atravessam a
singularidade irão gerar a geometria do espaço-tempo, proporcionando de tal forma um renascimento suave do universo após o
atravessamento da singularidade (32). Ou seja, a geometria do espaço-tempo pode ser reconstruída a partir do conhecimento de
cada uma de suas geodésicas, e a evolução do universo não pára ao passar por uma singularidade repentina. Uma vez que as
partículas tenham passado pela singularidade, elas determinarão a geometria novamente e o universo continua evoluindo além da
singularidade. Observe que a oportunidade de atravessamento de algum tipo de singularidade cosmológica já foi notada no artigo
de Tipler (33). Uma ideia próxima de singularidades integráveis em buracos negros, que podem dar origem a uma cosmogênese,
foi recentemente apresentada em (34)-(35).

Outra característica notável das singularidades futuras repentinas é sua capacidade de induzir mudanças nas equações de estado
da matéria. Além disso, a forma da lagrangiana de matéria também pode ser alterada. Esses efeitos foram considerados em
(36)-(38). Os efeitos da transformação da matéria ocorrem, às vezes, também sem singularidades, mas apenas na presença
de algumas "não-analiticidades"na geometria do espaço-tempo. Esses fenômenos também têm relação com fenômenos do
atravessamento de singularidades (37; 38). Na seção 4, apresentamos outro aspecto da presença de singularidades repentinas –
estamos interessados no comportamento das partículas quânticas na vizinhança desses pontos específicos do espaço-tempo.

Apresentamos uma classificação das singularidades cosmológicas futuras, seguindo (38) e (39). Consideramos os modelos
do universo com energia escura que contêm singularidades futuras de tempo finito. A singularidade do tipo I é chamada de
singularidade de Big Rip, caracterizada por a ! 1, ȧ ! 1, H ! 1, ⇢ ! 1 e |p| ! 1 em algum momento finito de tempo
t ! tBR. Como já foi mencionado, este tipo de singularidade surge nos modelos onde a energia escura fantasma está presente.

A singularidade do tipo II corresponde às singularidades repentinas, que surgem em algum momento finito de tempo t ! tS ,
onde a ! aS , ȧ ! ȧS , H ! HS e ⇢ ! ⇢S , mas a aceleração do universo ä e a primeira derivada temporal do parâmetro de
Hubble Ḣ divergem para menos infinito, com a pressão tendendo para mais infinito, p ! 1. Um caso particular de singularidade
futura repentina desse tipo é a singularidade de Big Brake. Nesta singularidade, a derivada temporal de fator de escala, o
parametro de Hubble e a densidade de energia são nulos. Como ä ! �1, isso funciona como um "freio"infinitamente forte,
forçando a derivada do fator de escala a ir para zero. Assim, a evolução do fator de escala termina. A singularidade de Big Brake
pode surgir em modelos cosmológicos taquiônicos (40) com um potencial particular. Foi notado que essa singularidade pode
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aparecer também em modelos cosmológicos mais simples, como no universo com fluido perfeito obedecendo à equação de
estado p = A

⇢ , onde A é uma constante positiva. Tal tipo de fluido é conhecido como gás de anti-Chaplygin, que surge na teoria
das cordas (42) e foi introduzido no contexto da cosmologia em (25).

A singularidade do tipo III aparece no modelo com equação de estado p = �⇢�A⇢
↵ e às vezes é chamada de "singularidade do

fator de escala finito". O nome fala por si – este tipo de singularidade tem um fator de escala finito a ! aS , mas ela é diferente
da singularidade futura repentina, pois os outros parâmetros cosmológicos divergem, isto é ȧ ! 1, ⇢ ! 1, e |p| ! 1.

A singularidade do tipo IV é uma singularidade muito suave com fator de escala a finito, ⇢ e p tendendo a zero, mas derivadas de
ordem maior do parâmetro de Hubble divergindo. Essas singularidades, às vezes, são chamadas de singularidades de Grande
Separação.

A singularidade do tipo V é chamada de w-singularidade e caracterizada pelo valor finito de a, densidade de energia ⇢ e pressão
p nulos, e derivadas de ordem maior do parâmetro de Hubble são regulares. O único comportamento singular aparece em um
índice barotrópico w (t) que depende do tempo. No contexto das teorias físicas, w-singularidades podem aparecer nas teorias de
gravidade f(R) (41), em modelos com campos escalares (43), e em cosmologias de branas (44). No trabalo (45) foi encontrada
uma interessante dualidade entre a singularidade de Big Bang e a w-singularidade. A singularidade Big Bang é caracterizada
por densidade de energia ⇢ e pressão p infinitos. Além disso, podemos assumir que o índice barotrópico w ! 0 na vizinhança
de t = 0. Assim, a dualidade encontrada é descrita como pBB $ 1

pw
, ⇢BB $ 1

⇢w
e wBB $ 1

ww
, onde os índices BB e w

correspondem às singularidades Big Bang e w respectivamente.

As singularidades que ficam fora dessa classificação são as tradicionais singularidades Big Bang e Big Crunch, às vezes chamadas
de singularidades do tipo 0 (46).

3 Definição de partículas: um exemplo com campo escalar

Sabemos que a noção de partícula torna-se complicada quando se considera a teoria quântica de campos em espaço-tempo curvo.
Nesta seção resumimos o procedimento geral para a definição das partículas no exemplo de um campo escalar � no universo de
Friedmann com a métrica:

ds
2 = dt

2 � a
2(t)dl2. (1)

A equação de Klein-Gordon para o campo escalar minimamente acoplado � com o potencial V (�) é dada por

⇤�+ V
0(�) = 0, (2)

onde ⇤� é o operador de d’Alembert. Consideramos uma solução espacialmente homogênea �0, que depende apenas do tempo
t. Um pequeno desvio desta solução pode ser representado como uma soma de harmônicas de Fourier satisfazendo a equação

�̈(~k, t) + 3
˙a(t)

a(t)
�̇(~k, t) +

~k
2

a2(t)
�(~k, (t)) + V

00(�0(t))�(~k, (t)) = 0. (3)

O campo quantizado correspondente pode ser escrito da seguinte forma:

�̂(~x, t) =

Z
d
3~k(â(~k)u(k, t)ei

~k·~x + â
+(~k)u⇤(k, t)e�i~k·~x), (4)

onde os operadores de criação e aniquilação satisfazem a relação de comutação:

[â(~k), â+(~k0)] = �(~k � ~k
0), (5)

enquanto as funções de base u satisfazem a Eq. (3). Além disso, as funções de base devem ser normalizadas de modo que as
relações de comutação canônica entre o campo � e seu momento canônico conjugado P̂ foram satisfeitas,

[�̂(~x, t), P̂(~y, t0)] = i�(~x� ~y). (6)

Levando em conta a relação de comutação (5), a representação de Fourier para a função delta de Dirac e o fato que o momento
de campo com acoplamento mínimo é dado por

P̂(~x, t) = a
3(t)�̇(~x, t), (7)

podemos mostrar que a relação (6) é satisfeito se

u(k, t)u̇⇤(k, t)� u
⇤(k, t)u̇(k, t) =

i

(2⇡)3a3(t)
. (8)

A equação (3) possui duas soluções independentes. Quanto às funções u, podemos tomar diferentes combinações lineares dessas
soluções escolhidas de tal forma que a relação wronskiana (8) seja satisfeita. Diferentes escolhas dessas funções determinam
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diferentes escolhas dos operadores de criação e aniquilação e diferentes estados de vácuo sobre os quais os espaços de Fock
podem ser construídos. De qualquer forma, para ter uma definição de partícula é necessário obter duas soluções independentes
não-singulares da Eq. (3). No entanto, isso é um requisito não trivial em situações com uma singularidade ou outro tipo de
irregularidade na geometria do espaço-tempo. Entendemos que isso é relacionado com a presença do fator de escala dependente
do tempo a(t) no lado direito da relação (8).

É conveniente também construir explicitamente o estado de vácuo para partículas quânticas como uma função gaussiana da
variável correspondente. Introduzimos um operador:

f̂(~k, t) = (2⇡)3(â(~k)u(k, t) + â
+(�~k)u⇤(k, t)). (9)

O momento canônico conjugado é dado por

p̂(~k, t) = a
3(t)(2⇡)3(â(~k)u̇(k, t) + â

+(�~k)u̇⇤(k, t)). (10)

Usamos a relação wronskiana (8) para escrever o operador de aniquilação como

â(~k) = ip̂(~k, t)u⇤(k, t)� ia
3(t)f̂(~k, t)u̇⇤(k, t). (11)

Expressando os operadores f̂ e p̂ como

f̂ ! f, p̂ ! �i
d

df
, (12)

escrevemos a equação para o estado de vácuo correspondente na seguinte forma:
✓
u
⇤ d

df
� ia

3
u̇
⇤
f

◆
 0(f) = 0. (13)

Assim, obtemos a solução normalizada da Eq. (13),

 0(f) =
1p

|u(k, t)|
exp

✓
ia

3(t)u̇⇤(k, t)f2

2u⇤(k, t)

◆
. (14)

4 Partículas e singularidades repentinas em modelos de táquion

A descoberta da aceleração cósmica (47) estimulou as buscas pela energia escura responsável por este efeito (48; 49). Um dos
possíveis candidatos para essa função foi o campo de táquion, surgido nas teorias de cordas (40; 50; 51; 52). Na verdade, o que
é chamado de campo de táquion é uma modificação de uma velha ideia de Born e Infeld (53), de que o termo cinético de um
campo pode ter uma forma não polinomial. A Lagrangiana do campo de táquion T possui a seguinte forma:

L = �V (T )
p
1� gµ⌫T,µT,⌫ , (15)

onde T,µ corresponde a derivada covariante do campo T e g
µ⌫ é um tensor métrico. A Eq. (15) para um campo espacialmente

homogêneo torna-se:
L = �V (T )

p
1� Ṫ 2. (16)

A pressão negativa torna o campo de táquion um bom candidato para o papel da energia escura,

p = �V (T )
p
1� Ṫ 2. (17)

A equação de campo é dada por:
T̈

1� Ṫ 2
+ 3HṪ +

V,T

V (T )
= 0. (18)

Também existe uma grande liberdade para a escolha do potencial V (T ). No trabalho (20) foi escolhido um potencial em termos
de funções trigonométricas,

V (T ) = ⇤

r
1� (1 + w) cos2

⇣
3
2

p
⇤ (1 + w)

⌘
T

sin2
h
3
2

p
⇤(1 + w)T

i , (19)

onde ⇤ é uma constante positiva e �1 < w  1. Qual é a origem desse potencial? Se consideramos um modelo de Friedmann
plano com a constante cosmológica ⇤ e um fluido perfeito de índice barotrópico constante w, então podemos encontrar uma
solução exata para a evolução cosmológica. Fica possível reconstruir o potencial V (T ) do campo de táquion gerando esta
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solução exata como uma solução particular do sistema que inclui a equação de Friedmann e a Eq. (18). Este potencial nada mais
é do que o potencial (19) do trabalho (20) já mencionado. Porém, a dinâmica do modelo de Friedmann baseada no campo de
táquion com potencial (19) é mais rica do que a do modelo com dois fluidos, pois o modelo com táquion possui mais graus de
liberdade. Estamos interessados no caso do parâmetro w positivo. Para estudar esse caso é conveniente reescrever a Eq. (18)
como um sistema de duas equações diferenciais de primeira ordem,

Ṫ = s, (20)

ṡ = �3
p
V
�
1� s

2
� 3

4
s�

�
1� s

2
� V,T

V
. (21)

O retrato de fase para este sistema dinâmico é apresentado na Fig. 1, que foi retirada do artigo (20). O potencial (19) é bem
definido dentro do retângulo com �1  s  1 e T3  T  T4, onde

T3 =
2

3
p
(1 + w)⇤

arccos
1p

1 + w
, (22)

T4 =
2

3
p

(1 + w)⇤

✓
⇡ � arccos

1p
1 + w

◆
. (23)

Vamos ver que o que acontece quando o universo se aproxima da região no canto inferior esquerdo. A expressão na raiz quadrada
do potencial (19) e a expressão cinética

p
1� s2 tendem a zero e, aparentemente, o universo não pode atravessar essa região.
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Figura 1: Retrato de fase para o sistema dinâmico do modelo com campo de táquion e potencial trigonométrico para parâmetro
w positivo.

Ao mesmo tempo, podemos observar que o ponto Q
0 não é um ponto crítico do sistema dinâmico e por isso não há singularidade

cosmológica nesta região do canto inferior esquerdo. Além disso, as equações diferenciais são regulares. No trabalho (20), foi
sugerido que a única saída possível seria a Lagrangiana mudar a sua forma tal que que as equações de movimento se conservem.
A nova Lagrangiana é dada por:

L = W (T )
p
Ṫ 2 � 1 (24)

com o novo potencial

W (T ) = ⇤

r
(1 + w) cos2

h
3
2

p
⇤ (1 + w)T

i
� 1

sin2
h
3
2

p
⇤(1 + w)T

i , (25)

e o novo campo (ou a nova forma do campo antigo) é chamado de pseudotáquion (20). Esse campo surge quando o universo entra
na faixa infinita esquerda inferior na Fig. 1. A equação de Friedmann no caso de universo descrito pelo campo de pseudotáquion
é

ȧ
2

a2
=

W (T )p
Ṫ 2 � 1

. (26)
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Quando o universo atravessa o canto inferior esquerdo, a parte espacialmente homogênea do campo T se comporta como

T = T3 + T̄ , (27)

onde T̄ é uma pequena perturbação, enquanto
s = �1 + s̄. (28)

Substituindo as equações (27) e (28) na Eq. (18), encontramos que as funções T̄ e s̄ satisfazem uma equação simples:

ds̄

dT̄
=

s̄

T̄
. (29)

A sua solução geral é dada por:
s̄ = CT̄ , (30)

onde C é uma constante positiva. Podemos escolher, por conveniência, o momento da travessia em t = 0 e, lembrando que
s = Ṫ , temos:

T̄ = �t, (31)
e

s̄ = �Ct. (32)

É interessante notar que, no artigo (19), as previsões do modelo sugeridas no artigo (20) foram comparados com os dados de
Supernovas do tipo Ia e foi descoberto que havia trajetórias cosmológicas compatíveis com esses dados indo em direção às
regiões dos cantos.

Vamos ver o que acontece com partículas cosmológicas durante a transformação do campo de táquion no campo de pseudotáquion.
Para isso, adicionamos à Eq. (18) os termos responsáveis pela contribuição das derivadas espaciais:

T̈
�
1 + 1

a2T,iT,i

�

1� Ṫ 2 + 1
a2T,iT,i

+ 3
ȧ

a
Ṫ +

V,T

V
+

ȧaṪ T,iT,i � 2a2Ṫ Ṫ,iT,i + T,iT,jT,ij

a4
⇣
1� Ṫ 2 + 1

a2T,iT,i

⌘ � 1

a2
�T = 0. (33)

Podemos resolver esta equação diferencial usando perturbações lineares para o campo de táquion,

T = T0 + T̃ ,

onde T0 é a solução da equação do campo de táquion para o modo de fundo espacialmente homogêneo e T̃ é a perturbação linear.
Obtemos a seguinte equação para as perturbações lineares,

¨̃
T

1� Ṫ
2
0

+

 
2T̈0Ṫ0

(1� Ṫ
2
0 )

2
+

3
p
V (2� Ṫ

2
0 )

2(1� Ṫ
2
0 )

5/4

!
˙̃
T +

 
3V,T Ṫ0

2
p
V (1� Ṫ

2
0 )

1/4
+

V,TT

V
�

V
2
,T

V 2
+

k
2

a2

!
T̃ = 0. (34)

Nessa expressão, usamos a equação de Friedmann para reescrever ȧ
a como

ȧ
2

a2
= ⇢.

Em seguida, substituimos as expressões (27) e (28) na Eq. (34) no lugar de T0 e, mantendo os termos principais, obtemos a
seguinte equação diferencial para as perturbações lineares:

¨̃
T � 1

t

˙̃
T +

C

t
T̃ = 0. (35)

A solução é dada por:
T̃ = c1tJ2

⇣p
Ct

⌘
+ c2tY2

⇣p
Ct

⌘
, (36)

onde J e Y são as funções de Bessel. Ambas soluções são regulares quando t ! 0 e as partículas devem passar pela região do
canto inferior esquerdo. A mesma análise pode ser realizada na região do canto superior esquerdo da Fig. 1, onde o campo de
pseudotáquion se transforma no campo de táquion enquanto o universo se expande.

Devido a não linearidade da Lagrangiana (15), o momento conjugado possui forma diferente da forma para modelos com campo
escalar minimamente acoplado. Especificamente, em nosso caso, obtemos:

PT̃ =
V (T0)q
1� Ṫ0

2
a
3 ˙̃
T . (37)
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O Wronskiano assume a seguinte forma:

W =
V (T0)q
1� Ṫ0

2
a
3 ˙̃
T . (38)

Levando em consideração a equação de Friedmann, temos

PT̃ = ȧ
2
a
˙̃
T . (39)

Podemos construir o estado quântico do vácuo como

 0(T̃ ) ⇠
1p
|u|

exp

✓
iȧ

2
a
u̇
⇤

u⇤ T̃
2

◆
. (40)

O fator ȧ2a é um número finito na travessia da região do canto. Como segue da Eq. (36), na vizinhança da região do canto as
funções de base se comportam como

u = A+ iBt
2
, (41)

onde A e B são constantes, que satisfazem a relação de normalização. Obtemos que:

 0(T̃ ) ⇠ exp
⇣
�C(�t)T̃ 2

⌘
, (42)

onde C é uma constante positiva. O coeficiente na frente de T̃
2 é proporcional a �t. Isso significa que no momento do

cruzamento do canto inferior esquerdo a função gaussiana tem a dispersão infinita. Em seguida, após atravessar a região t > 0, a
função terá a seguinte forma:

 0(T̃ ) ⇠ exp
⇣
�CtT̃

2
⌘
. (43)

Neste caso, temos funções de base regulares na vizinhança da região do canto, mas ao passar por ele o estado de vácuo de alguma
forma desaparece (podemos interpretar isso como a dispersão infinita) e então, imediatamente após o atravessamento, temos
um espaço de Fock novamente. Possivelmente, este desaparecimento momentâneo do vácuo corresponda à transformação das
partículas do campo de táquion nas partículas do campo de pseudotáquion.

Vamos lembrar o que acontece com o campo do pseudotáquion e o universo após o atravessamento da região do canto inferior
esquerdo. Como foi descrito em (20), em algum momento finito de tempo e para algum valor finito do campo de táquion, o
universo encontra a singularidade do tipo Big Brake, onde o fator de escala possui um valor finito com derivada temporal nula,
enquanto a desaceleração vai para infinito. Escolhendo o momento de chegada ao Big Brake como t = 0, podemos escrever as
expressões para o campo de pseudotáquion e para o fator de escala como (32):

T0(t) = TBB +

✓
4

3W (TBB)

◆1/3

(�t)1/3, (44)

a(t) = aBB � 3

4
aBB

✓
9W 2(TBB)

2

◆1/3

(�t)4/3. (45)

Nesse caso, a equação de Friedmann é dada pela Eq. (26), por isso a equação para a perturbação linear fica diferente da Eq. (34):
¨̃
T

1� Ṫ
2
0

+

 
2T̈0Ṫ0

(1� Ṫ
2
0 )

2
+

3

2

p
W (2� Ṫ

2
0 )

(Ṫ 2
0 � 1)5/4

!
˙̃
T +

 
3

2

W,T Ṫ0p
W (Ṫ 2

0 � 1)1/4
+

W,TT

W
�

W
2
,T

W 2
+

k
2

a
2
BB

!
T̃ = 0. (46)

Usando a expressão (44), reduzimos a Eq. (46) à uma forma simples, mantendo apenas os termos principais:

¨̃
T +

5

3t
˙̃
T +

B
2

t
5
3

T̃ = 0, (47)

onde

B
2 = �W,T (TBB)

16

✓
4

3W (TBB)

◆4/3

> 0. (48)

A solução geral da Eq. (47) é
T̃ (t) = c1t

� 1
3 J2

⇣
Bt

1
6

⌘
+ c2t

� 1
3Y2

⇣
Bt

1
6

⌘
. (49)

Podemos ver que o segundo termo do lado direito da Eq. (49) é singular em t ! 0�, portanto não temos duas soluções
independentes da equação diferencial (47) para construir o espaço de Fock. Assim, ao se aproximarem da singularidade do Big
Brake, as partículas de alguma forma desaparecem.
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É interessante considerar uma situação um pouco diferente quando o universo encontra uma singularidade repentina mais geral
(36). Suponha que nosso universo seja preenchido não apenas com o campo de táquion com o potencial descrito acima (20),
mas também com alguma quantidade de poeira. O que acontecerá em tal universo quando a densidade de energia do campo de
pseudotáquion tender a zero, enquanto sua pressão tender a infinito? Nesse caso, a desaceleração também tenderia a infinito,
enquanto a densidade de energia da poeira é finita e, portanto, o universo deveria continuar sua expansão. No entanto, se o
universo continuar a expansão, a densidade de energia do campo de pseudotáquion torna-se imaginária. Assim, temos um
paradoxo (54). A solução deste paradoxo foi encontrada pela primeira vez para o caso de gás de anti-Chaplygin - fluido perfeito
com a equação de estado dada por:

p =
A

⇢
, A > 0,

que representa o modelo mais simples onde surge a singularidade do tipo Big Brake. A solução desse problema (36) consiste no
fato que a equação de estado deste gás sofre uma transformação e se torna o gás de Chaplygin, mas com densidade de energia
negativa. Esta solução foi estendida ao caso do campo de pseudotáquion, que se transforma no campo de quasitáquion com a
seguinte Lagrangiana:

L = W (T )
p

Ṫ 2 + 1. (50)
Quando o universo está correndo em direção à singularidade futura repentina, o campo de pseudotáquion se comporta como

T (t) = Ts +
2p
6HS

p
�t, (51)

onde o valor do parâmetro do Hubble na singularidade HS é encontrado a partir da equação de Friedmann para o universo com
poeira,

H
2
S =

⇢0

a
3
S

, (52)

sendo ⇢0 uma constante positiva. Para obter a equação correta para as perturbações lineares do campo de pseudotáquion na
vizinhança da singularidade, usamos a equação de Friedmann na presença do campo de pseudotáquion e da poeira,

ȧ
2

a2
= H

2
S +

W (T0)

Ṫ 2 � 1
. (53)

Como resultado, obtemos a seguinte equação para as perturbações lineares do campo (onde, como antes, mantemos apenas os
termos principais nos coeficientes de ¨̃

T ,
˙̃
T e T̃ ):

¨̃
T � 1

2t
˙̃
T +

B
2

6HSt
T̃ = 0, (54)

onde,

B
2 =

W,TT (TS)

W (TS)
�

W
2
,T (TS)

W 2(TS)
+

k
2

a
2
S

> 0.

A solução da equação é dada por

T̃ (t) = c1t
3/4

J 3
2

✓
Bp
6HS

t
1
2

◆
+ c2t

3/4
Y 3

2

✓
Bp
6HS

t
1
2

◆
. (55)

Temos que as duas soluções da Eq. (54) são regulares e podemos construir os operadores de criação e aniquilação, bem como o
espaço de Fock. As funções de base na vizinhança da singularidade são

u = D + iF (�t)
3
2 , (56)

e, portanto,
u̇
⇤

u⇤ ⇠ iF (�t)
1
2

D
. (57)

Por outro lado, da Eq. (51) temos que:
V (TS)p
Ṫ 2 � 1

⇠
p
�t. (58)

Obtemos a função de onda na forma:
 0(T̃ ) ⇠ exp(�C(�t)T̃ 2). (59)

Encontramos a mesma situação que vimos no atravessamento da região do canto inferior esquerdo: a dispersão da função
gaussiana tende ao infinito no atravessamento da singularidade. No entanto, a situação parece mais regular na presença de poeira.
Como interpretar esse fato? Talvez podemos pensar que a evolução do universo na travessia da singularidade é impulsionada
principalmente pela poeira e isso torna os modos de partículas do campo de táquion mais regulares.
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5 Conclusões

Nesse trabalho, estudamos um modelo cosmólogico baseado em campo de táquion com potencial trigonométrico. Dois efeitos
peculiares distinguem este modelo. Primeiro, existem transformações entre diferentes tipos de campos do tipo Born-Infeld —
táquions, pseudotáquions e quase-táquions. Segundo, o aparecimento de singularidade futura do tipo Big Brake ou, na presença
de poeira, de singularidade futura repentina mais geral. Analisamos as perturbações dos campos do tipo Born-Infeld para as três
equações diferenciais. O caso mais simples é a passagem pelo ponto onde o potencial e o termo cinético são iguais a zero. Neste
caso temos que as duas soluções da equação diferencial são regulares, mas, ao passar pela região do canto inferior esquerdo,
o estado de vácuo desaparece (podemos interpretar isso como a dispersão infinita), e imediatamente após o atravessamento
temos novamente espaço de Fock. A situação muda quando o universo descrito pelo campo de pseudotáquion se aproxima da
singularidade do tipo Big Brake. Neste caso, temos que uma das duas soluções é singular e, portanto, as partículas não existem.
Curiosamente, se adicionarmos ao modelo alguma quantidade de matéria semelhante à poeira, o caráter da singularidade muda
ligeiramente e a equação diferencial para as perturbações do campo do pseudotáquion tem duas soluções regulares independentes.
Assim, as partículas existem e a presença de poeira funciona como fator de “normalização” da passagem pela singularidade.

Notamos que, se um campo conduz a evolução em direção a alguns pontos especiais como singularidades, então, descrevendo
as perturbações lineares desse campo, que servem como uma ferramenta para a definição do estado de vácuo, espaço Fock e
partículas, encontramos funções de base singulares. No caso do modelo descrito pelo campo de táquion e a poeira, a evolução
através da singularidade suave é impulsionada principalmente pela poeira e não pelo campo de táquion. Essa é uma razão
plausível para o aparecimento de funções de base bem definidas para as perturbações do campo de táquion. Mas a análise da
função de onda de vácuo nos dá a mesma situação que temos no atravessamento da região do canto inferior esquerdo: a dispersão
da função gaussiana tende ao infinito na travessia da singularidade.
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