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RESUMO

Nesse trabalho, revisamos o conceito de singularidades cosmoldgicas, em particular singularidades futuras
repentinas, também conhecidas como singularidades "suaves". Apresentamos alguns modelos baseados em
campos de tdquions, revelando a singularidade do tipo Big Brake e o efeito de transformacdo de campos
de matéria. Estudamos campos escalares com diferentes tipos de Lagrangianas, escrevendo as equagdes
diferenciais de segunda ordem para as perturbagdes lineares desses campos na vizinhanca de uma singularidade
futura repentina. Se ambas as solu¢des independentes forem regulares, construimos o estado de vacuo para
particulas quanticas como uma func¢io gaussiana. Se pelo menos uma das duas solugdes independentes t€m
um comportamento assintético singular, entdo nao podemos definir os operadores de cria¢do e aniquilagéo e
construir o vicuo. Isso significa que ndo € possivel conservar uma nogio de particula.

Palavras-chave singularidades repentinas, particulas quanticas, singularidade Big Brake

1 Introducio

Os primeiros modelos cosmoldgicos da teoria de Einstein com solugdes exatas revelaram a presenca de um fendmeno muito
notdvel: a singularidade do Big Bang (Grande Expansao, em portugués). A singularidade inicial (juntamente com os problemas
da planicidade e do horizonte) é um dos problemas importantes do modelo cosmoldgico padrdo. Desde a descoberta da
singularidade do Big Bang por Alexander Friedmann em 1922 (1), uma questio fundamental foi formulada por Lev Landau
em 1959: este fendmeno € uma consequéncia das simplificagdes dos modelos exatamente soluciondveis, ou a apari¢do de
singularidades é propriedade geral das equagdes de Einstein?

Esta pergunta foi respondida por V. Belinsky, I. Khalatnikov e E. Lifshitz (BKL) (2; 3; 14) em 1969: uma singularidade é uma
propriedade geral de uma solucdo cosmoldgica genérica das equagdes gravitacionais cldssicas e ndo uma consequéncia da
estrutura simétrica dos modelos exatos. BKL foram capazes de encontrar a estrutura analitica desta solugdo genérica e mostrar
que seu comportamento € de cardter oscilatério extremamente complexo, do tipo cadtico. Em outras palavras, o trabalho de BKL
revelou o fendmeno enigmadtico de uma abordagem oscilatdria da singularidade que se tornou conhecido também como Universo
Mixmaster (3). O modelo do universo homogéneo fechado mas anisotrépico, com trés graus de liberdade (modelo cosmolégico
Bianchi IX), foi usado para demonstrar que o universo se aproxima da singularidade de tal forma que sua contragdo ao longo de
dois eixos € acompanhada por uma expansao em relag@o ao terceiro eixo. E os eixos mudam seus papéis de acordo com uma lei
bastante complicada que revela um comportamento caético (3; 4 (65 [7)).

Alguns anos antes, em 1965, R. Penrose publicou o teorema da singularidade (8)), apresentando a ideia de incompletude geodésica
para descrever espagos-tempos singulares e introduzindo a nocao de superficie fechada aprisionada, uma grande contribuicio
conceitual para a teoria do campo gravitacional. O teorema de Penrose garante que algum tipo de incompletude geodésica
ocorre dentro de qualquer buraco negro sempre que a matéria satisfaz condi¢des de energia fraca. Outro teorema, o teorema da
singularidade de Hawking (9), garante que o Big Bang tem densidade infinita. Este teorema € mais restrito e € vdlido quando a
matéria obedece a condi¢do de energia dominante (a densidade de energia é maior que a pressao).

Até o final da década de 1990, quase todas as discussdes sobre cosmologia cldssica e quantica de singularidades foram dedicadas
as singularidades do Big Bang e Big Crunch (Grande Colapso, em portugués), que sdo caracterizadas por um raio cosmolégico
(fator de escala) nulo. A situagdo mudou apds a descoberta do fendmeno da aceleracio césmica. Essa descoberta foi o ponto
de partida para a formula¢ao de modelos cosmoldgicos contendo energia escura. Esta dltima € considerada responsével pela
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expansdo acelerada do Universo, por causa de suas propriedades especificas. A caracteristica fundamental da energia escura é
que ela possui uma pressao p tal que a condicdo de energia forte, p + 3p > 0, € violada (aqui p € a densidade de energia). A
construgdo de diferentes modelos cosmoldgicos que descrevem a energia escura e que apresentam outros tipos de singularidades
cosmoldgicas tem atraido a atenc¢do de pesquisadores. Em primeiro lugar, devemos mencionar a singularidade do Big Rip
(Grande Ruptura, em portugués) (10; [11), que surge nos modelos onde a energia fantasma estd presente (12). Tal singularidade
¢ caracterizada por valores infinitos do raio cosmolégico, da sua derivada temporal, do pardmetro de Hubble e sua derivada
temporal e, portanto, da sua densidade de energia e pressdo. Por energia fantasma entende-se a substincia cuja pressao € negativa
e tem um valor absoluto maior que sua densidade de energia.

Investigacdes cinemdticas de cosmologias de Friedmann levantaram a questdo sobre a possibilidade da existéncia de uma
singularidade futura repentina (15)), caracterizada por uma divergéncia de d, enquanto o fator de escala a e @ sdo finitos, onde
daqui em diante o ponto sempre se refere a derivada com relagdo ao tempo. Assim, o pardmetro de Hubble, H = ¢, e a
densidade de energia p também sao finitos, enquanto a primeira derivada do pardmetro de Hubble e a pressao p divergem.
Este trabalho € organizado da seguinte forma. Na Secdo 2, apresentamos algumas propriedades de singularidades futuras e
suas classifica¢des, em particular de singularidades futuras repentinas. Na Secdo 3, apresentamos um exemplo de defini¢ao de
particulas em espacgo-tempo curvo no exemplo de um campo escalar no universo de Friedmann. Na Secdo 4, estudamos modelos
cosmoldgicos baseados em campos de tdquions, revelando a singularidade do tipo Big Brake (Grande Freio, em portugués),
outras singularidades futuras repentinas e os efeitos de transformacéo de campos de matéria. O objetivo principal € analisar o
comportamento de particulas quanticas na vizinhanca de singularidades futuras repentinas. Esse trabalho é baseado em (13) e
14).

2 Singularidades futuras repentinas e sua classificacao

Nos estudos dedicados as singularidades repentinas, pode-se distinguir trés tépicos principais. O primeiro deles trata da
compatibilidade dos modelos que possuem singularidades repentinas com dados observacionais (165175 18;[19). A segunda
direcdo estd ligada ao estudo dos efeitos quanticos (20)-(29). Aqui temos duas opgdes: o estudo de correcdes quanticas a
equacdo de Friedmann efetiva, que pode eliminar singularidades cldssicas ou, pelo menos, mudar sua forma (225 24} [30), e o
estudo das solugdes da equaciio de Wheeler-DeWitt para o estado quantico do universo na presenga de singularidades repentinas
(245 125 1265 128). A terceira direcdo estd ligada a oportunidade de atravessar singularidades repentinas na cosmologia classica
27; 1315 32).

Uma caracteristica particular das singularidades repentinas futuras é sua "suavidade"(31). Como os simbolos de Christoffel
dependem apenas da primeira derivada do fator de escala, eles sdo regulares nessas singularidades. Logo, as geodésicas t€m
um bom comportamento e podem atravessar a singularidade (31). Pode-se argumentar que as particulas que atravessam a
singularidade irdo gerar a geometria do espago-tempo, proporcionando de tal forma um renascimento suave do universo apés o
atravessamento da singularidade (32)). Ou seja, a geometria do espago-tempo pode ser reconstruida a partir do conhecimento de
cada uma de suas geodésicas, e a evolu¢do do universo ndo péra ao passar por uma singularidade repentina. Uma vez que as
particulas tenham passado pela singularidade, elas determinardo a geometria novamente e o universo continua evoluindo além da
singularidade. Observe que a oportunidade de atravessamento de algum tipo de singularidade cosmoldgica ja foi notada no artigo
de Tipler (33). Uma ideia préxima de singularidades integrdveis em buracos negros, que podem dar origem a uma cosmogénese,
foi recentemente apresentada em (34)-(33).

Outra caracteristica notdvel das singularidades futuras repentinas € sua capacidade de induzir mudancas nas equacdes de estado
da matéria. Além disso, a forma da lagrangiana de matéria também pode ser alterada. Esses efeitos foram considerados em
(36)-(38). Os efeitos da transformacao da matéria ocorrem, as vezes, também sem singularidades, mas apenas na presenga
de algumas "ndo-analiticidades"na geometria do espaco-tempo. Esses fendmenos também tém relacdo com fenémenos do
atravessamento de singularidades (37; 38). Na se¢éod] apresentamos outro aspecto da presenga de singularidades repentinas —
estamos interessados no comportamento das particulas quénticas na vizinhanga desses pontos especificos do espago-tempo.

Apresentamos uma classificacdo das singularidades cosmoldgicas futuras, seguindo (38) e (39). Consideramos os modelos
do universo com energia escura que contém singularidades futuras de tempo finito. A singularidade do tipo I é chamada de
singularidade de Big Rip, caracterizada por a — oo, @ — 00, H — 00, p — 00 ¢ |p| — oo em algum momento finito de tempo
t — tpr. Como ja foi mencionado, este tipo de singularidade surge nos modelos onde a energia escura fantasma estd presente.

A singularidade do tipo II corresponde as singularidades repentinas, que surgem em algum momento finito de tempo t — tg,
onde a — ag, & — as, H — Hg e p — pg, mas a acelerac¢do do universo d e a primeira derivada temporal do pardmetro de
Hubble H divergem para menos infinito, com a pressao tendendo para mais infinito, p — oo. Um caso particular de singularidade
futura repentina desse tipo € a singularidade de Big Brake. Nesta singularidade, a derivada temporal de fator de escala, o
parametro de Hubble e a densidade de energia s@o nulos. Como ¢ — —o0, isso funciona como um "freio"infinitamente forte,
for¢ando a derivada do fator de escala a ir para zero. Assim, a evolucdo do fator de escala termina. A singularidade de Big Brake
pode surgir em modelos cosmoldgicos taquidnicos (40) com um potencial particular. Foi notado que essa singularidade pode
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aparecer também em modelos cosmolégicos mais simples, como no universo com fluido perfeito obedecendo a equacdo de
estado p = %, onde A é uma constante positiva. Tal tipo de fluido é conhecido como gés de anti-Chaplygin, que surge na teoria

das cordas (42) e foi introduzido no contexto da cosmologia em (25)).

A singularidade do zipo III aparece no modelo com equagdo de estado p = —p — Ap® e as vezes é chamada de "singularidade do
fator de escala finito". O nome fala por si — este tipo de singularidade tem um fator de escala finito @ — ag, mas ela € diferente
da singularidade futura repentina, pois os outros pardmetros cosmoldgicos divergem, isto é a — oo, p — 00, € |p| — oc.

A singularidade do fipo IV é uma singularidade muito suave com fator de escala a finito, p e p tendendo a zero, mas derivadas de
ordem maior do pardmetro de Hubble divergindo. Essas singularidades, as vezes, sao chamadas de singularidades de Grande
Separacdo.

A singularidade do tipo V é chamada de w-singularidade e caracterizada pelo valor finito de a, densidade de energia p e pressao
p nulos, e derivadas de ordem maior do pardmetro de Hubble sdo regulares. O tinico comportamento singular aparece em um
indice barotrépico w (t) que depende do tempo. No contexto das teorias fisicas, w-singularidades podem aparecer nas teorias de
gravidade f(R) (41), em modelos com campos escalares (43), e em cosmologias de branas (44). No trabalo (45)) foi encontrada
uma interessante dualidade entre a singularidade de Big Bang e a w-singularidade. A singularidade Big Bang é caracterizada
por densidade de energia p e pressao p infinitos. Além disso, podemos assumir que o indice barotrépico w — 0 na vizinhanga
de t = 0. Assim, a dualidade encontrada € descrita como ppp > p%, PBB ;% e wpp < 1%’ onde os indices BB e w

correspondem as singularidades Big Bang e w respectivamente.

As singularidades que ficam fora dessa classificagdo sdo as tradicionais singularidades Big Bang e Big Crunch, as vezes chamadas
de singularidades do fipo 0 (46).

3 Definicao de particulas: um exemplo com campo escalar

Sabemos que a nocdo de particula torna-se complicada quando se considera a teoria quantica de campos em espago-tempo curvo.
Nesta se¢do resumimos o procedimento geral para a definicdo das particulas no exemplo de um campo escalar ¢ no universo de
Friedmann com a métrica:

ds* = dt* — a*(t)dI*. (1)
A equagdo de Klein-Gordon para o campo escalar minimamente acoplado ¢ com o potencial V' (¢) é dada por
O¢ +V'(¢) =0, 2

onde O¢ é o operador de d’ Alembert. Consideramos uma solugio espacialmente homogénea ¢, que depende apenas do tempo
t. Um pequeno desvio desta solu¢do pode ser representado como uma soma de harmdnicas de Fourier satisfazendo a equacao

8.0+ 32D o(E, 1)+ ai“;)as(é’, (1)) + V" (60(t))6(F, (1)) = 0. o)

O campo quantizado correspondente pode ser escrito da seguinte forma:
1) = / BR@Ryulk, D™ +a* By (k, t)e~F ), )
onde os operadores de criagc@o e aniquilacdo satisfazem a relacdo de comutagao:
k), at (k)] = 5(k - &), (5)

enquanto as fungdes de base u satisfazem a Eq. (3). Além disso, as fun¢des de base devem ser normalizadas de modo que as
relages de comutagdo candnica entre 0 campo ¢ e seu momento candnico conjugado P foram satisfeitas,

[6(Z,), P(y,t')] = i6(Z — ). ()

Levando em conta a relagdo de comutagdo (3), a representacdo de Fourier para a funcdo delta de Dirac e o fato que o0 momento
de campo com acoplamento minimo é dado por

P(T,1) = a® ()9 (7. 1), @)
podemos mostrar que a relacdo (6)) ¢ satisfeito se
i
(2m)%a3(t)

A equagdo (3)) possui duas soluc¢des independentes. Quanto as fun¢des u, podemos tomar diferentes combinagdes lineares dessas
solugdes escolhidas de tal forma que a relagdo wronskiana (8) seja satisfeita. Diferentes escolhas dessas fun¢des determinam

u(k,t)u* (k,t) — u*(k,t)u(k,t) = (8)
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diferentes escolhas dos operadores de criagdo e aniquilagdo e diferentes estados de vacuo sobre os quais os espacos de Fock
podem ser construidos. De qualquer forma, para ter uma defini¢do de particula € necessario obter duas solucdes independentes
ndo-singulares da Eq. (3). No entanto, isso é um requisito ndo trivial em situagdes com uma singularidade ou outro tipo de
irregularidade na geometria do espaco-tempo. Entendemos que isso € relacionado com a presencga do fator de escala dependente
do tempo a(t) no lado direito da relagdo (8).

E conveniente também construir explicitamente o estado de vicuo para particulas quanticas como uma fun¢@o gaussiana da
varidvel correspondente. Introduzimos um operador:

Flk,t) = (2m)3(a(Ryulk, t) + a*t (—k)u* (k,1)). ©)
O momento candnico conjugado € dado por
plk,t) = a® (1) (2m) (a(k)a(k, t) + @t (=Fk)i* (k. 1)). (10)
Usamos a relagdo wronskiana (8) para escrever o operador de aniquilagdo como
a(k) = ip(k, t)yu (k,t) — ia®(t) f (k, t)ir" (k. 1). (1)
Expressando os operadores f e p como
2 d
— p— —i— 12
f=f p—=— i (12)
escrevemos a equagdo para o estado de vacuo correspondente na seguinte forma:
d
(u*df — z’a?’u*f) To(f) =0. (13)

Assim, obtemos a solu¢do normalizada da Eq. (13)),

Bo(f) = z‘a?’(t)a*(k,t)f?) .

1
14
u(k,t)eXp< 20 (. 1) (14)

4 Particulas e singularidades repentinas em modelos de taquion

A descoberta da aceleragc@o césmica (47)) estimulou as buscas pela energia escura responsdvel por este efeito (48;49). Um dos
possiveis candidatos para essa fungdo foi o campo de tdquion, surgido nas teorias de cordas (40; 50;151;52)). Na verdade, o que
€ chamado de campo de tdquion € uma modificacdo de uma velha ideia de Born e Infeld (53)), de que o termo cinético de um
campo pode ter uma forma ndo polinomial. A Lagrangiana do campo de tdquion 7" possui a seguinte forma:

L=-V(T)\/1—-g~wT,T,, 15)

onde T',, corresponde a derivada covariante do campo 1" e g#” € um tensor métrico. A Eq. @) para um campo espacialmente

homogéneo torna-se:
L=-V(T)V1-12. (16)
A pressdo negativa torna o campo de tdquion um bom candidato para o papel da energia escura,

p=—V(I)V1- 12 (17)

A equacao de campo ¢é dada por:
. Vo
1-172 V(T)
Também existe uma grande liberdade para a escolha do potencial V' (7T'). No trabalho (20) foi escolhido um potencial em termos
de fungdes trigonométricas,

\/l—(l—i-w)cos2 (% A(1+w))T

v =A sin? [% A1+ w)T}

19)

onde A é uma constante positivae —1 < w < 1. Qual é a origem desse potencial? Se consideramos um modelo de Friedmann
plano com a constante cosmoldgica A e um fluido perfeito de indice barotrépico constante w, entdo podemos encontrar uma
solucdio exata para a evolugdo cosmoldgica. Fica possivel reconstruir o potencial V(T') do campo de tdquion gerando esta
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solucdo exata como uma solugdo particular do sistema que inclui a equagio de Friedmann e a Eq. (I8). Este potencial nada mais
€ do que o potencial do trabalho (20) j4 mencionado. Porém, a dindmica do modelo de Friedmann baseada no campo de
tdquion com potencial (19) é mais rica do que a do modelo com dois fluidos, pois 0 modelo com taquion possui mais graus de
liberdade. Estamos interessados no caso do parimetro w positivo. Para estudar esse caso é conveniente reescrever a Eq. (I8)
como um sistema de duas equagdes diferenciais de primeira ordem,

T=s, (20)

é:—S\/V(l—SQ)%s—(l—SQ)%.

O retrato de fase para este sistema dindmico é apresentado na Fig. [T, que foi retirada do artigo (20). O potencial (I9) é bem
definido dentro do retangulocom —1 < s < 1leT3 <T < Ty, onde

21

2 1
Ty= — 2 arccos———, 2
5=3 (1+w)Aarccos o (22)
T 2 ( L ) (23)
=——— |7 —arccos——— | .
! 3y (1+w)A V1+w

Vamos ver que o que acontece quando o universo se aproxima da regido no canto inferior esquerdo. A expressdo na raiz quadrada
do potencial 1i e a expressdo cinética v/1 — s? tendem a zero e, aparentemente, o universo nio pode atravessar essa regido.

<

s
I H

LU : : : :

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

T

Figura 1: Retrato de fase para o sistema dindmico do modelo com campo de tdquion e potencial trigonométrico para parametro
w positivo.

Ao mesmo tempo, podemos observar que o ponto ()’ ndo é um ponto critico do sistema dindmico e por isso ndo h4 singularidade
cosmoldgica nesta regido do canto inferior esquerdo. Além disso, as equacdes diferenciais sdo regulares. No trabalho (20), foi
sugerido que a tinica saida possivel seria a Lagrangiana mudar a sua forma tal que que as equagdes de movimento se conservem.
A nova Lagrangiana € dada por:

L=W(T)VT? -1 (24)

com 0 novo potencial

\/(14—w)cos2 [% A(1+w)T} -1
A

W= sin? [§ A1+ w)T}

(25)
2

e 0 novo campo (ou a nova forma do campo antigo) € chamado de pseudotdquion (20). Esse campo surge quando o universo entra
na faixa infinita esquerda inferior na Fig. [I| A equagdo de Friedmann no caso de universo descrito pelo campo de pseudotdquion
é

)

a W (T

@ _ WI (26)
T2 -1
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Quando o universo atravessa o canto inferior esquerdo, a parte espacialmente homogénea do campo 7' se comporta como

T=T3+T, 27)
onde T é uma pequena perturbagio, enquanto
s=—-1+35. (28)
Substituindo as equagdes e na Eq. , encontramos que as funcdes T e 5 satisfazem uma equacio simples:
ds S
-2 29
dr T 29
A sua solugdo geral é dada por: B
5=CT, (30)

onde C' é uma constante positiva. Podemos escolher, por conveniéncia, o momento da travessia em ¢t = 0 e, lembrando que
s =T, temos: -
T = —t, (3D

Vo]l

= —Ct. (32)

E interessante notar que, no artigo (19), as previsdes do modelo sugeridas no artigo (20) foram comparados com os dados de
Supernovas do tipo Ia e foi descoberto que havia trajetérias cosmolégicas compativeis com esses dados indo em dire¢do as
regides dos cantos.

Vamos ver o que acontece com particulas cosmoldgicas durante a transformacgdo do campo de tdquion no campo de pseudotaquion.
Para isso, adicionamos a Eq. (I8) os termos responsaveis pela contribui¢o das derivadas espaciais:

T+ L7,T, i .V walT,T; — 2a2TT,T; + T, T, T 1
(_2 a21’ ’) 39T—|— ,T+aa i Cl. ata 4l ’J—ﬁAT:O. (33)
P gr e TV e (S )

Podemos resolver esta equacdo diferencial usando perturbacdes lineares para o campo de taquion,
T=Ty+T,

onde T} € a solucdo da equagdo do campo de tdquion para o modo de fundo espacialmente homogéneo e Téa perturbacgdo linear.
Obtemos a seguinte equagdo para as perturbagdes lineares,

{ZL—' QT()T() 3\/‘7(2 — TOQ) T ?)V:TTO i ‘/,TT _ ‘/’%‘ i kfz T -0
1-72  \(1-72)2  2(1-12)/4 SV(L—T2)A vV Va2 :

(34
Nessa expressdo, usamos a equagao de Friedmann para reescrever & como

a
(l2

Em seguida, substituimos as expressdes (27) e (28) na Eq. (34) no lugar de T} e, mantendo os termos principais, obtemos a
seguinte equacdo diferencial para as perturbacdes lineares:

T

| =

T+%T:0 (35)

A solugdo é dada por:
T = ety (VOI) + eaty; (VCI) (36)

onde J e Y sdo as fungdes de Bessel. Ambas solugdes sdo regulares quando t — 0 e as particulas devem passar pela regido do
canto inferior esquerdo. A mesma andlise pode ser realizada na regido do canto superior esquerdo da Fig. [T, onde o campo de
pseudotiquion se transforma no campo de tdquion enquanto o universo se expande.

Devido a néo linearidade da Lagrangiana (I5), o momento conjugado possui forma diferente da forma para modelos com campo
escalar minimamente acoplado. Especificamente, em nosso caso, obtemos:

V(To) 3z

Aggggggggadzi (37)
\V1-"T,

P =
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O Wronskiano assume a seguinte forma:
V(To) 55

a’T. (38)
Vi-1T,

Levando em consideracdo a equacdo de Friedmann, temos

W =

Py = a*al. (39)
Podemos construir o estado quantico do vdcuo como
- 1 i
Uo(T) ~ —— exp (iaQa“W) . (40)
Vlul u*

O fator ¢2a é um nimero finito na travessia da regidio do canto. Como segue da Eq. @), na vizinhanga da regifo do canto as
fungdes de base se comportam como
u= A+ iBt? (41)

onde A e B sdo constantes, que satisfazem a relagdo de normaliza¢do. Obtemos que:
Uy (T) ~ exp (—C(—t)T2) : (42)

onde C' é uma constante positiva. O coeficiente na frente de 72 é proporcional a —t. Isso significa que no momento do
cruzamento do canto inferior esquerdo a fun¢do gaussiana tem a dispersdo infinita. Em seguida, apds atravessar a regido ¢ > 0, a
fungdo terd a seguinte forma:

\IIO(T) ~ exp (—C’tfz) . 43)

Neste caso, temos fungdes de base regulares na vizinhanca da regido do canto, mas ao passar por ele o estado de vacuo de alguma
forma desaparece (podemos interpretar isso como a dispersdo infinita) e entdo, imediatamente apds o atravessamento, temos
um espago de Fock novamente. Possivelmente, este desaparecimento momentaneo do vacuo corresponda a transformag@o das
particulas do campo de tdquion nas particulas do campo de pseudotdquion.

Vamos lembrar o que acontece com o campo do pseudotdquion e o universo apds o atravessamento da regido do canto inferior
esquerdo. Como foi descrito em (20), em algum momento finito de tempo e para algum valor finito do campo de taquion, o
universo encontra a singularidade do tipo Big Brake, onde o fator de escala possui um valor finito com derivada temporal nula,
enquanto a desaceleracgdo vai para infinito. Escolhendo o momento de chegada ao Big Brake como ¢ = 0, podemos escrever as
expressdes para o campo de pseudotdquion e para o fator de escala como (32):

4 1/3
To(t) = Tpp + (SW(TBB)> (=D, (44)
9 1/3
a(t) = app — ZG,BB <9VV(2TBB)> (—t)4/3. (45)

Nesse caso, a equacdo de Friedmann é dada pela Eq. (26), por isso a equagdo para a perturbagéo linear fica diferente da Eq. (34):
T oTyTy  3VWER-T2)\ s (3 Wi, Woer Wi &2\ -
+< ofo o ( 0)>T+< ) TT T

= T=0. (46)

11z \( =782 2 (1§ -1 DVW(EE -1V W W2y,
Usando a expressdo (@#4), reduzimos a Eq. a uma forma simples, mantendo apenas os termos principais:
B 5 = B2 .
T+—-T+—+T=0 47
el 5 ; (47)
onde 43
WT(TBB) 4
B2=_= > 0. 48
16 3W(Tgg) @9
A solugdo geral da Eq. 7)) é
T(t) = cit ™5, (Bt%) + oot T3y (Bt%) . (49)

Podemos ver que o segundo termo do lado direito da Eq. (49) ¢ singular em ¢ — 0_, portanto ndo temos duas solugdes
independentes da equagdo diferencial para construir o espago de Fock. Assim, ao se aproximarem da singularidade do Big
Brake, as particulas de alguma forma desaparecem.
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E interessante considerar uma situagdo um pouco diferente quando o universo encontra uma singularidade repentina mais geral
(36). Suponha que nosso universo seja preenchido ndo apenas com o campo de tdquion com o potencial descrito acima (20),
mas também com alguma quantidade de poeira. O que acontecerd em tal universo quando a densidade de energia do campo de
pseudotaquion tender a zero, enquanto sua pressao tender a infinito? Nesse caso, a desacelera¢do também tenderia a infinito,
enquanto a densidade de energia da poeira € finita e, portanto, o universo deveria continuar sua expansio. No entanto, se o
universo continuar a expansio, a densidade de energia do campo de pseudotidquion torna-se imagindria. Assim, temos um
paradoxo (54). A solucgdo deste paradoxo foi encontrada pela primeira vez para o caso de gas de anti-Chaplygin - fluido perfeito
com a equagdo de estado dada por:

A
p=—, A>0,
p

que representa o modelo mais simples onde surge a singularidade do tipo Big Brake. A solucio desse problema (36) consiste no
fato que a equacgdo de estado deste gds sofre uma transformacao e se torna o gds de Chaplygin, mas com densidade de energia
negativa. Esta solucdo foi estendida ao caso do campo de pseudotdquion, que se transforma no campo de quasitdquion com a
seguinte Lagrangiana:

L=W(T)VT?+1. (50)
Quando o universo esta correndo em dire¢@o a singularidade futura repentina, o campo de pseudotdquion se comporta como

2
V-t 51

V6Hg ’ Gb

onde o valor do parametro do Hubble na singularidade Hg € encontrado a partir da equagdo de Friedmann para o universo com
poeira,

Tt)=Ts +

2 _ Po
Hg = —, (52)
s
sendo py uma constante positiva. Para obter a equag@o correta para as perturbacdes lineares do campo de pseudotdquion na
vizinhanga da singularidade, usamos a equagdo de Friedmann na presenga do campo de pseudotdquion e da poeira,
52
a W (T
— =H2+ V(To) (53)
a T2 -1
Como resultado, obtemos a seguinte equagdo para as perturbagdes lineares do campo (onde, como antes, mantemos apenas 0s

termos principais nos coeficientes de T,TeT):
. 1 = B2
T—-=T
2t + 6Hgt

T =0, (54)

onde,
B2 _ Worr(Ts) W2 (Ts) n kj 50
W(Ts) W2(Ts)  a% =

A solugdo da equacdo € dada por

- B . B .
T(t) = e t*/*J tz 34y tz . 55
( ) “ 2 V6Hg te 2 V6Hg (53)

Temos que as duas solugdes da Eq. (54) sdo regulares e podemos construir os operadores de criagdo e aniquilagido, bem como o
espago de Fock. As fungdes de base na vizinhanga da singularidade sdo

w=D+iF(—t)%, (56)
e, portanto,
Wt iF(—t)2
2~ A 57
u* D 7
Por outro lado, da Eq. temos que:
T
VTs) (58)
T2 -1
Obtemos a fungdo de onda na forma: ~ .
Uo(T) ~ exp(—C(—t)T?). (59)

Encontramos a mesma situacdo que vimos no atravessamento da regido do canto inferior esquerdo: a dispersdo da fungdo
gaussiana tende ao infinito no atravessamento da singularidade. No entanto, a situagdo parece mais regular na presenca de poeira.
Como interpretar esse fato? Talvez podemos pensar que a evolug@o do universo na travessia da singularidade é impulsionada
principalmente pela poeira e isso torna os modos de particulas do campo de tdquion mais regulares.
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5 Conclusoes

Nesse trabalho, estudamos um modelo cosmdlogico baseado em campo de tdquion com potencial trigonométrico. Dois efeitos
peculiares distinguem este modelo. Primeiro, existem transformagdes entre diferentes tipos de campos do tipo Born-Infeld —
tdquions, pseudotdquions e quase-tdquions. Segundo, o aparecimento de singularidade futura do tipo Big Brake ou, na presenca
de poeira, de singularidade futura repentina mais geral. Analisamos as perturbagdes dos campos do tipo Born-Infeld para as trés
equagdes diferenciais. O caso mais simples € a passagem pelo ponto onde o potencial e o termo cinético sdo iguais a zero. Neste
caso temos que as duas solucdes da equagdo diferencial sdo regulares, mas, ao passar pela regido do canto inferior esquerdo,
o estado de vdcuo desaparece (podemos interpretar isso como a dispersao infinita), e imediatamente apds o atravessamento
temos novamente espaco de Fock. A situacdo muda quando o universo descrito pelo campo de pseudotdquion se aproxima da
singularidade do tipo Big Brake. Neste caso, temos que uma das duas solu¢des é singular e, portanto, as particulas ndo existem.
Curiosamente, se adicionarmos ao modelo alguma quantidade de matéria semelhante & poeira, o cardter da singularidade muda
ligeiramente e a equacdo diferencial para as perturbacdes do campo do pseudotdquion tem duas solu¢des regulares independentes.
Assim, as particulas existem e a presenca de poeira funciona como fator de “normaliza¢do” da passagem pela singularidade.

Notamos que, se um campo conduz a evolucdo em dire¢@o a alguns pontos especiais como singularidades, entdo, descrevendo
as perturbacdes lineares desse campo, que servem como uma ferramenta para a definicao do estado de vécuo, espago Fock e
particulas, encontramos fun¢des de base singulares. No caso do modelo descrito pelo campo de tdquion e a poeira, a evolucao
através da singularidade suave € impulsionada principalmente pela poeira e ndo pelo campo de tadquion. Essa € uma razédo
plausivel para o aparecimento de fun¢des de base bem definidas para as perturbacdes do campo de tdquion. Mas a anélise da
fun¢do de onda de vicuo nos d4 a mesma situagdo que temos no atravessamento da regido do canto inferior esquerdo: a dispersdo
da fun¢do gaussiana tende ao infinito na travessia da singularidade.
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