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RESUMO

Analogias nos ajudam a entender sistemas a partir de modelos ja compreendidos. No caso da relatividade geral,
os modelos andlogos surgiram como forma de trazer para o laboratdrio objetos astrofisicos, como buracos
negros. Neste trabalho revisamos alguns modelos andlogos a relatividade geral envolvendo fluidos e discutimos
certos fendmenos que ocorrem na vizinhanga de buracos negros a partir destes.
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1 Introducio

Desde a sua concepcdo a teoria da relatividade geral (TRG) ja passou por diversos testes tedricos e experimentais. Até
recentemente, estes testes experimentais eram realizados no regime de campo fraco. Dentre estes podemos destacar a detecgdo
do desvio da luz, considerada como a primeira comprovacao de uma previsao da TRG [[1]. Em 2015, a colaboragdo LIGO
detectou ondas gravitacionais pela primeira vez [2]. Esta deteccdo inaugurou o periodo de testes de TRG em regime de campo
forte. Recentemente, com o final da terceira rodada de observacdes realizadas pela colaboragao LIGO-Viro-KAGRA, chegou a
90 o nimero de sinais de ondas gravitacionais detectados [3]].

Dentre as previsdes da TRG, a mais curiosa € certamente a da existéncia de objetos tdo compactos que criam uma regido de
nao-retorno ao seu redor, da qual nem mesmo a luz pode escapar. Estes objetos sdo hoje conhecidos como buracos negros e
apresentam uma rica fenomenologia. Quando consideramos efeitos quanticos ao redor dos mesmos vemos que eles emitem
radiacdo térmica, o que nos mostra que buracos negros ndo sao eternos, mas evaporam [4]. Embora essa previsao tenha sido
feita em 1974, a possibilidade de medir essa radiacdo emitida por um buraco negro diretamente ¢ infima, uma vez que para um
buraco negro astrofisico esta radiacio é da ordem de 10~ %K. Todavia, uma esperanca reside nos buracos negros primordiais
[S]. Estes teriam se formado nos primeiros estdgios do nosso universo, mas hoje teriam uma massa muito pequena. Como a
temperatura Hawking € inversamente proporcional a massa, estes buracos negros primordiais poderiam emitir uma radiagc@o a
uma temperatura passivel de ser medida.

Uma forma alternativa de atacar este problema foi sugerida por Unruh em um artigo publicado em 1981 [6]. Neste trabalho,
Unruh considera uma perturbacio sonora em um fluido com um escoamento convergente, mostrando que esta perturbacao
obedece as mesmas equagdes que um campo escalar em uma geometria curva. A partir dai, pode-se mostrar que os mesmos
argumentos que levam a evaporagdo de um buraco negro levam também a uma radiag¢do térmica no caso do som. Este trabalho é
considerado como pioneiro da drea de andlogos gravitacionais. Desde entdo, surgiram diversos modelos de andlogos a buracos
negros utilizados para estudar ndo somente radiagcdo Hawking, mas também diversos aspectos da fenomenologia de buracos
negros, como superradidncia [7], espalhamento [8} 9] e estados ligados [[LO} [11]].

Os modelos andlogos a TRG néo se limitam a mimetizar buracos negros, podendo também ser utilizados para estudar espacos-
tempos cosmoldgicos. Barcel6 e colaboradores, em 2003, consideraram quais os ingredientes necessdrios para se construir um
andlogo cosmoldgico [12]. Em um trabalho mais recente, Eckel e colaboradores estudaram um condensado de Bose-Einstein em
formato de anel que se expande com o passar do tempo, mostrando que este sistema € andlogo a um universo em expansao [13].

Neste trabalho faremos uma revisao de alguns modelos andlogos a TRG e consideraremos alguns dos fendmenos que ocorrem
em torno destes objetos. O restante deste trabalho € organizado da seguinte forma. Na se¢do [2 revisamos o buraco actistico
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girante e um andlogo gerado por ondas de gravidade. Na secdo [3|consideramos absorcdo e estados ligados nestes modelos. Por
fim, fazemos nossas consideragdes finais na segéo 4]

2 Modelos analogos

2.1 Buraco acustico

As equagdes que regem o movimento dos fluidos sdo a equagdo da continuidade

ap o
&"’V'(PU)—O, (h

e a equagao de Euler

ov P 1,)
&—UX(VX’U)‘Fp"‘Fv(Q'U)—Ov )

nas quais p € a densidade do fluido, P ¢ a pressdo e v € a velocidade do fluido. Se assumirmos um fluxo irrotacional, V x ¢ = 0,
podemos escrever a velocidade em termos de um potencial

7=-VU. 3)
Assumindo ainda que o fluxo seja barotrépico, p = p(P), temos que a entalpia também serd uma fungdo apenas de P,

_vp
r

Vh “4)

Ao considerar uma perturbagdo linear se propagando em um fluido, Unruh mostrou que esta perturbacio obedece a equagdo de
Klein-Gordon em uma geometria efetiva curva, i.e

1
V.V = =0, (Vigla™ ) = 0. )
Vgl
na qual g"” e g sdo as componentes contravariantes e o determinante da métrica efetiva, respectivamente, e 1 estd relacionado a
perturbacio na velocidade do fluido através de 6 = —V1). Considerando que o fluido se desloca com uma velocidade dada por
. D C,
T=—"i+ =, (©6)
T r

na qual D e C s@o constantes relacionadas com o escoamento e com a circulagdo, respectivamente, podemos mostrar que a
métrica efetiva € dada por

D2+ (2 D2\t

ds® = — <c2 - ;2 d* + (11— 5= ) dr® —2Cdedt +r*d¢?, (7)
T c’r

na qual c € a velocidade do som. A partir deste ponto iremos tomar ¢ = 1. Qualquer regiao em que o fluxo € supersénico

corresponde a uma ergorregido, de forma que tomando |&] = 1 encontramos que o limite da ergorregido ocorre para

rg = /D2 + CZ2. (8)

Ja o horizonte de eventos ocorre quando a componente radial da velocidade € igual a velocidade de propagacdo da perturbacio,
de forma que

Este modelo foi obtido primeiramente por Unruh para o caso sem circula¢io (C' = 0), sendo andlogo a um buraco negro de
Schwarzschild [6]. Em 1998, Visser generalizou este modelo para incluir rota¢do, obtendo um anilogo de um buraco negro
de Kerr [14]]. Embora estes modelos sejam interessantes, eles apresentam um problema inerente: para que sejam andlogos de
buracos negros € preciso que o fluxo seja supersonico em uma regido. Isto introduz uma série de problemas técnicos, uma vez
que em altas velocidades o fluxo facilmente se torna turbulento.
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2.2 Ondas de gravidade

Podemos obter outro modelo analogo considerando ondas de gravidade em um fluido sem viscosidade, incompressivel e cujo
fluxo € irrotacional [[15]. Devido a condi¢@o de incompressibilidade a Eq. se reduz a

V.-v=0. (10)

Neste caso, se a altura do fluido for suficientemente pequena (hp < \), podemos mostrar que as ondas de gravidade também
obedecem a Eq. de Klein-Gordon para uma geometria curva cuja métrica é dada por (7). Para este modelo a velocidade da
perturbacgdo é dada por ¢ = \/ghp, sendo g a aceleracdo da gravidade e hp a altura do fluido.

Este modelo apresenta vantagens na sua execucao experimental em relagdo ao buraco actstico. Isto se deve ao fato de que,
neste caso, a velocidade das ondas de gravidade € determinada pela altura do fluido. Portanto, para um fluido com uma altura
suficientemente pequena, as velocidades envolvidas podem ser da ordem de 10~ 1m/s, o que permite que evitemos efeitos de
turbuléncia.

3 Fenomenologia

Buracos negros nao sdo objetos que estdao isolados no universo, portanto € de interesse investigar como estes objetos interagem
com a matéria que estd ao redor dos mesmos. Neste sentido, nesta se¢do investigamos esta interacdo através do estudo da
absorcao e de estados ligados nos modelos andlogos discutidos na se¢ao anterior.

3.1 Absorciao

Para investigar a absor¢do na geometria (7), consideramos a decomposicdo

Ym(t,7,9) = ““’j;fr) ellmomet), (11)

Substituindo (11)) em (3], obtemos

{(1_1:22) dii {(1-?5) ;ﬂ + (w—”7f>2—vm(r)}um(r)=o, (12)

Vin(r) = (1—192) (m2_1/4+5D2>. (13)

72 4rd

na qual

Podemos simplificar a Eq. (I2) utilizando a coordenada tartaruga, definida por

d d
— = f— 14
dx dr’ (14)
obtendo
> cm\?
) + (w — 7“2> — Vi () | uwm(z) = 0. (15)
Para um problema de espalhamento as condi¢des de contorno apropriadas sao dadas por
e L RneT, for r — oo,
Ueom (1) A { Toyme e, forr — rg , (16)
sendo
we = mC/D?* = mQy. o))
R, e T, estdo relacionados aos coeficientes de reflexdo e de transmissdo, respectivamente, e obedecem
| Roml? + 25| T ? = 1. (18)
w

Da Eq. (18) vemos que para w < w,, o coeficiente de reflexdo é maior do que um. Isto corresponde ao fendmeno da
superradiancia.
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O comprimento de absor¢do é dado por

oo

o= Y om= %(1—\me|2)7 (19)
m=—o0 m=—o0

na qual o,,, € o comprimento de absor¢do parcial.

A absorcdo para o buraco actstico girante foi encontrada primeiramente de forma numérica [16]]. Entretanto, também podemos
obter a mesma em termos de fungdes conhecidas [[17]. Para isso, escrevemos a solu¢do da Eq. (12) em termos de fungdes de
Heun [18]]

Um (1) = r3 [Kl (Dzz)g HeunC (0, 8, 1, 6, n; 2) + K» (DQZ)_g HeunC (0, -5, 1, 4, n; z)} , (20)
sendo

z2=1-1%/rg, 2D
B =irgwe, (22)
6= 737‘12{ w?, (23)

2
nl{r%‘{w?m? <02+1>+2} (24)
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Na Fig. [T]plotamos o coeficiente de reflexdo para os casos numérico e analitico, vendo que eles se sobrepdem em todo o intervalo
de frequéncias. Para C'/ry > 1 vemos que o coeficiente de reflexdo é maior do que um, devido ao fendmeno da superradiincia.
Na Fig. 2] comparamos os comprimentos de absor¢ido numéricos e analiticos para diferentes valores de circulagéo.
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Figura 1: Coeficiente de reflexdo para m = 1 e diferentes valores de circulacdo.

3.2 Nuvens

Na subsecdo anterior vimos que modos com frequéncia suficientemente pequenas podem ser amplificados pelo buraco acustico.
Se estes modos puderem ser aprisionados em torno do horizonte, esta amplificagdo pode ocorrer reiteradas vezes, dando origem
a chamada instabilidade superradiante. No limite desta instabilidade, para modos que obede¢cam a condi¢do w = w., nds temos
estados ligados em torno do buraco acustico. Neste caso, a condig@o de aprisionamento é dada pelas paredes do recipiente que
contém o fluido. Para estudar estes estados ligados consideramos a seguinte condi¢do de contorno no horizonte:

U (T) &2 e~ MWW forp — rpy. (25)

Vemos que para w = w, ndo temos fluxo no horizonte, o que constitui uma das condi¢des para obtermos as nuvens. Para
resolvermos numericamente a equagao radial consideramos, no horizonte, a expansio

U = Ug <1+Zuk(r—rH)k), (26)

E>1
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Figura 2: Comprimento de absor¢ado para diferentes valores de circulacao.

na qual tomamos uy = 1. Obtemos os coeficientes wy, substituindo (26) em (12)) e expandindo em ordens de (r — rpy).

As solugdes de nuvens para ondas sonoras e ondas de gravidade foram obtidas primeiramente nas Refs. [[10l[11] considerando-se
no infinito condigdes de contorno de Dirichlet e de Neumann. Aqui, iremos considerar uma condi¢io de contorno mais geral, em
termos da impedancia. Esta quantidade pode ser entendida como uma grandeza fisica que mede como as paredes do recipiente
respondem a uma perturbagdo. Neste caso, temos

(M>

sendo Z* a impedéncia da parede do recipiente e rg a posicdo da mesma. Vemos que para | Z*| — oo recuperamos a condi¢do
de Neumann, enquanto que para |Z*| — 0 recuperamos a condigdo de Dirichlet. A parte real da impedancia esté relacionada
com fluxo de energia através da parede. Como estamos buscando solugdes aprisionadas, assumimos Re[Z*] = 0.

1pw
— 27

r=TrQ

De posse dessas elementos, impomos a condigdo de sincronizago, w = w,, resolvemos numericamente a Eq. (I2) sujeita a
condicdo (26) e, utilizando um método de Shooting, procuramos para qual valor de C' a condi¢do (27) é obedecida. Na Fig. [3
plotamos as linhas de existéncia das nuvens para diferentes valores de Z = Z*/p. De modo geral, vemos que a medida que 7
diminui, Qz aumenta. Para Im[Z] > 0 vemos que a linha de existéncia apresenta um maximo.

Na Fig. ] plotamos as linhas de existéncia para diferentes valores de m, fixando Z = —i. Observamos que, para um valor fixo
de 7o, nuvens com maiores valores de m ocorrem para menores valores {2z . Isto é devido a condigdo de sincronizagdo entre a
nuvem e o horizonte.
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Figura 3: Linhas de existéncia de nuvens actsticas para diferentes valores de impedancia.
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Figura 4: Linhas de existéncia de nuvens acusticas para Z = —i e diferentes valores de m.

4 Consideracoes finais

Neste trabalho revisamos rapidamente dois modelos andlogos de buracos negros: O buraco actistico girante e o andlogo gerado
por ondas de gravidade. De posse destes modelos, consideramos fendmenos que ocorrem na vizinhanga de buracos negros e que
podem ser mimetizados pelos sistemas aqui representados. Encontramos o comprimento de absor¢do, tanto de forma analitica
quanto numérica. Em seguida, consideramos estados ligados nestes sistemas, utilizando uma condi¢io de contorno mais geral do
que a ja existente na literatura.

Modelos andlogos nos dao a possibilidade de reproduzir e estudar efeitos cinemdticos que ocorrem em espagos-tempos curvos. De
fato, recentemente o fendmeno da superradiancia rotacional foi observado pela primeira vez em um laboratdrio considerando-se
ondas de gravidade [[19]. Isto nos sugere que seja possivel observar a formagdo de nuvens utilizando-se um setup semelhante.
Podemos ainda considerar um modelo mais simples, que permite a formagao de nuvens em um fluido estatico [20, [21].
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