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RESUMO

Esforços para observar as maiores escalas do Universo com levantamentos de galáxias futuros são motivados
pelo desejo de detectar correlações oriundas de um possível período inflacionário e da possibilidade de
restringir fenômenos que vão além da relatividade geral. Em escalas extremamente grandes, a abordagem
Newtoniana é insuficiente para modelar o espectro de potências e o bispectro. Portanto, para interpretarmos
corretamente as medidas em tais escalas, devemos considerar um tratamento relativístico e independente de
calibre para as observáveis cosmológicas (e.g. contagem de galáxias). Revisarei as principais características
físicas das escalas ultralargas (i.e., da ordem do horizonte cosmológico), dando particular atenção para
possíveis equívocos na restrição de parâmetros inflacionários e para a característica mais marcante do espectro
e bispectro relativísticos: a presença de momentos ímpares na expansão de Legendre. Também mostrarei,
brevemente, como é possível utilizar halos contidos em um cone de luz de uma simulação de N -corpos
relativística para modelar e recuperar o dipolo relativístico.

Palavras-chave estrutura em larga escala do universo, efeitos relativísticos, inflação cósmica

1 Introdução

A cosmologia é uma ciência recente, incorporando-se ao repertório científico, ao longo do século 20, com o estabelecimento
da relatividade geral e com a emergência de uma comunidade científica interessada em estudos sobre a origem, constituição
e evolução do universo. Hoje, somos capazes determinar parâmetros cosmológicos do modelo convencional da cosmologia,
também conhecido por ⇤CDM, com alta precisão. Esse modelo adota a relatividade geral como a teoria que explica como a
matéria interage e colapsa gravitacionalmente, utilizando-se do princípio cosmológico (homogeneidade e isotropia espacial) para
a estatística da distribuição dos campos cosmológicos (campo gravitacional, distribuição de matéria, etc) para adotar a métrica de
Friedman-Lemaître-Roberton-Walker (FLRW) e resolver as equações de Einstein, extrapolando leis físicas locais para escalas
cosmológicas.

A nível de um universo homogêneo e isotrópico, ou seja, sem perturbações em torno da média global, soluções das equações de
Einstein implicam que, em momentos mais primitivos do universo, radiação na forma de fótons era a componente dominante,
seguido por um período dominado por matéria e, finalmente, no predomínio tardio de um fluido de energia escura dominando a
dinâmica do sistema. Note que isso acontece ao assumirmos a presença específica de tais componentes. Vínculos atuais nos
mostram que, para esse modelo, o universo é composto, atualmente, por 31% de matéria, que engloba a matéria escura fria
(CDM) e bárions, e 69% de energia escura descrita por uma constante cosmológica ⇤1. Em termos dos parâmetros de densidade
⌦X,0: ⌦m,0 = ⌦CDM,0 + ⌦barions,0 = 0.31 e ⌦⇤,0 = 0.69, onde o índice 0 refere-se a essas quantidades hoje.

Contudo, um universo perfeitamente homogêneo e isotrópico não resulta no universo observado, dado que as densidades ⇢ de
matéria, radiação e energia escura, por exemplo, evoluem apenas temporalmente, permanecendo espacialmente constantes. Uma

1A constante cosmológica foi originalmente introduzida por Einstein como uma modificação das equações de campo, a fim de se chegar a
uma solução estática do universo. No entanto, a solução estática somente é alcançada com um ajuste fino entre as densidades de energia na
forma de constante cosmológica e de matéria bariônica e escura. Qualquer desequilíbrio ínfimo entre essas quantidades resulta em uma solução
dinâmica [1].
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imagem mais realística é obtida ao perturbarmos ligeiramente a métrica de FLRW, explorando como as perturbações �⇢(x, t), em
torno da solução homogênea e isotrópica ⇢̄(t), evoluem no espaço e tempo. Essas perturbações – que são resolvidas, por exemplo,
para o campo de densidades ⇢(x, t), usualmente descrito em termos do contraste de densidades �(x, t) ⌘ ⇢(x, t)/⇢̄(t) � 1,
podem ser comparadas com observações através de um tratamento estatístico do campo de galáxias. Para isso, são comumente
utilizadas, na cosmologia, estatística de n-pontos para descrever correlações do campo de sobredensidades �.

Assim como a média �̄(z) e variância h�2(x, z)i podem ser utilizadas para descrever as propriedades do contraste de densidades2,
utiliza-se normalmente a função de correlação de dois pontos, ⇠(x1,x2; z1, z2) ⌘ h�(x1, z1) �(x2, z2)i, ou seu correspondente
no espaço de Fourier, o espectro de potências

P (k) ⌘
Z

d3x e�ik·x
⇠(x), ou h�(k1) �(k2)i = (2⇡)3�D(k1 + k2)P (k1), (1)

onde denotamos a função delta de Dirac como �
D(x).

Talvez a questão mais fundamental da cosmologia, finalmente passível de ser tratada pelo rigor estatístico da ciência, seja sobre
a origem do universo. Ou seja, quais foram as condições iniciais para as flutuações � e qual o mecanismo que as geraram. O
modelo mais estudado para abordar tal questão é chamado inflação, tendo ocorrido em um período extremamente quente e denso
do universo de forma que necessitamos da teoria quântica para descrever os campos presentes nessa época. Dentro desse cenário,
processos quânticos (e, portanto, intrinsecamente aleatórios) deram origem às flutuações quânticas necessárias para a existência
de perturbações em torno do que seria uma descrição homogênea e isotrópica da matéria.

A inflação produz algumas consequências interessantes, entre as quais citamos o espectro de potências das flutuações de
densidade primordiais P(k) sendo, aproximadamente, invariante de escala. Podemos parametrizá-lo através da equação

P(k) ⇠ As k
ns�1

, (2)
com ns ⇡ 1. Medidas atuais nos dão ns = 0.968± 0.006 e, para a amplitude das perturbações primordiais, As ⇡ 2.09⇥ 10�9

[2]. Outro vínculo importante para modelos inflacionários consiste nos níveis de não-Gaussianidades (NG) presentes nas funções
de correlação das perturbações primordiais, que se manifestam, no universo tardio, na distribuição de galáxias e, em tempos mais
primordiais, na radiação cósmica de fundo (RCF)3. No modelo inflacionário mais simples, o universo é dominado por um único
campo escalar, o inflaton, com termo cinético canônico na ação, rolando lentamente pelo seu potencial (single field slow-roll,
SFSR). Em primeira ordem na teoria de perturbações, a estatística das flutuações do inflaton é, aproximadamente, descrita pela
de um oscilador harmônico, ou seja, é praticamente Gaussiana. Contudo, um pequeno nível de não-Gaussianidade está presente
devido às interações do inflaton com os graus de liberdade gravitacionais [3].

Desvios do cenário Gaussiano podem ser vinculados através das estatísticas de ordem mais alta (ou seja, indo além do espectro
de potências, i.e. da variância da campo). Para o caso da função de correlação de três pontos, temos o bispectro B(k1,k2,k3)
como o correspondente no espaço de Fourier:

h�(k1) �(k2) �(k3)i = (2⇡)3�D(k1 + k2 + k3)B(k1,k2,k3). (3)
As não-Gaussianidades geradas pelo acoplamento do campo inflaton com o setor gravitacional levam a um bispectro inde-
tectável mesmo com experimentos futuros. Contudo, muitos modelos inflacionários possuem níveis de NG (chamadas de
não-Gaussianidades primordiais, PNG) que poderão ser detectados em um futuro próximo. Portanto, a não-detecção ajuda a
restringir o espaço teórico de modelos inflacionários e, até mesmo, alguns cenários alternativos à inflação.

No escopo da RCF, temos um grande histórico de melhorias observacionais, com a missão do satélite Planck nos dando os
melhores vínculos, até o momento, sobre a inflação. Mesmo assim, poderemos alcançar vínculos competitivos, ou até melhores,
do que aqueles da RCF com os levantamentos que em breve serão operacionais (e.g. Vera C. Rubin Observatory/LSST, Euclid e
SKA) [4, 5, 6]. Isso ocorre porque a quantidade de informação disponível em mapas tridimensionais do universo provida por tais
levantamentos é muito maior do que aquela contida nos mapas bidimensionais da RCF. Contudo, esses levantamentos não nos
dão acesso direto ao campo de matéria, mas ao contraste de densidade �↵ de objetos denominados traçadores enviesados da
matéria (tais como galáxias). Nesse caso,

⇠↵�(x1,x2; z1, z2) ⌘ b↵(z1) b�(z2)h�(x1, z1) �(x2, z2)i, P↵�(k) = b↵(z1) b�(z2)P (k; z1, z2), (4)
onde b↵ e b� são os vieses efetivos de dois traçadores ↵ e �, nos redshifts z1 e z2, respectivamente. Em grandes escalas, b é
denominado viés linear.

2Note que aqui estamos utilizando o redshift z ao invés do tempo cosmológico t, uma vez que o primeiro é obtido diretamente de
observações cosmológicas, enquanto t é inferido com base na história de expansão de algum modelo de universo.

3A RCF consiste nos fótons que desacoplaram da matéria quando o universo tinha ⇡ 380000 anos. Antes dessa época, o universo era
quente e denso ao ponto dos fótons espalharem os elétrons, constantemente, através do espalhamento Compton. Quando a temperatura cai para
T ⇡ 3000 K, a taxa de espalhamento é menor do que a taxa de expansão do universo e os elétrons conseguem ser capturados pelos núcleos
atômicos formando átomos neutros. Os fótons da RCF seguem um espectro de corpo negro cuja forma não é significantemente afetada pela
expansão cósmica. Observarmos o espectro de corpo negro da RCF com temperatura TRCF ⇡ 2.7 K, devido à expansão ocorrida entre a época
do desacoplamento e hoje.
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Figura 1: Efeitos das correções devido à PNG do tipo local no espectro de potências de halos com massa M = 1015 [M�/h]
(direita) e no viés total (esquerda), para p = 1 e z = 0, com o viés linear b(z, fNL = 0) dos halos dado pelo ajuste da referência
[7]. Valores positivos de f

loc

NL
= fNL correspondem às curvas acima do valor fiducial (preto) fNL = 0, enquanto que os valores

fNL < 0 correspondem à perda de potência em grandes escalas. Vale notar que fNL = ±10 está descartado de acordo com
as medidas do Planck: f loc

NL
= �0.9± 5.1 [8]. Portanto, para obtermos correções da ordem de ⇠ 8% com relação a fNL = 0

precisamos chegar a escalas de k ⇠ 10�3 [h/Mpc], ou seja, da ordem de milhares de megaparsecs.

Um parâmetro muito sensível às condições iniciais da inflação e, portanto, à física do universo primordial, é o “viés dependente
de escala” [9], que se manifesta no espectro de potências de traçadores enviesados da matéria (tais como halos de matéria escura,
galáxias, hidrogênio neutro, etc) através de uma correção de k

�2:

�b↵(k, z; f
loc

NL
) = f

loc

NL
(b↵ � p)

3 �c ⌦m,0 H
2

0

c2 k2 T (k)D(z)
, (5)

onde p é um parâmetro que depende da história do traçador em questão (e.g. os autores da referência [10] obtiveram p = 1.6 para
quasares), �c = 1.68 é densidade linear crítica para colapso esférico em um universo Einstein-de Sitter (EdS, i.e. dominado por
matéria), T (k) é a função de transferência da matéria normalizada T (k ! 0) = 1, D(z) é o fator de crescimento e k = 2⇡��1

é o número de onda das perturbações de comprimento �. A correção de k
�2 emerge de modulações quadráticas locais (daí o

nome PNG do tipo local) no potencial gravitacional primordial, induzidas, por exemplo, pela presença de dois ou mais campos
escalares durante o período inflacionário. A amplitude dessas modulações é parametrizada pela constante de acoplamento
não-linear (NL), f loc

NL
[11, 12]. O termo característico dessa correção ao viés linear, b↵, do traçador emerge ao relacionarmos o

contraste de densidade com o potencial através da equação de Poisson no espaço de Fourier:

�(k) = �3

2
⌦m(a)

✓
aH

kc

◆2

�(k), (6)

onde c é a velocidade da luz no vácuo, a = a(z) é o fator de escala em um dado redshift z e H = H(z) é o parâmetro de Hubble.

Nas referências [10] e [13], o espectro de potências foi utilizado para detectar a dependência de escala adicional no viés de
quasares, resultando em f

loc

NL
= 36+18

�17
e �51 < f

loc
NL < 21, respectivamente. A Fig. 1 mostra o efeito do viés dependente de

escala para diferentes valores de f loc

NL
⌘ fNL, assumindo um ajuste fenomenológico para o viés linear dos traçadores considerados

nesse exemplo, que são os halos de matéria escura [7]. Vemos com isso que detecções do viés dependente de escala, Eq. (5),
requerem escalas � grandes, ou seja, modos de Fourier k pequenos.

Para explorarmos ao máximo o que os futuros levantamentos de galáxias têm a nos oferecer, precisamos entender completamente
como as não-Gaussianidades primordiais se manifestam nas estruturas que observamos hoje, além de compreendermos as
possíveis fontes de erros sistemáticos e de contaminação do sinal. Duas fontes de erro conhecidas atualmente são:

Ruído de Poisson. O ruído de Poisson, mais conhecido pelo termo shot noise, está associado com o fato de que observamos
objetos discretos no céu, tais como as galáxias, e não uma distribuição contínua de matéria. Além disso, ele corresponde à
estocasticidade intrínseca do campo de traçadores da matéria escura: como mostrado na Fig. 2, no cenário A, efeitos estocásticos
fazem com que as perturbações de comprimento de onda pequenos (curvas pretas) sejam tais que os dois objetos em vermelho,
localizados em picos de sobredensidade, não colapsem para formar um único objeto mais massivo, sendo atraídos para regiões
opostas; já no cenário B, as pequenas escalas são uma realização diferente e os dois objetos colapsam em uma única estrutura,
atraídos pela sobredensidade central, fazendo com que A contenha um objeto a mais do que B. Descrevendo a estatística dessas
flutuações em pequenas escalas através de uma distribuição Poissoniana, é possível verificar que o ruído de Poisson aparece
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no espectro de potências dos traçadores discretos da matéria como 1/n̄, onde n̄ é a densidade média de objetos em um dado
volume do levantamento. Contudo, essa limitação pode ser evitada com a observação de uma alta densidade de traçadores, o que
está previsto para os levantamentos futuros: por exemplo, Euclid prevê n̄ ⇠ 10�3 galáxias [h/Mpc]3 [14], enquanto que temos
n̄ ⇠ 10�4 galáxias [h/Mpc]3 para os dados do BOSS DR11 [15]. Como não estamos interessados nas pequenas escalas, essa
limitação é secundária e não nos impõe um problema, contanto que seja controlada.

Figura 2: Para olharmos as grandes escalas do universo, calculamos a média das flutuações em pequenas escalas (curvas pretas)
sobre uma região de raio R (círculos pretos) localizada no pico de uma flutuação em grande escala (curvas azuis). (Esquerda)
Caso A: dois objetos (pontos vermelhos) localizados em picos das sobredensidades em pequenas escalas não colapsam, pois
efeitos estocásticos das flutuações em pequenas escalas fazem com que eles sejam atraídos para regiões opostas. (Direita) Caso
B: os dois objetos se fundem uma vez que as flutuações em pequenas escalas favoreceram a existência de uma sobredensidade
atraindo ambos os objetos. Nesse caso, o número total de objetos é uma unidade a menos do que no caso A.

Variância cósmica. Observações cosmológicas estão sujeitas a uma limitação inerente do sistema estudado pela cosmologia,
que afeta tanto a RCF quanto a estrutura em larga escala (large-scale structure, LSS): ela consiste no fato de que observamos
apenas um universo, o qual pode ser pensado como uma realização particular em um conjunto de possibilidades. Ademais,
por observarmos um volume finito do Universo, estamos limitados a um intervalo finito de escalas que podemos analisar. Tais
limitações são conhecidas como variância cósmica, a qual é a maior fonte de incerteza em grandes escalas. Esse será nosso maior
desafio e, portanto, devemos encontrar uma forma de contornar esse problema para obtermos vínculos robustos nos parâmetros
de interesse. Uma possibilidade faz uso da técnica de múltiplos-traçadores: foi mostrado em [16] que é possível contornar a
variância cósmica ao combinar diferentes tipos de traçadores da estrutura em larga escala (veja [17, 18] para trabalhos mais
recentes). Tal técnica é promissora, uma vez que sinergias entre os levantamentos futuros são esperadas [19, 20, 21].

Por outro lado, possíveis contaminantes do sinal, mas que contém muita informação por si só, são:

Não-Gaussianidades secundárias. A LSS é altamente não-Gaussiana devido à evolução gravitacional responsável pelo
colapso das estruturas, que ocorre de forma altamente não-linear, em contraste com a “simplicidade” linear da RCF, onde
as contribuições espúrias do setor gravitacional são minimizadas. Em grandes escalas, podemos escrever o bispectro de três
traçadores ↵,� e � como

B↵��(k1,k2,k3) = ↵1�1�1B
tree
m + ↵1�1�2P (k1)P (k2) + ↵1�2�1P (k1)P (k3) + ↵2�1�1P (k2)P (k3), (7)

onde ↵1 ⌘ b
(1)

↵ e ↵2 ⌘ b
(2)

↵ são, respectivamente, os vieses linear e de segunda ordem4, com o mesmo valendo para � e �,
B

TL
m = B0 +Bgrav é o bispectro da matéria a “nível árvore” com a possível contribuição primordial B0 evoluída até um dado

redshift e Bgrav é o bispectro gravitacional:

Bgrav = 2 [F2(k1,k2)P�(k1)P�(k2) + 2 perms.] . (8)

Aqui, F2 é o kernel de segunda ordem, obtido através da teoria de perturbações, em um universo de EdS [22, 23, 24]:

F2(k1,k2) =
5

7
+

1

2

k1 · k2

k1k2

✓
k1

k2
+

k2

k1

◆
+

2

7

(k1 · k2)2

k
2

1
k
2

2

. (9)

Contudo, esse resultado falha em capturar escalas levemente não-lineares. Por isso, muitas técnicas têm sido desenvolvidas para
melhorar a compreensão desses efeitos, tais como a aplicação da teoria efetiva de campos para modelar efeitos não-lineares em
escalas pequenas [25] e métodos fenomenológicos [26].

4Considerando-se a expansão �↵(x) = ↵1�(x) +
↵2
2 �

2(x) + . . . em escalas grandes, ↵1 é o viés linear e ↵2 o viés de segunda ordem.
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Efeitos relativísticos. Em grandes escalas, comparáveis ao raio de Hubble5, efeitos relativísticos associados à projeção de
observáveis (e.g. flutuações na contagem de galáxias) no nosso cone de luz passado começam a emergir. No espectro de
potências, esses efeitos podem dificultar uma detecção segura do viés dependente de escala, caso não sejam levados em conta na
modelagem teórica [27]. No bispectro das galáxias, características únicas tais como um dipolo intrinsecamente relativístico
emerge e, portanto, abrem portas para novos testes de teorias de gravitação.

Neste artigo, abordaremos a questão de como podemos extrair informação de levantamentos de galáxias, focando na interação
entre os efeitos relativísticos e de não-Gaussianidades primordiais no espectro de potências de traçadores da matéria escura. Em
particular, descreveremos como modelar o dipolo relativístico que emerge na correlação cruzada entre diferentes traçadores e
como extraí-lo de dados reais. Para tal, utilizaremos uma simulação de N -corpos relativística contida no cone de luz passado de
um observador, aproximando-nos de análises realistas de dados.

2 Efeitos relativísticos no espectro de potências de halos de matéria escura

Levantamentos de galáxias são pilares para a construção da cosmologia moderna. Eles partem do redshift z de objetos, tais como
as galáxias, para nos dar um mapa tridimensional do Universo. Se não houvesse nenhuma perturbação ao fluxo de Hubble, ou
seja, se o redshift observado zobs fosse somente devido à expansão cósmica zH (i.e. zobs = zH), esse mapa seria perfeito no
sentido de que eles nos dariam as posições radiais corretas dos objetos mapeados; se, em adição a isso, não houvesse lentes
gravitacionais, as posições angulares providas por eles nos dariam acesso à posição real das galáxias.

Contudo, como já mencionamos, existem desvios de uma métrica perfeitamente FLRW, que descreve um universo homogêneo e
isotrópico: sabemos que a matéria escura e bariônica se aglomera para formar as estruturas que observamos, tais como halos de
matéria escura e galáxias, levando a uma distribuição não-homogênea em escalas da ordem de R . 100 Mpc/h. A presença
dessas estruturas também são responsáveis por lenteamento gravitacional, alterando assim não somente a posição angular, mas a
forma e luminosidade dos objetos mapeados.

Também sabemos que as galáxias estão caindo no potencial do aglomerado do qual elas fazem parte e esse efeito introduz
desvios ao movimento devido somente ao fluxo de Hubble (expansão do universo): existem efeitos de redshift gravitacional
dando origem a uma perturbação adicional à posição real, entre outros inúmeros efeitos que criam um mapeamento complicado
com a posição dos objetos em um universo perfeitamente homogêneo e isotrópico.

Uma das características mais marcantes dos levantamentos que estão por vir é o grande volume por eles coberto, permitindo-nos
observar escalas cada vez maiores, incluindo aquelas que são comparáveis com o horizonte do universo observável. Em tais
escalas, o tratamento Newtoniano não é mais preciso, uma vez que efeitos de causalidade impostos pelo limite da velocidade da
luz não são levados em conta na teoria Newtoniana, a qual desconhece a existência de um horizonte cosmológico. Além disso, a
inclusão de espécies relativísticas, tais como neutrinos, só podem ser propriamente modeladas no tratamento relativístico6. Logo,
para extrairmos o máximo de potencial desses levantamentos, nossa teoria deve ser precisa o suficiente em grandes (e também
pequenas) escalas.

As diferenças entre o tratamento puramente relativístico e o Newtoniano obtidas nas expectativas teóricas para as quantidades
observáveis dão origem aos chamados efeitos relativísticos, os quais, se não forem propriamente modelados, podem ser
erroneamente confundidos com uma detecção de não-Gaussianidade primordial [31, 32, 33].

Aqui sempre manteremos em mente o que é realmente observado pelos levantamentos de galáxias: levantamentos espectroscópi-
cos e fotométricos nos dão um catálogo com as posições observadas, no espaço de redshift, s = (zobs, ✓,'), com o redshift
sendo estimado através da técnica espectroscópica (então assume-se erro zero na medida) ou da técnica fotométrica (nesse caso,
será necessário incluir as distribuições que descrevem a função de densidade de probabilidade de cada redshift nas medidas);
mas, em ambos os casos, teremos um catálogo com a posição tridimensional s dos objetos. No final, o contraste de densidade é
convertido para uma sobredensidade na contagem de objetos do tipo �: �(s)� (s) ⌘ N�(zobs, ✓,')/N̄�(zobs)� 1, onde N é o
número total de objetos observado em um dado volume centrado em s e N̄ é uma média angular.

Para relacionarmos a posição observada com a posição das galáxias devido somente à expansão do universo, podemos empregar
a definição covariante de redshift,

z =
(gµ⌫kµu⌫)f
(gµ⌫kµu⌫)obs

� 1, (10)

5Define-se o raio de Hubble como c (aH)�1.
6Muitas alternativas existem para levar em conta esses efeitos, especialmente o tratamento de espécies relativísticas em simulações

Newtonianas através de um “dicionário” que conecta as duas [28, 29]. Outra abordagem consiste em realizar simulações cujas equações de
movimento são inerentemente relativísticas [30].
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para incorporar todas as correções adicionais às Newtonianas, onde somente a velocidade peculiar v das fontes (parte espacial da
quadrivelocidade uµ) é responsável pelas correções ao longo da linha de visada n̂ (como derivado em [34]): �pec

obs
⇡ �f

�
1 +

vk
c

�
,

onde vk = v · n̂ é a projeção da velocidade peculiar ao longo da linha de visada. Note que assumimos vk ⌧ c. Rotulamos por
f as quantidades calculadas na emissão dos fótons (ou seja, na fonte) e obs quando são recebidas pelo observador. Note que
k
µ ⌘ 2⇡⌫(1,�n̂) é o vetor de onda dos fótons de frequência ⌫ e direção de propagação �n̂.

O fluxo de Hubble é responsável por um redshift no comprimento de onda dos fótons observados �obs da forma �obs =
�
pec

obs

a(tobs)

a(tf )
, com tobs e tf sendo, respectivamente, os tempos cósmicos no momento da recepção pelo observador e da emissão

pela fonte. Portanto, as velocidades peculiares deslocam o redshift observado zobs daquele que seria perfeitamente cosmológico
zH ⌘ a(tobs)/a(tf )� 1 (devido ao fluxo de Hubble):

�obs

�f
⌘ 1 + zobs =

⇣
1 +

vk

c

⌘
(1 + zH). (11)

Computando a sobredensidade de traçadores enviesados do campo de matéria escura, através da Eq. (11), obtemos a expressão
usual apresentada em [34]:

�
(s)
� (s) ⇡ �

(r)
� (r)� 1

H@r(v · n̂)� v · n̂
Hr

✓
2 +

@ ln �̄

@ ln r

◆
, (12)

onde somente quantidades em primeira ordem na teoria de perturbação são consideradas. Chamamos aH ⌘ H. Acima, @ln r ln �̄
leva em conta a função de seleção do levantamento em questão. O índice r representa quantidades no “espaço real”, isso é, sem
de distorções de redshift, somente na presença do fluxo de Hubble.

Restritos à teoria linear, podemos relacionar quantidades no espaço das configurações e no espaço de Fourier como

�
(r)
� (r) = b�

R
d
3k

(2⇡)3 �
(r)(k) eik·r, H�1

@rvk = �f
R

d
3k

(2⇡)3 �
(r)(k) (k̂ · r̂)2 eik·r,

vk = v · r̂ = ifH
R

d
3k

(2⇡)3 �
(r)(k) k̂·r̂

k eik·r, ↵vk = ifH
R

d
3k

(2⇡)3 �
(r)(k) k̂·r̂

k ↵ eik·r,

onde ↵ ⌘ @ln r ln(r2��), para um traçador � com viés linear b e função de seleção �. Aqui encontramos a principal assinatura
que tentaremos analisar: a presença de termos imaginários devido ao acoplamento de vk com termos da forma (Hr)�1. Como
pode ser visto do contraste de densidade Newtoniano,

�
(s)
� (k) = �

(r)(k)


b� + f(k̂ · r̂)2 � i

f

kr
↵(r)(k̂ · r̂)

�
, (13)

o termo imaginário aumenta para objetos mais próximos e em grandes escalas.

Contudo, considerando a definição covariante do redshift, Eq. (10), contribuições adicionais aparecem devido à existência de
inomogeneidades presentes entre o observador e a fonte, causando desvios na trajetória dos fótons, o que leva à perturbações
no ângulo observado e magnificação das galáxias por conta de lentes gravitacionais. A correção relativística mais imediata é
o redshift (blueshift) gravitacional dos fótons subindo (descendo) o potencial gravitacional como resultado da perda (ganho)
de energia: �grav

obs
= �f (1���/c2). O efeito resultante é um redshift que depende apenas do potencial gravitacional �� na

galáxia, desprezando as contribuições que correspondem às perturbações devido à variação do potencial gravitacional ao longo
do caminho que o fóton percorre, entre a fonte e o observador. Considerando apenas esse efeito local, o redshift observado se
torna [35]

zobs =
�obs � �f

�f
⇡ zH +

vk

c
� ��

c2
. (14)

Realizando os mesmos passos empregados na derivação de Eq. (13), com o termo de potencial adicional no espaço de Fourier
pela Eq. (6), chega-se a

�
(s)
� (k) = �

(r)(k)


b� + f(k̂ · r̂)2 + i

✓
3⌦m

2

H
kc

� f

k

↵(r)

r

◆
(k̂ · r̂)

�
. (15)

Desprezando variações na função de seleção e assumindo uma única linha de visada para o levantamento como um todo
(k̂ · r̂ = µ), o auto-espectro de um traçador � é dado por

h�(s)� (k)�(s)� (k0)i = (2⇡)3�D(k + k0)

"
(b� + fµ

2)2 +

✓
3

2
⌦m

H
kc

µ

◆2
#
P (k). (16)

O segundo termo dentro dos colchetes é a correção relativística à expressão de Kaiser (primeiro termo) em decorrência do
redshift gravitacional sofrido pelos fótons. Para se ter uma ideia da contribuição que esse termo dá ao espectro de potências, para
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um levantamento como o Euclid (área 15000 deg2, 0 < z < 2.5 e kmin ⇠ 0.001 [h/Mpc]) a amplitude é da ordem de ⇠ 0.06,
enquanto que para um levantamento como o LSST (área 13800 deg2, 0.2 < z < 1.2 e kmin ⇠ 0.002 [h/Mpc]), esperamos algo
em torno de ⇠ 0.01 [36]. Comparado ao termo de Kaiser (Eq. 12), o qual é de ordem 1 para ambos os casos, vemos que essa
contribuição é pequena. Contudo, o espectro cruzado entre dois traçadores ↵ e �,

h�s↵(k)�s�(k
0)i = (2⇡)3�D(k + k0)

"
(b↵ + fµ

2)(b� + fµ
2) +

✓
3

2
⌦m

µ

kc

◆2

� i
3

2
⌦m

µ

kc
(b↵ � b�)

#
P (k), (17)

possui uma parte imaginária intrínseca que dá origem ao termo de dipolo, muito mais fácil de ser observado uma vez que ele
escala como 1/kc, onde chamamos kc ⌘ ck/aH [35].

Levando-se em conta todas as correções proporcionais a v · n̂ e considerando teorias onde a equação de Euler v̇+Hv+r� = 0
é válida, obtemos o chamado termo Doppler7

A� , que entra em adição às distorções espaciais de redshift padrão H�1
@r(v · n)

(vide Eq. 12):

�
(s)
� (r) = �

(r)
� (r)� 1

H@r(v · n) +

5s� � 2

Hr
+

@(a3n̄�)

@ ln a
� H0

H2
� 5s�

�
v · n,

⌘ b��
(r)(r)� 1

H@r(v · n) +A�v · n. (18)

Note que �5s�(Hr)�1 já está presente no trabalho de Kaiser, com s� / @ln r ln(r2��) sendo o chamado viés de magnificação.
Com exceção da verdadeira perturbação de densidade �� , todos os outros termos aparecem devido às distorções no sistema de
coordenadas que emergem ao relacionarmos as quantidades do universo homogêneo e isotrópico com aquelas que realmente
observamos. Portanto, chegamos a principal equação deste trabalho:

�
(s)
� (k) = �

(r)(k)
⇥
b� + fµ

2

k + if(Hk
�1)A�µk

⇤
, (19)

com µk ⌘ (k̂ · r̂) representando a dependência com a linha de visada. Nosso principal objetivo será medir o dipolo induzido
pela parte imaginária do espectro de potências, que detalhamos no que segue.

2.1 Aproximação de céu plano

Quando a linha de visada é a mesma para todos os objetos, i.e. k̂ · r̂ = µ é uma constante (aproximação de céu plano), o espectro
cruzado P

(s)
↵� (k) = h�↵(k) �⇤�(k)i de dois traçadores ↵ e � é dado por:

P
(s)
↵� (k) = P

(r)(k)


(b↵ + fµ

2)(b� + fµ
2) +A↵A�f

2
µ
2
H2

k2
+ ifµ

⇥
(b� + fµ

2)A↵ � (b↵ + fµ
2)A�

⇤ H
k

�
. (20)

Vemos que a isotropia é quebrada pela escolha de uma linha de visada e, portanto, P (s)
↵� (k) = P

(s)(k, µ) pode ser expandido em
polinômios de Legendre:

P
(s)(k, µ) =

1X

`=0

P
(s)
` (k)L`(µ), P

(s)
` (k) =

2`+ 1

2

Z
1

�1

dµ P
(s)(k, µ)L`(µ) ⌘ P

(r)(k) c`. (21)

7A expressão completa e geral, sem a suposição da validade da equação de Euler, possui a adição de outros termos, os quais mencionamos
aqui: redshift gravitacional H�1

@r� em ordem Hk
�1); efeito cone de luz v · n (light-cone effect) está associado ao fato de que, por

observarmos objetos no cone de luz passado, as posições observadas são diferentes das posições que as galáxias teriam em uma hipersuperfície
de tempo constante; termo de aceleração v̇ · n descreve a aceleração da fonte com relação ao observador; temos também termos não-locais
que expressam as distorções devido a lentes gravitacionais no volume observado, mas não consideraremos tais termos na presente análise
[37, 38, 39].
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onde P (s)
` (k) são os multipolos da expansão. Desprezando termos quadráticos O(H/k)2, os coeficientes da expansão dão dados

por:

c0(f, b) = b↵b� +
1

3
f(b↵ + b�) +

1

5
f
2
, (22)

c1(k, f, b, A) =
1

5
if

H
k
[A↵(3f + 5b�)�A�(3f + 5b↵)] , (23)

c2(f, b) =
2

3
f(b↵ + b�) +

4

7
f
2
, (24)

c3(k, f, A) =
2

5
if

2
H
k
(A↵ �A�), (25)

c4(f) =
8

35
f
2
. (26)

Enquanto que o monopolo, quadrupolo e hexadecapolo são os mesmos do caso Newtoniano, um dipolo que escala como Hk
�1

emerge no caso do espectro cruzado,

P
(s)
1

(k) = iP
(r)(k)

f

5
[A↵(3f + 5b�)�A�(3f + 5b↵)]

H
k
, (27)

mas desaparece para o auto-espectro. Contudo, considerando as correções O(H/k)2, o monopolo e o quadrupolo adquirem uma
dependência de k

�2, fato responsável pela preocupação constante com uma possível contaminação no sinal do viés dependente
de escala, como discutido anteriormente. Podemos escrever os multipolos do espectro no espaço de redshifts como

P
(s)
0

(k) = P
N

0
(k) +�P

RE

0
(k) +�P

PNG

0
(k), (28)

Im[P (s)
1

(k)] = Im[PRE

1
(k)] + Im[�P

PNG

1
(k)], (29)

P
(s)
2

(k) = P
N

2
(k) +�P

RE

2
(k) +�P

PNG

2
(k), (30)

Im[P (s)
3

(k)] = P
RE

3
(k), (31)

P
(s)
4

(k) = P
N

4
(k), (32)

onde os índices N, RE and PNG se referem aos multipolos Newtoniano (Kaiser) e as correções que aparecem devido aos
efeitos relativísticos e ao viés dependente de escala do tipo local de PNG. As correções são dadas respectivamente por (para os
multipolos pares, veja [33]):

�P
RE

0
(k) =

"
1

3
A↵A�f

2

✓
H
k

◆2
#
P

r
m(k), (33)

�P
PNG

0
(k) =


�b↵

✓
f

3
+ b�

◆
+�b�

✓
f

3
+ b↵

◆
+�b↵�b�

�
P

r
m(k), (34)

Im[�P
PNG

1
(k)] =


f
H
k
(A↵�b� �A��b↵)

�
P

r
m(k), (35)

�P
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2

3
f
2

✓
H
k

◆2

A↵A�

#
P

r
m(k), (36)

�P
PNG

2
(k) =

2

3
f(�b↵ +�b�). (37)

Vemos com isso que o viés dependente de escala também impõe uma correção ao dipolo relativístico. Contudo, dado que
�b ⇠ O(k�2), essas correções serão proporcionais a k

�3.

2.2 Correções de grandes ângulos

Ao abrirmos mão da aproximação de céu plano, devemos ter cuidado ao computar o espectro cruzado P
(s)
↵� (k1,k2) =

h�↵(k1) �⇤�(k2)i:

P
(s)
↵� (k1,k2) = P

(r)(k1)


(b↵ + fµ

2

k1
)(b� + fµ

2

k2
) +A↵A�f

2
µk1µk2

H2

k2
+

+if
⇥
(b� + fµ

2

k2
)A↵µk1 � (b↵ + fµ

2

k1
)A�µk2

⇤ H
k

�
. (38)
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O primeiro termo, P (r)(k), vem do fato de assumirmos que o espectro de potências da matéria no espaço real é homogêneo e
isotrópico e as diferentes linhas de visada são incluídas em µki = k̂ · r̂i.
Para dados contidos em um volume delimitado por uma grande área angular, essas correções devem ser levadas em conta. Seus
principais efeitos podem são resumidos no que segue:

• O espectro de potências P (s)
↵� (k1,k2) não é mais diagonal. Podemos recuperar homogeneidade tomando o limite de

céu plano (µk1 = µk2 = µ);

• A parte imaginária P
(s)
↵� (k1,k2), Im[P (s)

↵� (k1,k2)] = f
⇥
(b� + fµ

2

k2
)A↵µk1 � (b↵ + fµ

2

k1
)A�µk2

⇤
H k

�1 não é
nula mesmo para a autocorrelação de um traçador ↵. Nesse caso:

Im[P (s)
↵↵ (k1,k2)] = A↵b↵f

⇥
(1 + �µ

2

k2
)µk1 � (1 + �µ

2

k1
)µk2

⇤ H
k
,

onde � = f/b↵. Portanto, um dipolo intrinsecamente geométrico aparece. No caso em que ângulos grandes são
considerados, tal fato deve ser levado em conta na modelagem teórica do dipolo relativístico, Eq. (27).

2.3 Bispectro

O resultado mostrado na Eq. (18) é obtido expandindo as perturbações até primeira ordem. Expandindo as perturbações até
segunda ordem [40], obtemos o bispectro das galáxias, na aproximação de observador distante [41]:

B(k1,k2,k3) = K(k1)K(k2)K(2)(k1,k2,k3)P (k1)P (k2) + 2 permutações cíclicas, (39)

onde K = KN +KD é o kernel de primeira ordem das distorções de redshift, com o termo Newtoniano KN = b+ fµ
2 sendo

de ordem (H/k)0, e KD = iAfµ
H

k sendo o efeito Doppler de ordem (H/k)1. De forma semelhante, K(2) = K(2)

N + K(2)

D

corresponde às correções de segunda ordem, onde o termo Doppler K(2)

D (k1,k2,k3) contém potências ímpares de µ, resultando
em um dipolo intrínseco no bispectro de um único tipo de traçador, em contrapartida ao caso do espectro de potências, onde
devemos correlacionar traçadores diferentes para obtermos um sinal não-nulo [42].

3 Simulações de N-Corpos Relativísticas

Para testar as ideias descritas na seção anterior, utilizamos o código gevolution [30, 43], o qual faz uso da aproximação de
campos fracos, válida no contexto cosmológico, para realizar simulações de N -corpos relativísticas, ou seja, as simulações são
realizadas resolvendo-se as equações de Einstein. Vale ressaltar aqui que esse é o primeiro conjunto de simulações numéricas de
N -corpos totalmente relativístico.

3.1 Cones de luz

Comumente simulações de N -corpos retornam snapshots com a posição e velocidade de partículas de matéria escura da
simulação, cada um correspondendo a uma hipersuperfície de tempo constante (redshift fixo) e o mapa tridimensional das
posições cartesianas dessas partículas. Contudo, tem sido cada vez mais recorrente a construção de cones de luz para a
interpretação e obtenção de mapas simulados de galáxias mais realísticos [44, 45]. Diferentemente dos snapshots, um cone de
luz nos dá acesso à posição angular dos objetos (partículas de matéria escura, halos, ou galáxias) no céu, a um determinado
redshift, que representa uma hipersuperfície de tempo constante, podendo estarem tanto no espaço real, quanto no espaço de
redshift. Somos então fornecidos com posições espaciais bidimensionais e a coordenada radial está associada com o redshift dos
objetos, em contraposição ao mapa tridimensional em um tempo fixo como ocorre no caso dos snapshots. Halos de matéria
escura são então encontrados nesses mapas, usando um algoritmo como, por exemplo, Friends-of-Friends (FoF), de forma que
obtemos um catálogo contendo diferentes massas, posições angulares no céu, velocidades e outras informações relevantes.

Como o viés dos halos de matéria escura dependem da massa, podemos obter diferentes tipos de traçadores realizando cortes
de massa nos objetos do catálogo. Trabalhamos com um cone de luz específico, compreendido no intervalo de redshifts
z = [0.1, 2.9], obtido através da simulação gevolution. Nesse caso, os cones são construídos on the fly, isto é: durante a
simulação, a cada passo de integração, o código identifica as partículas de matéria escura que estão dentro de um intervalo
apropriado de distância comóvel do observador, como deverão aparecer no cone de luz final; essas partículas são deslocadas por
um intervalo de tempo fracional de acordo com a distância precisa ao observador, sendo então colocadas na superfície do cone de
luz passado, definida pela geometria de FLRW, de forma exata. Ou seja, o código calcula de forma explícita a intersecção entre a
linha de mundo de cada partícula e a hipersuperfície nula no cone de luz. Assim não é necessário salvar inúmeros snapshots que,
além de consumirem muito tempo, ocupam muito espaço de armazenamento em disco. Com a abordagem on the fly também não
haverá, portanto, efeitos de discretização temporal, pois dz é efetivamente zero.
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Com o catálogo contendo a posição e velocidade das partículas de matéria escura, obtemos um catálogo de halos através do
halo finder Rockstar [46] que são transportados para o espaço de redshifts, seguindo a expressão relativística, através de um
algoritmo de ray-tracing, que conecta as posições das fontes com o observador através da integração da geodésica nula dos
fótons.

3.2 Catálogos disponíveis

A simulação aqui utilizada possui três cones de luz distintos: um “local” (abertura de 97.4� e redshift máximo de z ⇡ 0.08),
cobrindo um volume V ⇠ 0.009 [Gpc/h]3; um intermediário, utilizado neste trabalho, com abertura de 25.68�, redshift máximo
de z ⇡ 3.1 e volume total V ⇠ 4.65 [Gpc/h]3, e um cone mais profundo (abertura ⇠ 12� e volume V ⇠ 2.5 [Gpc/h]3,
compreendendo redshifts até z ⇠ 7). A simulação foi realizada dentro do modelo ⇤CDM, com parâmetros: h = 0.67556,
!b = 0.022032, !cdm = 0.12038, TRCF = 2.7255 K, As = 2.215⇥ 10�9, ns = 0.9619, Nur = 3.046, e Nncdm = 0, em uma
caixa de lado L = 2400 [Mpc/h] que cobre todo o cone de luz (para ver como esses cones de luz são construídos, veja a Fig. 1
de [47]). Cada partícula de matéria escura na simulação tem massa 2.64⇥ 109 [M�/h].

Foi considerada a região contida entre zmin = 0.1 e zmax = 2.9, correspondendo a um volume de, aproximadamente, 4.0
[Gpc/h]3 dada a cosmologia, contendo 1% do céu (i.e. fsky ⇠ 0.01). Após essa seleção, sobraram 8.5⇥ 106 halos de matéria
escura contidos numa área de 400 deg2. Também é possível utilizar os correspondentes cones no espaço real, ou seja, sem
as distorções de redshift e efeitos de lenteamento gravitacional inclusos, e o catálogo de partículas de matéria escura, com
3.5⇥ 107 de partículas. Ambos os catálogos foram utilizados para obter uma estimativa do viés dos halos com base nas funções
de correlação e espectro de potências. Para isso, calculamos as estatísticas de dois pontos halo-halo, para depois comparar com a
estatística matéria-matéria, quantidades que nos retornam o viés linear b2 através da Eq. (4).

3.3 Resultados

Nesta seção, são apresentados os resultados da referência [48], onde foi dado foco para fatias de altos redshifts 1.7 < z < 2.9,
separados em três bins de largura �z = 0.4.

Para o cálculo das função de correlação, necessitamos de catálogos aleatórios com objetos distribuídos de forma Poissoniana
dentro da geometria do levantamento, com a mesma distribuição de redshifts n̄(z) dos halos originais (dados), e muito mais
densos. Com isso, podemos calcular qual a probabilidade de encontrar um par de galáxias separados por uma distância s com
relação à distribuição aleatória (sem estrutura cosmológica) Poissoniana. Checamos a distribuição angular e de redshift dos
catálogos aleatórios verificando a consistência entre ambos. Para o espectro de potências, utilizamos catálogos aleatórios com 108

partículas, de forma a mapear toda a região do cone. Isso foi utilizado para estimarmos P` de acordo com a técnica apresentada
em [49, 50, 51], também descrita na Seção 4 do artigo em questão, aos quais referenciamos para detalhamentos sobre como
estimar o espectro de potências.

Tabela 1: Amostras de halos consideradas nas nossas análises, selecionadas para corresponder à densidade numérica para
cada população: n̄0 ⇡ n̄1 ⇡ n̄2. O redshift médio foi determinado a partir de todos os halos em cada fatia, dado que o
redshift efetivo de cada amostra variou em torno de . 0.5%. O procedimento para a determinação do viés dos halos pode ser
encontrado no Apêndice A2 de [48]. Para os três bins de z, os volumes são tais que o modo fundamental para observação é
kF = 2⇡/V 1/3 ⇠ 7⇥ 10�3 [h/Mpc].

# halos Massa Bias (Tinker) Bias (PS) Bias (CF) n̄(z̄) [Mpc/h]�3

z̄ = 1.89
All 480643 4.41⇥ 1012 2.881 2.927 2.809 7.053 ⇥10�4

H0 160081 1.86⇥ 1012 2.273 2.551 2.437 2.356 ⇥10�4

H1 160547 2.83⇥ 1012 2.540 2.758 2.652 2.348 ⇥10�4

H2 160015 8.54⇥ 1012 3.539 3.477 3.349 2.349 ⇥10�4

z̄ = 2.29
All 326899 3.85⇥ 1012 3.473 3.469 3.196 4.666 ⇥10�4

H0 109003 1.83⇥ 1012 2.803 3.020 2.772 1.556 ⇥10�4

H1 108809 2.66⇥ 1012 3.114 3.270 2.993 1.553 ⇥10�4

H2 109087 7.05⇥ 1012 4.212 4.154 3.827 1.557 ⇥10�4

z̄ = 2.69
All 205678 3.44⇥ 1012 4.140 4.214 3.959 2.947 ⇥10�4

H0 68501 1.80⇥ 1012 3.414 3.735 3.613 9.815 ⇥10�5

H1 68550 2.52⇥ 1012 3.765 4.006 3.891 9.822 ⇥10�5

H2 68627 5.98⇥ 1012 4.955 4.932 4.468 9.833 ⇥10�5
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Encontramos discrepâncias entre os vieses calculados através do cone de luz no espaço real e o ajuste fenomenológico de [7].
Utilizamos um polinômio quadrático b0 + b1x

2 para ajustar a razão entre o espectro estimado dos halos no espaço real com o
espectro teórico da matéria, definindo o viés linear dos halos como b ⌘

p
b0. Motivos para a discrepância podem estar associados

ao fato do ajuste de [7] ter sido feito para redshifts mais baixos. Por completeza, calculamos o viés através da razão entre as
funções de correlação halo-halo e matéria-matéria, ajustando uma constante para escalas relativamente grandes, mas que ainda
continham um número grande de pares de halos para minimizar ruído das medidas. As medidas obtidas através do espectro (PS)
e função de correlação (CF) são mostradas na Tabela 1 para os três intervalos de redshift.

Obtivemos o dipolo cruzado entre os traçadores para todos os bins de redshift, mas mostramos apenas os resultados para
a primeira fatia z̄ ⇠ 1.89, pois os outros resultados foram similares. Como mostrado em [52], pelo fato dos dados não
estarem distribuídos em uma caixa, mas sujeitos a uma geometria não-trivial (no nosso caso, a de um cone), um dipolo
geométrico se faz presente. Contudo, como podemos notar através da Eq. (27), o sinal do dipolo relativístico é antissimétrico,
ou seja, h�↵(k)�⇤�(k)i = �h��(k)�⇤↵(k)i. Portanto, em [53] foi proposta a utilização do estimador antissimétrico �P1 =

h�↵(k)�⇤�(k)i � h��(k)�⇤↵(k)i ⌘ P
↵�
1

� P
�↵
1

, que explora o fato de que o dipolo geométrico é, em contrapartida, simétrico.
Dessa forma, �P1 = 2h�↵(k)�⇤�(k)i = 2P↵�

1
isola o sinal de interesse. Na Fig. 3 mostramos esse estimador para os halos

de matéria escura descritos previamente (veja Tabela 1 para a descrição das populações H0, H1 e H2 consideradas). Por não
estarmos no melhor regime de observação, com um levantamento de área e volume pequenos, não conseguimos detectar o dipolo
nas simulações.

Figura 3: Dipolo estimado a partir das 4 populações de halos descritas na Tabela 1 para a primeira fatia de redshift. Como
no caso do monopolo, as barras de erro foram calculadas a partir do desvio padrão do dipolo das 100 simulações log-normais
mencionadas. As linhas sólidas representam a teoria, uma vez que P↵�

1
� P

�↵
1

é praticamente livre do impacto da função janela
(simétrica). Mostramos todas as possíveis combinações de halos. Extraído de [48].

4 Observações finais

Apresentamos uma revisão sobre como não-Gaussianidades primordiais do tipo local, característica de alguns cenários infla-
cionários, podem ser vinculadas no espectro de potências de traçadores enviesados da matéria, através da assinatura k

�2 que
emerge em grandes escalas. Mostramos, também, como esse efeito particular se mistura com efeitos relativísticos que aparecem
ao conectarmos as quantidades observadas em levantamentos de galáxias (e.g. redshift) com a teoria. Ambos os efeitos se
manifestam em escalas da ordem do raio de Hubble e devem ser modelados teoricamente para a extração em dados reais.

Focamos nos efeitos relativísticos, os quais deixam um sinal característico no espectro de potências cruzado entre diferentes
traçadores da matéria escura: a presença de um dipolo, como descrito na Eq. (27). Fazendo uso de um cone de luz gerado com o
código de N -corpos relativístico gevolution, reproduzimos os resultados da análise de multipolos realizada em [48]8, onde o
espectro de potências cruzado entre diferentes subpopulações de halos (que correspondem à diferentes traçadores) foi utilizado.
Trabalhamos no intervalo de redshifts 1.7  z  2.9, com o cone de luz cobrindo uma fração de 1% do céu, área semelhante à
região de sobreposição de galáxias luminosas vermelhas e de linha de emissão na análise de múltiplos traçadores dos dados
finais do levantamento eBOSS [54], embora esses dados sejam a baixos redshifts (z ⇠ 1).

Devido ao volume limitado da nossa análise, não obtivemos nenhuma detecção conclusiva da assinatura do dipolo nesse
conjunto de dados. Vemos, portanto, que o desafio de observar volumes (frações) grandes do céu é de suma importância para

8Para uma descrição em detalhes sobre como a geometria do levantamento de galáxias, incorporada através da chamada função janela, de
sobre como quantidades características das populações de traçadores empregadas na análise podem ser estimadas no cone de luz passado,
referimos a quem tiver interesse o artigo [48] e as referências ali contidas.
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levantamentos que desejem extrair características em escalas ultralargas: desde os efeitos relativísticos abordados nas Seções 2 e
3, até assinaturas da física do universo primordial, como descrito na Seção 1. Torna-se interessante, portanto, formas de otimizar
as medidas do espectro de potências através da utilização de pesos, aplicáveis aos dados, para aumentar o sinal dos multipolos
frente ao ruído intrínseco das medidas [18].

Não analisamos e nem apresentamos um método de incorporar os efeitos de grandes ângulos, descritos na Seção 2.2. O motivo
para isso foi ao pequeno ângulo sólido compreendido pela nossa análise. Contudo, tais efeitos devem ser explorados no contexto
de levantamentos tais como o Euclid, Rubin Observatory/LSST e SKA, os quais devem cobrir uma fração considerável do céu.

Chamamos a atenção para a referência [55]: quando estimamos o espectro de potências dentro do intervalo de redshifts
mencionado, assumimos que todos os halos ali contidos possuíam o mesmo redshift z̄, calculado a partir da média dos redshifts
específicos de cada halo. No entanto, o trabalho mencionado mostrou que uma anisotropia dependente de escala emerge devido
a essas diferenças. Embora eles tenham encontrado 4% e 40% de diferença no quadrupolo (` = 2) e hexadecapolo (` = 4),
respectivamente, com efeitos desprezíveis no monopolo (` = 0), nenhuma estimativa foi feita para o dipolo (` = 1). Portanto,
fica aberta a possibilidade de explorar como as linhas de visada calculadas nos diferentes redshifts contidos dentro do intervalo
considerado para análise impacta a detecção do dipolo relativístico, bem como a de não-Gaussianidades primordiais.
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