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Resumo

Neste trabalho apresenta-se detalhadamente a metodologia de discretizagdo do Método de Elementos de
Contorno tridimensional (MEC) na abordagem de problemas homogéneos governados pela Equacao de
Laplace. N&o obstante seus principios matematicos serem bem conhecidos e o0 MEC estar consolidado no
meio cientifico devido as bem sucedidas aplicagdes em diversos campos da fisica e da engenharia, as
diversas particularidades que cercam seu modelo numérico em problemas tridimensionais nédo se
encontram acessiveis. Assim, especificidades referentes aos procedimentos de integragdo, que envolvem
transformacdes de coordenadas e o trato com fungBes singulares, sdo aqui apresentadas
detalhadamente, pois ndo se encontram na literatura. A discretizacdo é feita através de elementos
isoparamétricos triangulares planos, de variacdo linear, com nds duplos nos cantos. As integrais sobre os
elementos séo calculadas de uma forma mista: analitica e numérica. Resolve-se um exemplo simples,
apresentando-se um grafico de convergéncia de erros, mostrando o decréscimo destes com o0
refinamento da malha, ratificando assim a consisténcia da implementagdo computacional gerada a partir
do modelo discreto proposto.

Abstract

This work presents the methodology of discretization of the Three-Dimensional Boundary Element Method
(BEM) to solve homogeneous problems governed by the Laplace Equation. The boundary integrals are
discretized using linear triangular isoparametric elements with linear variation. The integrals on the
elements are calculated in a mixed form: analytical and numerical. The field function and its derivative in a
normal direction are interpolated using also a linear function on the surface of boundary elements. Several
particularities, especially concerning analytical and numerical integrations, are presented here in detalil,
since the specialized literature does not approach suitably three dimensional numerical modeling. An
example is solved by presenting a graph of convergence of errors, showing the decrease of these with the
refinement of the mesh, thus ratifying the consistency of the computational implementation.

Keywords (Palavras chaves): Elementos de Contorno, Elementos Triangulares, Problemas Tridimensional,
Equacéo de Laplace.

1. Introducéo Atualmente, devido a maior abrangéncia, as solucdes
da Equacéo de Laplace por meio de métodos analiticos
tém dado lugar as solu¢des aproximadas, obtidas por
métodos numéricos, que oferecem a possibilidade de
solucionar problemas complexos em tempo reduzido,
pois seus célculos sdo feitos computacionalmente.
Estdo entre os métodos numéricos mais utilizados: o

Varios problemas fisicos, como os que representam a
transferéncia de calor, a conducao elétrica em corrente
continua ou a percolagéo de fluidos em meios porosos
sdo regidos pela Equacdo de Laplace. Esta equagéo

tem grande importancia na Fisica Matematica, ndo s6 Método dos Elementos de Contorno (MEC) [1], o
por descrever uma série de fendmenos estacionarios, Método dos Elementos Finitos (MEF) [2] e o Método
mas também por servir de base para solugdo de outras das Diferencas Finitas (MDF) [3].

equacdes mais complicadas, como as Equacfes de

) - Diferentemente dos demais, o MEC tem como principal
Helmholtz, da Difusédo-Adveccéo e da Onda Acustica.

caracteristica a transformacé@o da equacao diferencial
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gue governa o problema numa equagao integral de
contorno [4]. Assim, o MEC efetua a reducdo do
problema em uma dimensdo, isto €, somente pontos
situados no contorno figuram no processo de
modelagem numérica. Num caso tridimensional, a
aproximagédo do meio continuo se faz por elementos de
superficie triangulares, geometricamente definidos por
pontos nodais em seus vértices.

Neste trabalho, cujo principal objetivo consiste no
detalhamento do modelo discreto e na
operacionalizagdo da sua solugdo computacional, a
integracdo sobre os elementos ¢é feita tanto
analiticamente quanto numericamente, dependendo da
localizacdo dos pontos de geracdo das equagbes de
contorno, pontos estes que sdo argumentos de uma
funcéo auxiliar, denominada solucdo fundamental [5].
Esta funcéo é de grande importancia na definicdo das
caracteristicas e potencialidades do MEC. Se esses
pontos fonte pertencerem ao elemento no qual se
calculam as integrais, faz-se o calculo analitico; quando
estes estdo localizados noutros elementos, as integrais
sdo calculadas numericamente, utilizando-se as
formulas da Quadratura Gaussiana [6,7].

2. Equacéao Integral de Contorno

Considera-se um dominio tridimensional V(X) que pode
representar um campo térmico ou mecéanico no estado
estacionario com propriedades homogéneas e
isotropicas. Também se admite n&o haver fontes,
sorvedouros ou acgdes de dominio externo que
contribuam diretamente para o campo [8].

Sendo a variavel basica u(X) o potencial escalar em um
dado ponto X = X (X, X3, X3), 0 dominio V(X) é limitado
por uma superficie de contorno S(X), com condi¢Bes de
contorno essenciaisu =% no contorno S; e naturais
Vu=g no contorno S,, ondeu e g sado valores
conhecidos de u e Vu, a equacao diferencial associada
a este problema é a Equacao de Laplace:

Vau=0 (1)

Através dos principios da Teoria das Equagbes
Integrais chega-se a seguinte equacéo integral:

(P)u(P)+ [u(X)q"(§:X) dS = [a(X)u(&: X)ds @)

Na equagdo anterior, a fungdo auxiliar u"(P;X) é a
solugdo fundamental e sua derivada normal é expressa
por q'(P;X). Tais funcbes dependem da distancia
euclidiana entre dois pontos, um deles o ja mencionado
ponto de geragdo das equagdes ou ponto fonte P. O
coeficiente c(P) depende da suavidade do contorno [1].

3. Metodologia de Discretizagao
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3.1 Interpolac@o do Campo e da Geometria

A formulacdo do MEC ndo requer integracdes
tridimensionais, mas envolve fun¢des singulares. Uma
estratégia para o calculo das integrais ao longo da
superficie S é a divisdo da superficie conforme figura 1
em uma soma de superficies menores S;, Sy, Sa, ..., Sy,
como mostra a equacgdo (3), onde n é o nimero de
superficies em que o contorno foi dividido.

5=3s, ©)

X,
X;

Figura 1- Superficie dividida em pequenas partes.
Assim, a equacao (2), pode ser escrita como:

c(PU(P)+3 [u g'ds =) [qu'ds @

i=ls; i=ls;

Omitindo-se o argumento das funcdes, as variaveis u e
g sobre cada elemento j sdo definidas em termos de
valores nodais:

u! q

| ©®
a=l 6 A 4} 1 azla oo A )0
u" q"

Nas equacdes anteriores ¢; sdo as fungbes de forma ou
fungbes de interpolacdo, que sdo dadas em termos de
coordenadas adimensionais #(x) sobre cada elemento.
E usual escrever-se tanto a variagdo do campo quanto
a geometria do corpo através dessas fungdes [2,4].
Logo, as coordenadas (X3, X,, X3) de um ponto qualquer
do elemento séo escritas em funcdo das coordenadas
dos N nés do elemento.

Embora as superficies elementares possam ter uma
forma qualquer, aqui sdo formadas por triangulos, o
que introduz uma aproximagado na superficie original,
especialmente se esta ndo for plana. No entanto, os
tridngulos planos sdo mais faceis de gerar e possuem
Jacobiano constante ao longo do elemento.
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a) Espaco Real — (x4, X2, X3); b) Espago Paramétrico — (11, 72)-
Figura 2 — Elemento triangular.

Uma vez que a integracdo de Gauss serd realizada no
intervalo [0,1], por simplicidade é coerente fazer o
mapeamento do elemento S; também no intervalo [0,1].
Deste modo, na figura 2 observa-se o elemento real e 0
elemento de integracdo, onde se definem as seguintes
relagdes:

¢ =m; ¢, =1, $y=1—m—-n, (6)

Os pontos nodais de integracao sao:

X =i¢"xi” ™

Na equagdo (7) X' é a coordenada cartesiana do né n.
Em elementos triangulares planos as funcdes u e q
variam linearmente sobre tais elementos.

bl =[m n nl ®

Desta forma, pode-se escrever:

[lela'ds = [[m »n, na'ds ©)

S S

[H]ij

] ]

. . 10

(6} = [lgkas=[ln n nlds (10)
Sl Sl

E necessario relacionar dS, representado no sistema de

coordenadas (globais X, com tal sistema de

coordenadas, através do Jacobiano “J” da

transformagéo de coordenadas, dado por:
ds =[J|dn,dn, (11)

Demonstra-se [9] que Jacobiano da transformacéo é
dado por:

J:[«% 2 aj(@a & axj (12)

on, l ony ,6771 on, ’8772 ’6772

Observa-se que as diferenciais representam as
coordenadas dos vetores formados por dois lados
adjacentes do triangulo, de modo o Jacobiano € igual
ao moédulo do produto vetorial desses dois vetores,
numericamente igual ao dobro da area do triangulo.

3.2 Integracdo Numérica
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Nas equacdes (9) e (10) os nicleos u” e q” sdo fungdes
elaboradas, porém suaves, para 0s casos em que P e
Q (ponto de fonte ou de colocacéo e ponto campo ou
integragcdo, respectivamente) ndo coincidem ou nao
estdo demasiadamente proximos. Caso o ponto de
colocacdo ndo pertenga ao elemento no qual a integral
esta sendo avaliada, nenhuma singularidade ocorre,
conforme a situagdo mostrada na figura 3 (a) a seguir.
Por outro lado, se P pertence ao elemento que esta
sendo integrado, é possivel que P e Q coincidam, o que
significa singularidade no integrando, vide figura 3 (b).
Uma observacéo importante consiste no fato de que o
ponto pode pertencer a outro elemento, mas ser um né
duplo. Nesta situagcdo também pode ocorrer
singularidade, caso o ponto fonte realize a integra¢do
sobre o elemento que contenha o seu né duplo.

Figura 3 — (a) Elemento regular; (b) Elemento singular.

Faz-se o célculo numérico das integrais usando a
Quadratura de Gauss quando o ponto fonte ndo se
encontra N0 mesmo elemento em que se processa a
integracdo. Reserva-se a integracdo analitica apenas
para o calculo dos coeficientes G;j. Isto porque os
coeficientes H;, cuja integral &€ mais fortemente singular,
podem ser calculados pela soma dos coeficientes das
linhas correspondentes, segundo o procedimento da
obediéncia a imposicdo de um campo potencial
constante [5]. Quando um campo uniforme de potencial
€ aplicado num dominio fisico finito as derivadas do
potencial devem ser totalmente nulas:

[Hlu}={0) (13)

Dessa forma, tanto a integral mais fortemente singular
H; quanto o valor do coeficiente c(P) podem ser
calculados indiretamente. No MEC, para problemas
tridimensionais, a férmula apropriada da Quadratura de
Gauss para triangulos [10] requer avaliar a integral de
um dominio triangular, onde A é um triangulo arbitrario:

l, = ﬂ f(x, y)dxdy (14)

A

Fazendo a transformagéo de coordenadas, tem-se:
1
L= ] £ (ctn). vt 2., (15)

Na concepcao da solugdo numérica para as integrais
deve-se estabelecer pontos distintamente posicionados
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sobre 0 elemento triangular, em que se possa
determinar o valor da fungdo [7]. Assim, a solucdo de
cada uma das integrais apresenta-se como:

Il f00ds =3 w, (&) (16)

S

Onde NG é o nimero de pontos de integragéo, W, séo
0s pesos da quadratura de Gauss e ¢, séo pontos de
integragdo de Gauss, J é o Jacobiano para a
transformacéo de coordenadas e f(&) é o valor da
funcéo a ser integrada, no ponto P.

Os elementos das matrizes G e H podem ser escritos
das seguinte forma, utilizando as equagdes (9) e (10).

~ * L * n

[H]—JqudS—[Z[q ¢lw|J}u (A7)

S; 1=1
L

[G]= ju*q ds = {Z[u ¢1W|J}q” (18)
S; I=1

A solugdo fundamental tridimensional é dada por:

so b (19)
Arr

Na equacao (19), r é a distancia do ponto de aplicacdo
¢ do potencial unitario a um ponto qualquer onde
desejamos determinar o valor da funcdo u”. A solucéo
fundamental do fluxo é dada por:

«_ou” _ou or_ —cos(r,n) (20)

“on oron Anx?

Em que:

cos(r,n) :ﬁ (21)

O cosseno diretor cos(r,n) dos vetores r e n €
representado na figura 4, assim como o vetor r , que é
a diferenca entre as coordenadas dos pontos i e t.

Figura 4 — Representagéo dos vetores r, n, a, e b.

Os parametros ry, r,, r3, Ny, N, € nz que definem os
vetores r e n, sdo facilmente determinados:

n=X-X: L=Y VY =2 - (22)
Para determinar os valores do vetor n, sup8e-se uma
superficie do elemento triangular equipotencial e
convenciona-se uma numeracdo dos seus nés no
sentido anti-horario. Desse modo, a normal é ortogonal
ao plano definido pelos trés nés do elemento e pode
ser definida como o produto vetorial entre dois vetores
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que pertengam ao plano do elemento. Considerando-se
que os dois vetores sejam representados por quaisquer
dois lados do elemento triangular, indicado pelos lados
a e b (vide figura 4) tem-se:

B 8xb 23)

Para que a normal seja dirigida para fora do dominio,
adota-se uma convengdo para a numeragao dos nés do
elemento triangular no sentido anti-horario, conforme
figura 4. Desta forma se assegura que para todos 0s
elementos o sentido da normal n serd o mesmo, isto &,
para fora do dominio. Desta forma escreve-se o0 vetor n:

n = (yz - yl)(ZB - Zl)_(zz - 21)(y3 - yl)
n, = (Zz - Z1)()(3 - Xl)_(XZ - Xl)(za - 21) (24)
n; = (Xz - Xl)(y3 - yl)“(yz - yl)(xa - Xl)

Agora pode-se reescrever as equacgdes (17) e (18):

[l_"I]: i —(r1n14;r2rr;2:r3n3) é Wl‘\]‘ " (25)
NI
[G]= Z Ier ¢ WI‘J‘ q" (26)

3.3 Integragdo Analitica

O processo anterior de integracdo numérica se faz
necessario na maioria dos casos, visto que a solugdo
exata é de dificil concep¢ao. Entretanto esta pode ser
facilmente determinada nos casos particulares em que:
a) os vetores r e n sdo ortogonais;
b) o ponto fonte se encontra aplicado em um dos nés
do elemento sobre o qual se efetua a integracéo.
No primeiro caso, o integrando é nulo, pois r e n sdo
ortogonais, ou seja, o cosseno diretor das suas retas
suporte é nulo.
No segundo caso, na suposi¢do de que o ponto fonte
esta aplicado no ponto 1 do elemento triangular, e se
estabeleca um sistema local de eixos cartesianos com
origem neste ponto e com o eixo y paralelo ao lado 2-3,
pode-se, baseado no que indica a figura 5, escrever as
seguintes relagdes para 71, 7, € 3. [11], onde H é a
altura do elemento triangular relativa ao lado 2-3:
Ya

3 1(0,0)

2 (x2,y2) ou (H, y2)

3 (Xays) ou (H, y3)

d;; — distancia entre os nésiej

i 2 )
; ~ 0; — angulo entre p eixo x € o
0. )" lado ij
1 H X
<« >

Figura 5 — Pontos do elemento triangular.
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H-x % =y X
_Hn-x _ ; _X 27)
77 = 7 77 = 8 7 77 = 2 (
' H ? Ys—Y» : Yo=Y
Expressando tais fungdes 7, em coordenadas polares:
x=rcos(d); y =rsen(6) (28)

Considerando que:

Yo _ s Y _ig(0.):
» tg(alz) x g(l)

2 3

Ys— Y, = d23 (29)

As fungdesf, = n,u*sédo dadas por:

_ H-rcosd (30)
Y 4zrH
tg(6,,)cos @ —send 31)
f,=
4 7dy,
¢ _~(t9(0,)cos 0 —send) (32)
L=
4 7d,,

As integrais I, = [ fi,dxdy se apresentam como:
S
]

=[] f rdrdo (33)
or
Visto que:
X  Ox
dxdy = g; fgg drdé = rdrdé (34)
or 00

Assim, tem-se a 12 integral:

1
I1:4EH£J:(H—rcose)drd9 (35)

Por simples observagédo na figura 5, verifica-se que r
pode ser representado em funcéo de 6.

L (36)
cos 6

Substituindo a equacao (36) na (35), chega-se a:

H

'8r

secO,+190,,
secq,+196,

@37

Fazendo o mesmo para as equacdes (31) e (32):

w + (SEC 912 —sec HIS)J (38)

secd,, +194,,

2
l,=——|t
2 872(123(9 13

—H?
I, = tgd,,In
3 8ﬂd23(g 12

secl,, +196,,
secd, +tgé,,

+(secd,, —sec 913)] (39)

Com base mais uma vez na figura 5pode-se concluir:
JdZ—H? d.
cos 9“, = i ; tg Hij =X3 Sec ‘9ij =1 (40)
d; H H
Desta forma indicam-se as expressdes dely, I, e Is:
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H, |d,+d5;—H? (41)

l,=—In

8z d12+Vd122_H2

H 2 70 |Gty d123 -H’ (42)
1, = dZ—H2In +(dy, —dyy)
8755 dy, +4/d;—H?

-H 2 71O+ \/d123 —H? (43)
I, = d,—-H%In +(d12—d13)
87dl 5 dy, +dZ% —H?

Desta forma determinados os termos de [G]; para o
caso em que o potencial unitario esta aplicado em um
dos nés do elemento triangular sobre o qual se
processa a integragao.

4. Exemplo de Aplicacéao

O exemplo proposto neste trabalho consiste em um
cubo homogéneo engastado na extremidade da face y-
z onde x=0 e sujeito a uma deformagdo constante
aplicada na direcdo x na face y-z onde x = 1, conforme
mostrado na figura 6.Com a aplicacdo de condicdes
naturais nulas nas faces dos planos x-z e x-y, 0
problema fica unidimensional. Para discretiza¢@o foram
empregadas sete malhas diferentes com elementos
triangulares conforme mostrado na tabela 1:

g=1

Figura 6 — Geometria e condi¢des de contorno.

Tabela 1: Quantidade de pontos nodais e elementos em cada malha.
Malha 1|Malha 2|Malha 3 |Malha 4 |Malha 5|Malha 6|Malha 7
Pontos 24 54 96 150 294 486 600
Elementos 12 48 108 192 432 768 972

Na figura 7 observa-se o erro médio relativo para o
calculo do potencial onde o fluxo é prescrito, o erro foi
muito pequeno desde a malha com o menor
refinamento, onde se possui apenas 12 elementos, ou
seja dois elementos triangulares por face do cubo.

6.00605
4 50805

3,006 05

Erro Médio W

1.50€-05

0.00E+00
0 100 200 200 400 500 “lo
Numero de pantos nodals

Figura 7 — Erro Médio do Potencial.
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Ja na figura 8 o erro médio relativo para o célculo da
derivada potencial € uma ordem de grandeza maior
que o erro médio do potencial, mas continua sendo
muito pequeno para todas as malhas.

Tanto os erros médios do potencial e da derivada
potencial observamos a curva de convergéncia a
medida que a malha foi sendo refinada.

5.00€-04

'S

ME 04

Erro Médio %
w
=
-

2.00€-04
P o \
1.00€ 04

0 100 100 00 400 500 00

Numero de pontos nadais

Figura 8 — Erro Médio da Derivada Potencial.
5. Conclusbes

Diferentemente dos problemas bidimensionais, a
descricdo de um esquema de discretizagdo e o modus
operandi de solugdo ndo s&o evidentes hem univocos.
A literatura especializada ndo os descreve em
pormenor, ficando a cargo do programador a
arquitetura de um esquema ao mesmo tempo funcional
e consistente de solucéo.

Os resultados numéricos obtidos mostraram um
desempenho satisfatério da metodologia de integracdo
aqui desenvolvida, indicando que o esquema numerico
para os elementos sem singularidades e a solucédo pelo
método analitco para as integracdbes com
singularidades pode ser usado com éxito em problemas
tridimensionais, mesmo utilizando uma quantidade
reduzida de pontos nodais.

Também credencia o modelo descrito a ser utilizado
em simulacdes futuras com conformacdes geométricas
mais intrincadas. Também endossa sua extensdo aos
problemas pertinentes as Equag¢fes de Helmholtz e da
Onda Acustica, ou seja, casos em que se deseja
determinar a resposta dindmica ao longo do tempo,
pois em ambos os casos o operador Laplaciano figura
no modelo matemaético.
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