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Resumo

A solug@o numérica de equacgdes diferenciais parciais transientes é frequentemente demandada
em andlises de modelos matematicos de campo escalar presentes na Engenharia. Neste contexto,
pretende-se no vigente artigo, restrito a equacdes de natureza parabdlica, destacar a importancia
do conceito de critério de estabilidade para discretizagdes temporais que utilizam o método de
Euler explicito. Um entendimento mais consolidado da Anélise de Estabilidade de von Neumann
auxilia na dedugdo de critérios de estabilidade para diversos problemas lineares mais simples,
e adicionalmente, como paralelo para anélises de estabilidade ndo-analiticas de fendmenos des-
critos por modelos nao-lineares.

Palavras chave: Equacdes Diferenciais Parciais, Critério de Estabilidade, Anélise de Estabili-
dade de Fourier

Abstract

The numerical solution of transient partial differential equations is often required in order to
analyze mathematical models of scalar field present in Engineering. Hence the current article
aims to highlight the importance of the concept of stability criterion in temporal discretizations
using the Euler explicit method, while focusing solely on parabolic equations. A comprehensive
understanding of the von Neumann Stability Analysis contributes in the deduction of stability
criteria for several simpler linear problems, and additionally, as a parallel for non-analytical sta-
bility analyses of phenomena described by nonlinear models.
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1 Introdugﬁo métodos numéricos. Dentre tais técnicas,
destaca-se a das diferencas finitas por sua
eficiencia e simplicidade na solucdo de

No contexto de modelos matematicos problemas lineares [2]. H4 portanto di-

descritivos de fendomenos fisicos rele-  yergas formas de abordar a discretizagdo

vantes a engenharia, sdo de essencial 4o dominio do tempo, dentre as quais 0

importancia aqueles com natureza de  mgrodo explicito de Euler é aqui seleci-

marcha no tempo [1], e por sua vez,  opado, justamente por sua caracteristica
passiveis de aplicagdes dos mais diversos
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condicionalmente estavel [3].

O vigente artigo tem como Vviés cen-
tral a exposi¢do sistémica da andlise de
estabilidade de von Neumann, utilizada
para deduzir de forma matematica fe-
chada, expressdes de critério de esta-
bilidade para problemas lineares. Para
tanto, seleciona-se uma equacao diferen-
cial parcial de natureza parabdlica e uni-
dimensional no dominio espacial para
uma exposi¢cdo diddtica e direta do pro-
cedimento.

2 Equacoes de Governo

Em uma gama vasta de modelos ma-
tematicos utilizados em Engenharia,
destacam-se aqueles derivados da Teoria
de Campo Escalar Generalizada. Proble-
mas fisicos onde visa-se o conhecimento
do comportamento de campos escalares
sdo frequentes e muitos difundidos na
area tecnoldgica nas mais diversas sea-
ras tais como difusdo de calor e massa,
escoamentos potenciais, percolacdo den-
tre muitas outras. Uma forma de repre-
sentar tal teoria pode ser algebricamente
ilustrada pela equacdo 1 a seguir.

[Kiju,] ,—AD"w)=p (D)

Onde K;; € um diadico de segunda or-
dem que armazena caracteristicas fisicas
do sistema em cada direcao, u € o campo
potencial escalar de interesse, A é uma
constante escalar, D"(u) é uma derivada
temporal de ordem » e por fim p caracte-
riza uma a¢ao de dominio [4].

A natureza geral da equacgdo 1 se da
pela capacidade de representar problemas
lineares, ndo lineares, homogéneos ou
nao-homogéneos, puramente difusivos ou
mesmo com efeitos advectivos [5]. Além
disso, com enfoque no termo temporal, a
ordem da derivada temporal define a natu-
reza parabdlica ou hiperbdlica em relacdo
ao dominio do tempo [6].

Agora em um contexto mais sim-
ples, considera-se um problema pura-
mente difusivo de natureza parabdlica no

tempo e unidimensional no espaco. Tal
fendmenos pode ser representado satisfa-
toriamente com o modelo matematico que
segue.

du 0%u
o %2 @

Na equagdo 2, o campo potencial é
dado por u e o representa uma constante
fisica do fendmeno. Pode-se entdo uti-
lizar aproximagdes de diferencas finitas
centrais para do dominio espacial e tratar
a derivada temporal de forma adiantada, o
que caracteriza, por sua vez, o0 método de
Euler explicito [2], para gerar a equacao
discreta de diferenca finita que segue.

At (Ax)?

3 Analise de Estabilidade
de von Neumann

A estabilidade de um método numérico,
no contexto de problemas transientes,
pode ser caracterizada por uma limitacao
razoavel dos erros ou perturbagdes pre-
sentes em cada passo no tempo, de forma
a manter o comportamento da solugdo
controlado, evitando que os mddulos e as
varidveis cres¢am ilimitadamente [3].

A natureza de estabilidade de cada
tipo de discretizacdo temporal é distinta,
onde destaca-se aqui o método de Euler
explicito, sob andlise, que consiste em
procedimento simples, entretanto, condi-
cionalmente estdvel para lidar com pro-
blemas de marcha no tempo. No caso
deste tipo de discretizacdo temporal, a
determinacdo de um critério de estabili-
dade se faz necessdrio, justamente para
determinar uma faixa de atuacdo consis-
tente do método de diferencas finitas.

A abordagem mais wusual sobre
critérios de estabilidade consiste em sua
deducgdo via analogia fisica do problema
em questdo. Tais abordagens sdo sufici-
entemente precisas para alguns proble-
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mas, mas insuficientes ou nao asserti-
vas para outros modelos, gerando a de-
manda pelo uso de uma técnica com
maior fundamentacdo matematica. Neste
tocante, objetiva-se aqui a exposicdao do
procedimento de andlise de Estabilidade
de von Neumann, para determinacdo de
critérios de estabilidade em problemas
fisicos regidos por equacdes diferenciais
lineares.

O cerne da andlise consiste na rees-
crita de cada valor dos campos poten-
ciais da equacdo de diferencas finitas 3,
em formato de série de Fourier com-
posta por exponenciais complexas [8].
Tal aproximagdo podo ser algebrizada na
equacgdo 4 a seguir.

Wt = Z VA iPm jAx )
J

A nivel de detalhamento, uma série
de Fourier tradicional € constituida por
fungdes harmonicas ortogonais entre si,
tal como na equagdo 5 sequencialmente,
onde as constantes ag, a,, b, podem ser
determinadas sem maiores dificuldades
utilizando condicoes de ortogonalidade
[1], tal como o nimero de onda f3,, de-

pendente do periodo L da série.

f(x) =ap+ Z:::l (an 08 Bux + by sin ﬁmx)

®)
E possivel utilizar a Férmula de Euler,
equagdo 6, com algumas manipulagdes,
para reescrever as fun¢des harmonicas da
séries de Fourier classica da equagao 5,
gerando a possibilidade de reescrever a
série em termos de exponenciais de ar-
gumento complexo, tal como mostrado a
priori pela equagdo 4, que pode ser utili-
zada como base para andlises de estabi-
lidade de modelos diferenciais lineares e
nao-lineares.

Pl = cos (Bux) +isin (Bux)  (6)

Se tratando de modelos diferenciais li-
neares com coeficientes constantes, numa

abordagem mais simplista, € possivel exe-
cutar toda a andlise fundamentada ape-
nas em um Unico termo da série de Fou-
rier, fato este embasado pela validade do
principio da superposicdo de efeitos neste
caso especifico. Com isso, extraindo
este termo de base e definindo uma nova
varidvel & abaixo na expressio 7, denomi-
nada como amplitude e valendo-se de sua
definicdo matemadtica, pode-se reescrever
o termo base tal como na equacdo 8.

§=e™ (7)

;= EneiPmity (8)

Pode-se utilizar a equacdo 8 para re-
escrever o valor dos campos potenciais
em posicdes espaciais € passos no tempo
distintos, e substitui-los na equagdo de
diferencas finitas 3, e com algum alge-
brismo isolar a varidvel de amplitude &,
gerando a equagdo 9, em que r repre-
senta um condensado de varidveis ligado
as propriedades fisicas do problema tal
como a discretizacdo temporal e espacial.

n+1

E= ”fu;! =1—2r[1 —cos (BnAx)]

9)

aAr

T

s

E interessante observar na equagdo
9, que proveniente da manipulagdo
algébrica, temos que a amplitude & é dada
pelo quociente entre os valores do campo
potencial no proximo instante de tempo e
no instante atual. Tal observacdo elucida
de forma mais clara a seguinte imposi¢ao
de matematica para a estabilidade.

u;{—l—l

<1
u | T
J

&l = (10)

Por fim, inserindo tal condi¢do dada
pela equacao 10, na expressao 9, chega-se
apos a solugdo de algumas inequagdes ao
seguinte critério de estabilidade final para
a equagdo de governo 2.
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4 Estudo de Caso

A experimentacdo numérica baseia-se na
andlise unidimensional de uma barra de
comprimento unitdrio, sendo discretizado
em n pontos com um espacamento cons-
tante 7 = 0.05. Nas extremidade da barra
sdo prescritos potenciais de valores iguais
¢1 = 1°C e ¢, = 0°C, conforme ilustra na
Figura 1.

Figura 1: Geometria e condi¢des de contorno

A temperatura da barra no instante
inicial £ = Os é nula em qualquer posi¢ao
e a constante o € considerada, por sim-
plicidade, como sendo unitéria. Inicial-
mente, validacdo € direcionada solugdo
analitica do problema, tal pode ser obtida
pelo método de separacdo de varidveis

[1].
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Figura 2: Comparacdo de resultados com r = 0.4

Desta forma, a Figura 2 apresenta o
comportamento da solucdo via método

das diferencas finitas para distintos ins-
tantes de tempos. Com uma rapida
andlise, € possivel verificar que as respos-
tas apresentam-se parelha com a solugdo
de referéncia. Observa-se ainda, que as
curvas respeitam as condi¢des de con-
torno nas extremidades.

Em adicional, a Figura 3 apresenta uma
andlise da influéncia do critério de estabi-
lidade na resposta do problema.
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Figura 3: Andlise do critério de estabilidade em
t=0.1s

Nota-se que, a solu¢do que atende o
critério de r < 1/2 apresenta um resposta
bem ajustada com a solucdo analitica no
tempo de 0.1 segundos. Em contrapar-
tida, uma leve desobediéncia ao critério, a
solucdo perde estabilidade e apresenta um
comportamento oscilatdrio indesejavel.

S Consideracoes Finais

Com base no estudo de caso, o método
explicito de Euler mostra-se uma alterna-
tiva numérica conveniente para a solu¢ao
de equagdes diferenciais parciais lineares.
Destaca-se a importancia da validacdo do
critério de estabilidade ao que tange a
performance do método explicito, uma
vez que, obedecendo o critério de esta-
bilidade, as respostas encontradas se en-
contram bem ajustadas em comparagdo a
solugdo analitica.
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Em virtude da simplicidade do método,
e seu menor custo computacional, sua
aplicagdo em outros problemas de enge-

nharia € pertinente.

A vasta aplicabili-

dade aliada a seus respectivos critérios de
estabilidade, torna-se objeto de pesquisa
para futuros projetos.
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