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Resumo

O vigente artigo apresenta o acoplamento entre duas técnicas associadas ao método de elemen-
tos de contorno utilizadas na transformacao de integrais de dominio em integrais de contorno em
problema com operadores diferenciais nao auto adjuntos: o método de integracao radial (MIR) e
a interpolacdo direta com fungdes de bases radiais (MECID). O MIR executa sua transformagao
baseado numa sutil mudanca de varidveis. Esta técnica normalmente demanda fungdes de base
radial como recurso auxiliar e assemelha-se ao procedimento da dupla reciprocidade, no qual
apenas a varidvel primal é interpolada. Em relacdo ao MECID, sua principal caracteristica re-
side na interpolacdo do nicleo completo da integral de dominio, incluindo nao apenas a varidvel
primal, incluindo a solug¢do fundamental. Neste contexto o MIR € utilizado para substituir o uso
da funcdo primitiva que auxilia na transposi¢do da integral de dominio ao contorno na aborda-
gem do MECID. A eficiéncia desta proposta combinada é medida solucionando a equacdo de
Helmholtz no que tange a determinacio do espectro de autovalores. As vantagens esperadas fo-
ram confirmadas pelos testes numéricos executados: o custo computacional é substancialmente
reduzido e a acuracia do método é melhorada, em especial para malhas mais pobres.

Palavras-Chave: Equagdo de Helmholtz; Problemas de Autovalor; Método de Elementos de
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Abstract

This paper shows the combination of two boundary element techniques whose the principal aim
is the transformation of domain integrals into boundary integrals: the radial integration method
(RIM) and the direct integration with radial basis method (DIBEM). Rim performs this transfor-
mation using a suitably change of variables. When is used in problems with unknown variables,
the RIM usually requires the radial basis functions as auxiliary resource, following a similar pro-
cedure to the Dual Reciprocity model, in which the primal variable is interpolated. Concerning
DIBEM, its main feature is to interpolate the complete kernel of the domain integral, including
not only the primal variable but the fundamental solution as well. Here, the RIM is used to
substitute the primitive auxiliary interpolation function employed exclusively to transform the
domain integral into boundary integral in the DIBEM approach. Evaluation of the efficacy of the
proposed composition is done solving the Helmholtz Equation, including the direct frequency
response and the eigenvalue problem. The expected advantages are confirmed by numerical tests
performed: the computational cost is strongly reduced and the increase in accuracy is meaning-
ful improved, particularly if simpler meshes are used.

Keywords: Helmholtz Equation; Eigenvalue Problems; Boundary Element Method; Radial
Integration; Direct Tnterpolation
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1 Introducao

A solucdo de modelos matematicos cujo
operador diferencial nao € auto adjunto
permanece como um grande desafio para
o avanco do método de elementos de
contorno (MEC) [1].A técnica da Du-
pla Reciprocidade (MECDR) proposta
por volta de 1982 [2] foi o primeiro
grande passo para um tratamento mais
generalizado destas integrais de dominio.
Através de um engenhoso esquema de
aproximacdo parcial do nucleo das inte-
grais via fun¢des de bases radiais [3], a
integral do dominio para o contorno fa-
zendo uso de uma fungdo primitiva de
interpolagdo. Embora muito importante,
a MECDR apresenta diversas limitacoes,
em especial em problemas dinamicos.

Na sequéncia, Gao (2002) propde o
Meétodo da Integracao Radial (MIR), que
se utiliza de uma elegante transformacgao
de coordenadas para representar a inte-
gral de dominio em termo radiais de an-
gulares. Desta forma, o método con-
segue transferir a integral do dominio
para o contorno e na sequéncia aproxi-
mar a fun¢do do campo primal por um so-
matério de fungdes de bases radiais, tal
como ¢ feito na técnica da dupla recipro-
cidade. Todavia, o custo computacional
do MIR ¢ alto, uma vez que sua metodo-
logia envolve o sucessivo cédlculo do valor
das integrais para cada ponto fonte [8].

Na sequéncia Loeffler (2015) propde
a Técnica de Interpolacio Direta (ME-
CID), que utiliza uma filosofia fundamen-
tada em aproximar todo o nucleo da in-
tegral de dominio por funcdes de bases
radiais, em detrimento do MECDR, in-
cluindo a solu¢do fundamental. O ME-
CID vem se mostrado promissor em di-
versas aplicacdes como problemas como
forcas de corpo, advectivos-difusivos,
com efeitos inerciais, nos quais a técnica
de mostra efetiva. A eficacia do acopla-
mento entre a integracdo radial (MIR) e
a técnica de interpolacdo direta (MECID)
em problemas de Helmholtz em um pro-
blema de autovalor € aqui testada.

2 Formulacao Integral

A equacgdo de Helmholtz pode ser con-
siderada como uma simplificacdo da
Equagdo da Onda Acustica, apresentada
em [6], onde busca-se determina a am-
plitude estaciondria u produzida em um
sistema por uma excitacdo variavel, cuja
frequéncia @ seja conhecida.

2
VZu(X) = —zu(X) (1)
Na Equacgdo 1, k representa a velo-
cidade de propagacdo da onda actstica
no meio continuo.  Multiplicando-se
a Equacdo 1 por uma fungdo auxiliar
u*, denominada de solu¢ao fundamental,
integra-se ao longo dominio.

LE = [, V2u(X)u*(&;X)dQ

) 2)
— & Jou(X)u*(&;X)dQ = LD

Tanto na técnica MECDR quanto no
MECID o nucleo ndo auto adjunto da
integral do lado direito na Equagdo 2 ¢é
aproximado via funcdes de bases radi-
ais [5]. Ambas as técnicas, por simplici-
dade, utilizam a solu¢do fundamental de
Laplace/Poisson [7], que nao depende da
frequéncia, o que permite que uma matriz
de inércia explicita seja gerada, tal como
ocorre em elementos finitos.

O tratamento classico do MEC, difun-
dido na literatura [1], € dado ao lado di-
reito (LE), e usando o Teorema da Di-
vergéncia as integrais sao levadas ao con-
torno conforme a equacao 3.

LE = c(S)u(S) + Jru(X)q* (§; X)dl

= Jra(X)u* (&;X)dl
3)
Neste ponto, o foco € concentrado no
lado direito onde a integral de dominio
pode ser alvo de aproximacdes por varias
técnicas. Uma explicacdo sucinta da MIR
e do MECID ¢ dada na sequéncia.
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3 Método de Integracao
Radial - MIR

O MIR baseia-se numa elegante mudanca
de coordenadas para transformar a inte-
gral de dominio alvo em uma integral de
contorno [8]. A integral de dominio a
ser aproximada, do lado direito (LD) da
Equacao 2 pode ser escrita em coordena-
das polares, conforme na Equacdo 4 e de
acordo com a Figura 1.

Figura 1: Esquema de Coordenadas Polares

RF
LD:/G/O u(R,0)u (é;R,G)Rde(i)

E por conveniéncia da sequéncia do
artigo, vamos destacar a integral radial,
nicleo da angular, como uma varidvel
isolada, tal como a seguir na equagao 5.

HE(6) = /ORFu(R,G)u*(é;R,G)RdR
5)

A particula angular pode ser transfe-
rida para o contorno, utilizando um jaco-
biano, baseado na l6gica na Figura 2.

-
I'(x)

Figura 2: Transformagao de Coordenadas

Xj X,

A Figura 2 mostra a colocacao de um
ponto X/ de interpolagdo, cuja distancia

radial até o contorno € denominada de
RU. O vetor unitirio na direcio de R'
¢ chamado de 7 e o vetor normal ex-
terno ao contorno de 7. A transformacgao
da particula integradora angular, e auto-
maticamente, a transferéncia da integral
para o contorno se da através da seguinte
transformacao da equacdo 6.

de = R—'FdF(X) (6)

Todavia, o MIR gera integrais que
nao sao de facil solucdo, sendo necessaria
uma varredura de alto custo computacio-
nal, o que torna sua utilizagdo isolada res-
trita a casos mais simples.

4 Técnica da Interpolacao
Direta - MECID

Ao utilizar o MECID todo o nucleo da
integral de dominio € interpolado utili-
zando funcdes de bases radiais tal como
na equagao 7.

u(R,0)u*(£:R,0) = Y aS F/(R:6) (7)
j

Como na técnica MECID o nucleo
aproximado conta com a presenca da
solucdo fundamental u* € estratégico evi-
tar a coincidéncia entre pontos fonte e
pontos campo por conta da singularidade
do logaritmo natural na Equacao 8.

W (E:X) = — ®)

2m

Para tanto usa-se um procedimento de
regularizacdo que pode ser apreciado em
detalhes em [9]. Este procedimento ba-
sicamente soma e subtrai um termo do do
lado direito LD, da integral de dominio da
Equacao 2, resultando na equagao 9.

LD =% [ [u(X) —u(&)|u*(€:X)dQ

+ [ u(E)ut (E:X)dQ
9
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A primeira integral da Equacdo 9 €
pode ser pode ter seu niicleo aproximado
por fungdes de bases radiais e levada ao
contorno com o uso de uma fung¢do primi-
riva segundo pela 16gica MECID. Quanto
a segunda integral, esta pode ser facil-
mente tratada via tensor de Galerkin [7].

5 Formulacao Hibrida

Por simplicidade a formulagdo aco-
plada serd mostrada sobre a integral de
dominio sem regularizagdo, para tornar
a exposi¢do mais sintética. O RIM leva
a integral de dominio ao contorno ge-
ometricamente, e utilizando a notagdo
introduzida pela equacdo 5, geramos a
equacao 10:

LD = /H‘S —dF) (10)

A aproximagdo do termo HE(O) por
funcgdes de bases radiais € feita com ME-
CID sobre 10, resultando na expressao 11.

RU
Hﬁ(e)gaf/o FIi(R;0)RdR  (11)

Apés o processo de discretizagdo,
pode-se escrever e aproximagao via ME-
CID, dada pela equacdo 7, com a seguinte
sentenca matricial, dada pela equacgao 12.

[F]{o] = [A][u] (12)

Na Equacg@o 12, [A] é uma matriz dia-
gonal ligada a soluc¢do fundamental u*.A
matriz de coeficientes de ponderacdo [¢]
pode ser calculada pela Equagao 13.

(] = [F]~" [A][4] (13)

O wuso no método hibrido ME-
CID/MIR utiliza o melhor de cada
técnica, no tangente a reduzir os custos
computacionais no lado do MIR, e dis-
pensar o uso de uma primitiva da funcdo
de base radial no MECID, uma vez que
as integrais ja encontram-se no contorno

no momento em que a aproximagao € im-
posta. Tais modificacdes tendem a au-
mentar a precisao do MECID.

O sistema linear final resultante de to
tratamento do MEC sobre a Equacdo de
Helmholtz resulta na estrutura da equagao
14 a seguir, onde [M] é uma matriz de
inércia.

2
H] [~ G]la) = 2 M) (14)
Para problemas de autovalor, em que
o potencial u € prescrito no contorno e g
sdao nulos, pode-se reorganizar o sistema
da forma da equacdo 15 a seguir. As ma-
trizes [H| e [M] sdo descritas detalhes em

[4].

6 Estudo de Caso

Neste estudo de caso, como pode ser ob-
servado pela estrutura da equagdo 15, o
foco é determinar numericamente valores
da frequéncias naturais @ que obedecem
tal sentenca.

Figura 3: Problema-Teste

Considere para tanto o dominio qua-
drado, Figura 3 acima, com aresta a
unitaria e cuja velocidade de propagacao
k também seja unitaria. Os valores
analiticos das frequéncias naturais para
o vigente problemas sdo dadas pela ex-
pressao 16 a a seguir.

Oy = g\/4m2 Y42 —dnt1  (16)
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A metodologia consiste em testar a ro-
bustez na matriz de inércia gerada, ana-
lisando a precisdo com a qual o método
acoplado calcula as frequéncias naturais.
Para tanto o algoritmo sdo usados elemen-
tos de contorno lineares, com n6s duplos e
com trés malhas com diferentes nimeros
de pontos no contorno (NP) e nuvens di-
ferentes de pontos internos (IP). Os erros
médios relativos a cada frequéncia natural
sao calculadas de acordo com a diferenga
para o resultado analitico, dividido pelo
valor exato.

O primeiro resultado trazido pela Fi-
gura 4 demonstra os resultados no ME-
CID cléssico para trés malhas diferen-
tes, com resultados das primeiras vinte
frequéncia naturais.

—=— 36NP/25IP —— 36NP/64IP —— 36NP/31IP

Average percentage error

123456 7 8 51011121314151617181520

Natural frequencies

Figura 4: Malha 36 EC- MECID

Seguida da Figura 5 abaixo, que traz
os resultados para as mesmas malha utili-
zando o acomplamento MECID/MIR.

—=— 36NP/25IP —— 36NP/64IP —— 36NP/31IP

Average percentage error

1234567 891011121314151617 181520
Natural frequencies

Figura 5: Malha 36 EC- MECID/MIR

As Figuras 4 e 5 trazem um

comparagdo direta entre o MECID
classico e o MECID/MIR realizada em
uma malha pobre, com apenas 36 elemen-
tos nés no contorno. O paralelo demons-
tra que os resultados a partir da quinta
frequéncia sao substancialmente menores
melhores na configuracio MECID/MIR,
reduzindo substancialmente os niveis de
erros médios. Os ganhos sdo substanci-
almente maiores quando se inserem mais
pontos internos, como pode se observar
nas curvas verde de 64IP e preta com 81
IP.

Na sequéncia testa-se uma malha de
refinamento intermedidrio intermedidria
com 84 nds no contorno, para as trés
configuracdes crescentes de pontos inter-
nos. Os resultado gerados sdo mostrado
nas Figura 6 e 7 a seguir.

4~ B4NP/49IP —8— S4NP/S0IP —e— S4NP/144IP
6

Average percentage error

12345678910 12 14: 16 18 20

Natural frequencies

Figura 6: Malha 84 EC- MECID

4~ B4NP/49IP —8— S4NP/S0IP —e— S4NP/144IP
6

Average percentage error

12345678910 12 14: 16 18 20

Natural frequencies

Figura 7: Malha 84 EC- MECID/MIR

E possivel perceber que os resulta-
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dos gerados pela MECID/MIR ainda per-
manecem melhores do que o MECID
classico, entretanto o ganho de perfor-
mance neste caso, com uma malha mais
refinada no contorno, mostra-se menor
para todo o espectro de frequéncia tes-
tado.

7 Consideracoes Finais

Os resultados encontrados com o método
acoplado MECID/MIR sao satisfatérios
tal como esperado, apresentando uma
melhor precisdo principalmente em ma-
lhas pobres. Para malhas mais refina-
das, com mais nés de contorno ou mesmo
uma maior nuvem de pontos internos
uma comparacao mais apurada deve ser
feita, ja4 que os testes aqui indicam para
uma tendéncia ndo vantagiosa de usar o
acoplamento neste caso, j4 que o ME-
CID classico utilizando a primitivas das
fungdes de bases radiais ja apresenta boa
eficiéncia neste contexto.
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