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Abstract— In this work we studied an harmonic oscillator consisting of a plastic bottle filled with sand and which is suspended
by a spring. The system loses mass through the flow of a granular material, which was need to be sifted to standardize the grains.
We used two plastic covers with regular transverse sections, as to generate different rates of flow. The acquisition of experimental
data measurements were performed by using: A sensor force, a sensor position and a interface to a computer. We were able to
measure the flow rate of mass by using the force sensor, and with the position sensor we measured the instant position of the
dynamical system. To describe theoretically the dynamic of the system, our analysis took its starting point the Newton's second
law. We verify the presence of two types of movements: A translational movement of the equilibrium point and a purely oscillatory
movement, which together constitute a movement composed of two normal modes. Thus we conclude that the variable mass har-
monic oscillator is a good system to work the Newton's equation in its fullness.
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Resumo— Neste trabalho estudamos um oscilador harménico que consiste de uma garrafa plastica que armazena areia e que
¢ pendurada por uma mola. O sistema perde massa através do escoamento do material granular, que precisou ser peneirada a fim
de uniformizar os graos. Utilizamos duas tampas plasticas com area de se¢do transversal regular, como para gerar diferentes taxas
de escoamento. A aquisi¢do de medidas experimentais foi executada utilizando: Um sensor de forga, um sensor de posi¢do e uma
interfase com o computador. Com o sensor de forga fomos capazes de medir a taxa de escoamento de massa, ja com o sensor de
posi¢do medimos a posi¢ao instantanea do sistema dindmico. Para descrever teoricamente a dindmica do sistema, nossa analise
teve como seu ponto de partida a segunda lei de Newton. Verificamos dos tipos de movimento presentes: O movimento de trans-
lagdo do ponto de equilibrio e 0 movimento puramente oscilatorio, que em conjunto constituem um movimento composto por dois
modos normais. Concluimos entdo que o oscilador com massa variavel ¢ um bom sistema para se trabalhar as equagdes de Newton
na sua plenitude.

Palavras-chave— Oscilador harmonico, massa variavel, Segunda lei de Newton.

estudo desse sistema [3] para descrevermos meticulo-
samente os dados experimentais obtidos. O estudo de
sistemas com a varia¢do de certos parametros consti-
tui-se um bom aprofundamento no que tange as famo-

1 Introdugao

O oscilador harmoénico simples (OHS) € um dos

sistemas mais empregados na modelagem da Fisica
[1-2]. Devido a sua simplicidade e facil descrigdo pe-
las equacdes de Newton na mecénica classica, tal sis-
tema descreve perfeitamente o balango energético en-
tre energia potencial eldstica e energia cinética. Na
mecanica quantica € o principal protagonista das hip6-
teses de quantizagdo com resultados empiricos fantés-
ticos. Como sistema mecanico ¢ um excelente sistema
para o estudo e a modelagem para movimentos perio-
dicos.

Dentre as diferentes formas de OHS estamos inte-
ressados no oscilador harmoénico pendurado por uma
mola no qual a forca peso esta diretamente associada
com a posicao de equilibrio em repouso. Além disso,
queremos fazer com que o sistema perca massa atra-
vés do escoamento de um material granular, especifi-
camente areia. O esquema experimental ¢ mostrado na
Figura 1 onde sdo representados, a esquerda, a monta-
gem do aparato experimental para medir o escoamento
de massa, assim como a montagem experimental re-
querida para realizar as medidas de posicdo, a direita.
Partiremos de um modelo tedrico preestabelecido no

sas leis que mudaram o mundo no século XVII, as leis
de Newton. Mostraremos que o movimento resultante
sera composto por dois modos normais: um de trans-
lagdo e outro de oscilagdo através da segunda lei de
Newton.

2 Marco Teérico

Como no problema de perda de massa em um fo-
guete [5], nosso ponto de partida serd a variagdo de

Am gei

xar a garrafa. Definindo ¢ = y, — ¥, como a velo-

momento apos a pequena por¢do de massa

cidade relativa da por¢do de massa Am com relagio
a garrafa. Onde ), e ), sdo as distancia entre o ponto
de fixacdo a extremidade do suporte do peso e a dis-
tancia entre o ponto de fixa¢do a pequena porc¢ao de
massa Am que sai da garrafa, respectivamente, Fi-
gura 1. Portanto, se considerarmos certo instante de



tempo ¢ e um pequeno intervalo de tempo A? ime-
diatamente posterior, podemos escrever, no limite

At — 0 _
P=m(t)y,~ qm(t)

Onde o segundo termo dessa equacao ¢ responsavel
pelo impulso devido a ejecdo da massa, como o recuo
de uma arma ao ser disparada. Contudo, devido a eje-
¢do se dar apenas pela forca da gravidade, e ademais,
considerando-se o efeito da granularidade da areia,
podemos afirmar que a pequena quantidade de im-
pulso assim a pequena por¢ao de massa deixa a garrafa
¢ desprezivel em relagdo a grande quantidade de mo-
mento da garrafa. Consequentemente, a segunda lei de
Newton para a garrafa pode ser escrita como:

m(t)y=—Ky+K(h-8)-by+m(t)g.

Onde b ¢ aresisténcia do ar, k¥ a constante da mola

e A=1L,+0. Foi feita a mudanga de varidveis

¥, = h—y. Avaridvel y émedida a partir do sen-
sor, como mostrado na figura a baixo.
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Figura 1. Diferentes esquemas de montagem do aparato experimen-
tal utilizado para medir o escoamento de massa ¢ da posicdo, a es-
querda e a direita da figura, respectivamente.

Neste ponto, somos fortemente tentados a escrever
para y(t) =Y, (t ) Ve (t) , assim separando o mo-

vimento da garrafa numa combinagdo de dois tipos de
movimento: um em relagdo ao deslocamento do ponto

de equilibrio y » (t), e o ultimo relacionado a um mo-

vimento puramente oscilatério descrito por V. (t ) :
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3 Modelagem e analise da pesquisa

Para a aquisicdo de medidas utilizamos os sensores
disponiveis pela CIDEPE. Um sensor de forca, um
sensor de posi¢do e a interface com o computador cha-
mado Lab100. A primeira aquisi¢do se refere ao esco-
amento de massa montado segundo o lado esquerdo
na Figura 1. Para isso foram utilizadas duas tampas de
uma garrafa plastica média com area de se¢do trans-
versal regular, com orificio circular de diametros 5,20
mm e 7,73 mm. Na garrafa para efeitos de medidas da
posigdo, foi transpassado perpendicularmente a linha
de centro de massa um arame grosso para se pendurar
dois suportes de pequenas massas de 10 g que, além
de adicionar massa propria, servem de superficie re-
fletora para o sensor de posi¢ao, como mostrado a di-
reita da mesma figura. Aqui devemos mencionar as
grandezas fisicas importantes com a quais foram obti-
dos os dados experimentais. Para o comprimento ini-

cial damola ¢ ~0,115m, ja para a distancia entre
as extremidades de um dos pesos ¢ o ponto de jungéo
mola garrafa 0 =~ 0,182m . Enquanto que a distancia
do sensor até o ponto de fixacdo da mola-garrafa esta-
belecemos / ~1,196m. Finalmente, a constante da

mola utilizada k¥ = 6,5N / m.

O comportamento do escoamento da areia ao
longo do tempo, mantendo a garrafa em repouso, ¢
mostrado na Figura 2. Encontramos que o com-

portamento é linear, m(t ) =m, — ct,com

¢, =0,0021kg/s e ¢, = 0,0063kg / s para orifi-
cios com menor € maior didmetro, respectivamente.
Para um material granular de densidade p que flui,
por causa agdo gravitacional, através de um orificio de

didmetro D, a taxa de escoamento satisfaz a formula
de Yersel [4]:

c=—m =const* pg''? (D- d)5/2,

sendo d o didmetro médio do grio de areia que no
nosso caso é de aproximadamente 1,0mm .

Os valores antes mencionados foram satisfatoria-
mente computados através desta formulagao.
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Figura 2. O escoamento da massa em fun¢do do tempo para as tam-
pas com furos de didmetro menor (5,20 mm) e didmetro maior (7,73
mm), respectivamente.

O coeficiente de amortecimento ¢ determinado
na Figura 3, onde mostramos a amplitude em funcdo
do tempo para o movimento oscilatorio da garrafa,
sem escoamento de massa. O ajuste na escala logarit-
mica no eixo vertical determinou  que

y=b/2m, ~0,0274s™". Na Figura 4 mostramos

os dados experimentais assim como o ajuste de curva
para o deslocamento da garrafa em fungéo do
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Figura 3. Determinagdo do coeficiente de amortecimento, através
da medida da amplitude em fungéo do tempo para o0 movimento os-
cilatorio amortecido sem escoamento.

Figura 4. Variagdo temporal da posi¢do da garrafa para o escoa-
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mento partindo-se do repouso, na posigdo de equilibrio, para as tam-
pas com os mesmos furos a cima.

do tempo, tendo como posigdo inicial a posicdo de
equilibrio. Para os diferentes diametros das tampas,
encontramos que o escoamento € aproximadamente li-
near. Maior o didmetro da tampa maior a pendente da
curva.

Figura 5. A posigdo da garrafa em fungdo do tempo para o movi-
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mento com escoamento partindo-se do repouso, fora da posi¢do de
equilibrio. A figura superior refere-se a tampa menor e a inferior a
tampa maior.

A Figura 5 mostra as medidas da posicao oscilante
da garrafa em fun¢do do tempo considerando os dife-

rentes orificios. y, (t) ¢ determinado via regressdo
linear, note-se os diferentes valores para ), (0) Se-

guidamente, na Figura 6 apresentamos o movimento
puramente oscilatério onde foi subtraido o modo de
translag@o do ponto de equilibrio.
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Figura 6. O movimento puramente oscilatorio da garrafa, onde foi

subtraido o modo de translagdo do ponto de equilibrio (Figura 4);

para a garrafa com tampa menor e maior, respectivamente.

4 Conclusoes

Neste trabalho realizamos inimeras medidas expe-
rimentais a fim de confirmar varias previsdes teoricas
e experimentais disponiveis na literatura [3,4]. Para
analisar o escoamento granular utilizamos a férmula
empirica de Yersel [4] para orificios circulares, verifi-
cado a partir das medidas com o sensor de forca. Em
seguida, partindo-se do repouso e de uma posigio fora
do equilibrio inicial medimos as oscilagdes do sistema
com massa variavel. Visando descrever o movimento
da garrafa, nossa analise tem como ponto de partida a
segunda lei de Newton. Verificam-se dois tipos de
movimento presentes: O movimento de translagdo do
ponto de equilibrio e 0 movimento puramente oscila-
torio, constitui um movimento composto por dois mo-
dos normais. Concluimos entdo que o oscilador com



massa variavel ¢ um bom sistema para se trabalhar as
equacdes de Newton na sua plenitude.
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