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Resumo

A pesquisa envolvida no presente trabalho apresenta uma metodologia analitica de solugdo de um
problema dindmico ndo homogéneo através do Método de Separagdo de Variaveis. Esta iniciativa tem o
objetivo de colaborar para o estabelecimento de um banco de solu¢des analiticas que possa servir para
validar as respostas dos métodos numéricos quando aplicados em diferentes areas no estudo de ondas.
Isto porque verifica-se que a disponibilidade de solugdes analiticas na area de propagac¢des de ondas em
meios heterogéneos € muito reduzido, necessitando assim de contribuicdes que possam qualificar com
maior precisdo os resultados de diversas técnicas numeéricas. O Método de Separacdo de Variaveis
permite solucionar alguns destes problemas de grande complexidade reduzindo o modelo diferencial
parcial para um conjunto de equag6es diferenciais ordinarias para cada variavel independente. Em razéo
da complexidade do presente problema, fun¢des especiais aparecem na modelagem requerendo uma
manipulacdo matematica sofisticada e certamente o auxilio de um programa computacional que resolva
os algebrismo se integrais mais complexas.
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1. Introducéo

As Equacdes Diferenciais Parciais (EDPs) modelam
diversos problemas geométricos, fisicos, quimicos e
biolégicos de importdncia para engenharia e outras
areas. Em tais equagfes, grandezas de interesse sao
expressas por fungdes desconhecidas, que dependem
de duas ou mais variaveis, geralmente o tempo e as
coordenadas espaciais [1].

Desde os primérdios da Fisica Matematica, a Equacéo
Escalar da Onda, também conhecida como Equacéo
Acustica da Onda, foi alvo de estudos classicos de
diversos matematicos, tais como Euler, Daniel
Bermoulli e Lagrange, que partindo de problemas
simples uniaxiais, desenvolveram técnicas para
solucdo de casos bi e tridimensinais, resolvendo
situacdes com dissipacdo, dispersédo e propagacao em
meios infinitos, entre outras. Atualmente visando
aprimorar modelos mateméticos baseados na
propagacdo de ondas mecénicas para abordar
problemas sismoldgicos, hidrogeoldgicos e de
prospeccédo geofisica, o desenvolvimento de estudos
relativos a propagacdo de ondas tem considerado
também a heterogeneidade das propriedades
constitutivas do meio, principalmente no contexto da

sismica de prospeccdo. Por outro lado, ha vérias
décadas as pesquisas da engenharia e da fisica
matematica se concentram em métodos aproximados
para resolver as EDPs que, via de regra, se tornam
extremamente complicadas quando as condicdes de
contorno sdo gerais e os fendmenos fisicos envolvem
anisotropia, heterogeneidade e ndo linearidades
diversas. Nestas condi¢cdes mais arrojadas sdo muito
poucas as solugbes analiticas para as EDPs
correspondentes.

No que se refere aos problemas da sismica de
prospecgdo, é notéria a auséncia de um ndmero
significativo de problemas teste possuem solucdes

analiticas em que o meio seja heterogéneo.

2. Objetivo

O objetivo deste trabalho é apresentar a solucdo de
uma das etapas do Método de Separacdo de Variaveis
(MSV), cuja caracteristica essencial é substituir a EDP
original por um conjunto de equacgbes diferenciais
ordinérias, sujeitas a condi¢@es iniciais e de contorno
[2]. Em geral, as solugfes sédo expressas em termos de
soma de séries infinitas, tema que envolve conceitos
expressos no estudo das Séries de Fourier [1].
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3. Modelo Matematico

No caso deste trabalho, uma membrana quadrada,
heterogénea, é fixada em trés de suas arestas e
submetida a um deslocamento dindmico subito. A
figura (1) ilustra as caracteristicas fisicas e as
condi¢des de contorno admitidas.
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Figura 1: Caracteristicas geométricas da membrana.

A abordagem doravante apresentada € valida também
para outros tipos de condi¢do de contorno, bem como
outras formas de carregamento com diferente
dependéncia no tempo. Ressalta-se, entretanto, que a
escolha do sistema de coordenadas deve ser
estratégica, para que a solucdo analitica ndo se
apresente inviavel. A EDP de governo, nas condi¢es
de ndo homogeneidade, é dada por [3]:

V.[E)Vulx,y)] =p % "

Por simplicidade, a variacdo da propriedade fisica é
admitida ocorrer unicamente na direcéo x, na forma:

E(x) = % (2)

Com esta ultima consideragdo, a Equacéo da Onda fica
na forma:
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As condicdes iniciais séo dadas por:
u(x,y,00=0; u(x,y,0)=0 (4)

E as condi¢Bes de contorno, conforme se pode verificar
da Fig. (1) sdo expressas por:

u(b,y) = Pysen (nL—y) %)

u(a,y) =ulx,0) =ulx,(b—a)) =0 (6)

4. Aplicagéo do MSV

Devido haver uma condicdo de contorno néo
homogénea no presente problema, para que se possa
usar 0 MSV faz-se necessario adapta-la usando uma

funcdo auxiliar que a obedeca separadamente. Esta
funcdo auxiliar serd denominada de ¢(x,y). Entdo,
tem-se:

ul,y,t) = ¢(x,y) +v(x,y,t) (7)
Onde:

¢, y) = Xnma Wa () Zy () (8)
v(x,y,t) = Xner Xn ()Y (0) Tn () (9)

O exame das condi¢Bes de contorno estabelece uma
relacdo entre as solugbes W, (x) e Z,(y) de modo que
resultam as seguintes equagdes pelo MSV:

W', + iw'n KW, =0 Z',+k2Z,=0 (10)
A solucdo de Z,(y) é simples, de modo que com a
imposicéo das condi¢Bes de contorno resulta:

Z,) = Casen () a1

Da mesma forma, a solugao de W, (x) fornece:
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+BesselY [0, —ik;x])]] (12)

Onde G é uma constante conhecida, obtida pelas
condi¢Bes de contorno. Ressalta-se que as fungdes de
Bessel presentes na solu¢gdo dada pela Eqg. (12)
fornecem valores reais. Entdo, depois de aplicados os
devidos valores, a func@o auxiliar se apresenta da
seguinte forma [4]:
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Ja para a solugcdo dependente do tempo v(x,y,t), a
aplicacdo do MSV resulta em fungdes Y, (y) e Z,(t)
simples, harmoénicas; obtidas a partir da seguinte
equacao, ja obtida por separagdo de variaveis:
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Para a resolu¢gdo da funcdo v(x,y,t) iguala-se a
equacdo (14) a uma constante —a? negativa, pois
espera-se que solugcdo no tempo seja expressa em
termos vibratérios, com senos e cossenos na resposta.
Ent&o, a EDO temporal fica:

2T+ Thah = (15)



Com a aplicacéo da condicéo de velocidade inicial nula,
a solugéo temporal fica na forma:

T,(t) = Apcos(ayt) (16)

Também se espera que ao longo da dire¢do y haja um
movimento em termos de senos e cossenos. Entdo,
identifica-se o sinal do quociente da expressao
envolvendo a variavel Y,(y) como negativo, de modo
que:

Y”n + Y67 = (17)

Ent&o, em principio, com a aplicacéo das condigbes de
contorno, se teria y,(y) na forma:

Y, (y) = Dpsen(B,y) (18)

Mas, diferentemente dos problemas mais simples, ndo
se pode deduzir imediatamente os valores de §,do
argumento mostrado na equacdo anterior, pois tal
restricdo vai implicar numa EDO na variavel
x inconsistente, conforme experiéncia efetuada. E
preciso aguardar e resolver primeiramente a EDO em
termos de X,,(x).

Examinando-se, entdo, a equacéo diferencial X,(x),
vé-se que sua forma é dada por:

X'y + X' + [arzl - x(ﬁn)z]Xn =0 (19)

Esta ndo é uma equacdo trivial e sua solucdo ndo é
encontrada facilmente nos livro classicos de
Matemética Avancada ou de Fisica Matematica [4].
Percebe-se que é um tipo especial da Equacado de
Laguerre. Segundo o software Wolfram Mateméatica
9.0, tal equacao possui soluc¢des do tipo:

X, (x) = e *Bn{E, U[~k,1,2xB,] + E,L[k, 2xB,]} (20)

As fungdes base séo as fungdes Hipergeométricas Uk e
os polindmios de Laguerre Lk. Na forma dada pela Eq.
(20) ja foram consideradas as ordens inteiras k para as
fungbes base. Com a aplicacdo das condi¢cdes de
contorno, sdo geradas raizes que se relacionam com
0os autovalores temporais on e argumentos Bn das
autofuncgdes referentes a variavel y. Apenas valores de
k maiores do que dois devem ser usados, pois é
preciso que tais autofungdes cruzem o eixo das
coordenadas x em pelo menos dois pontos.

A partir deste ponto, para a geragdo da solugéo
completa v(x,y,t), é preciso desenvolver termo a
termo as diversas autofuncdes X, (x),Y,(y) e T,(t) em
funcéo dos valores de @ e B calculados, seguindo as
etapas comumente empregados em casos mais
simples. No entanto, a implementacdo das integrais

com as funcdes de Laguerre e Hipergeométrica exigem

a utilizacdo de um software adequado para a sua
operacionalizacao.

5. Conclusoes

N&o foi propdsito deste trabalho, tecer consideracdes
detalhadas sobre as vantagens das principais técnicas
voltadas para solugdo de EDPs. Certamente, existem
categorias de problemas onde o desempenho de uma
técnica é superior a das demais alternativas.

No problema especifico que motivou esse trabalho, o
MSV foi escolhido ndo s6 pelas suas qualidades, mas
também pelas dificuldades operacionais envolvidas na
aplicacdo de outras opcdes. Por exemplo, as Técnicas
de Transformadas s&o instrumentos excelentes de
solugdo, particularmente nos problemas de fronteira
aberta e valor inicial, mas desde que as fun¢bes no
espaco transformado sejam simples, o que ndo seria o
caso aqui.

Entretanto, percebeu-se que a simplicidade
apresentada pelo MSV nas aplica¢cdes mais classicas
deu lugar a grandes dificuldades conceituais e
operacionais. Embora possa se cogitar que a aplicagao
de outras técnicas seja ainda mais proibitiva, a
abordagem o problema proposto revestiu-se de grande
complexidade e ndo pode prescindir do apoio de um
software robusto para solucdo de muitos algebrismos
dificeis, ratificando que o método de solugédo deve ser
denominado rigorosamente de semi-analitico.

Algumas caracteristicas do MSV se mantiveram: ao
reduzir a EDP a um conjunto de EDOs, pode-se
examinar o problema sob uma privilegiada 6tica fisica,
algo impossivel quando se pensa numa solugdo por
transformadas. Assim, o MSV continuou ostentando
sua clareza, no sentido que suas etapas operacionais
mantiveram a sistematiza¢éo usualmente encontrada.
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