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Resumo

Em 1948, Hendrik Casimir demonstrou que, duas placas paralelas condutoras e neutras sofrem uma forca
atrativa devido a flutuagbes do campo eletromagnético no vacuo. Neste trabalho, foi investigado o efeito
Casimir entre dois semiespacos paralelos separados por uma distancia d, e de constantes dielétricas

g, (w) e g, (w) intercalados por um espaco de constante dielétrica €; (w). Foram investigadas as forgas
entre as superficies metalicas paralelas imersas entre 0s espacos e, discutida a contribui¢cdo dos
plasmons no efeito Casimir nessas condi¢des de contorno.

Abstract

In 1948, Hendrik Casimir showed that two conductive parallel and neutral plates experience an attractive
force due to fluctuations of the electromagnetic field in a the vacuum state. In this study, was investigated
the Casimir effect between two semi spaces separated by a distance d, and dielectric constants g; (w)
and g, (w) interspersed by a space which dielectric constant is 5 (w). Were investigated the forces
between the parallel metal surfaces immersed among the spaces and discussed the contribution of
plasmons in the Casimir effect in these boundary conditions.
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1. Introducéo

A teoria quantica para o campo eletromagnético na
auséncia de qualquer fonte foi formulada por Born,
Heisemberg e Jordan em 1926. A primeira aplicacéo foi
feita por Dirac em 1927 que, tratou da emissdo e
absorcéo de radiagdo. A eletrodinAmica quéntica (QED)
prediz a existéncia de flutuagbes no campo
eletromagnético mesmo na auséncia de fontes, isto &
um campo eletromagnético de vacuo, relacionado a
energia de ponto zero ou energia de vacuo E, = hw.
Em 1948, H.B.Casimir [1], demonstrou que uma das
consequéncias da energia de ponto zero é uma forga
atrativa F entre duas placas condutoras, paralelas e
neutras separadas por uma distancia d:
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= — —_— 1
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Figura 1: Placas condutoras separadas por d

A generalizagdo da teoria de Casimir para placas
condutoras (Figura 1) pode ser feita considerando se
se 0 caso de um meio dielétrico cuja constante é
g5 (w)entre dois semiespacos de constantes
dielétricas & (w)e &, (w)estes meios ocupam as
regides 0 <z <d,z< 0 e z > d respectivamente como
mostrado na figura 2.
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T

Figura 2: Placas semi-infinita separadas por uma distancia d
separadas por uma camada de constante dielétrica €3

O caélculo da forga entre os dois espacos semi-infinitos
¢é feito com base na energia de ponto zero do campo
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eletromagnético, E = Zn%hwn onde w, sdo os modos
de frequéncia na situacéo retratada na (figura 2) [2].

2. Teoria

2.1 Quantizagdo do campo eletromagnético e
energia de ponto zero

A quantizagdo do campo eletromagnético implica em
escrever 0s observaveis em termos de operadores que
aumentam ou, diminuem o numero de certas
guantidades discretas no sistema, essas quantidades
sdo conhecidas como quanta de excitacdo. Essa
descricdo do campo eletromagnético em termos de
operadores pode ser feita reescrevendo o Hamiltoniano
do campo em termos de quantidades fundamentais.
Dessa forma, escrevendo a hamiltoniana do campo
eletromagnético em (2)[3,4,5]:

H=[B+2E? dx
@

Reescrevendo (2) em termos do quadri-potencial A* =
(@, A) lembrando que:

F=—Vo—A@) -
BE=Vx4
H=1 {gionz () + £ 2[V x 4]} )

T2
Onde [I(r)é o momento candnico conjugado.
Explicitamente, 1(r) = —¢,E(r) e, assumindo a
dependéncia  espacial AT = A(0)ei ., 0

Hamiltoniano pode ser reescrito em termos do espago
dos momentos,

H = [(Z () +eg k2A(K) 2) dic® (5)

A hamiltoniana (5) pode enté@o ser reescrita em termos
de operadores (6) e (7):

a(k) = \/%[wA(k)+ELOH(k)] 6)

e = [ [wato-Lnw] @

3 =% hw [a*()a k) + 3] die® ®)

O Hamiltoniano em (8) é o idéntico ao oscilador
harmonico:

[ACK), T(k"]=in(k — k") %)

Ou, escrito de outra forma:
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[a(k),alk)] = in(k — k") (10)

Vale ressaltar que a quantizacdo do campo
eletromagnético proposta nessa secdo foi feita no
gauge de Coulomb isto é,

®= constante (12)
V.A=0

Com base no hamiltoniano (9) é possivel encontrar os
autovalores de energia associados ao campo
eletromagnético quantizado no estado fundamental.
Aplicando o operador aniquilagdo no estado
fundamental[3,4,5]:

ak,10)=0 (12)

A energia deste estado é a energia de ponto zero Eo:

Eo = (0|H|0) (13)
h
O

k

2.2 O efeito Casimir

O efeito CASIMIR [1] descreve a forca atrativa entre
duas placas perfeitamente condutoras separadas por
uma distancia d no vacuo (ver figura 1) esse efeito
ocorre devido a flutuagdes do campo eletromagnético
nesse estado. Considerando uma cavidade de
dimensdes Lx, Ly e Lz, com as possiveis vibracdes da

. . £ n l m
cavidade isto é, k, = = ky, = L—n,kz =T sendo n,l
X Y VA

€ m nameros positivos inteiros.

15
k= |kZ+k:+kZ=+k?+k2 (15)

Para cada nimero de onda ky, ky e kz ha dois modos de
polarizagéo, exceto para niigual a zero, pois, nesse
caso ha apenas um modo de polarizacéo. Para kx e ky
esse fato ndo tem relevancia uma vez que devido a L
grande, kx e ky podem ser tratadas como variaveis
continuas. Assim, igualando a energia de ponto zero a
energia eletromagnética na cavidade para L muito
maior que Lz:

2hw n2m?  12m? | m?m?
X = Z"'l'mnhc\/[ ezt +7]) (16)
O fator 2 na equacdo (16) ocorre devido aos dois
possiveis modos de polarizagdo. Na situagéo fisica de
interesse, Lz=d, pois L & muito maior que Lz. Assim, a
energia a uma distancia d da cavidade é:
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LZ =) © 5 5 mZHZ
E(d)zphCZL dkxfo dky (ke + K + = ). (A7)
m

A equagdo (17) leva a um valor infinito para a energia
de ponto zero em um volume finito. Se d for feito
arbitrariamente grande,

2 © © ©
E(w0) = Shel [P dk, [ dk, [} dk, (k2 + 15+ k2)*  (18)

A equacdo (18) leva também a um valor infinito,
portanto, a energia potencial U (d) quando as placas
estdo separadas por uma distancia d é dada pela
diferenca entre as equacdes (17) e (18). Essa diferenca
€ infinita, contudo, é possivel extrair um significado
fisico a partir de um valor finito. Transformando a
diferenca U(d) = E(d) — E() para coordenadas
polares (r,6): -.

2

L?hc /2 i m2r2\? 19
u(d) = —Zf d@f <rzsen2 0 +1%cos?6 + 7 ) rdr (19)
— Jo 0

(%) I dk, [ r(r?sen? 0 + r2cos0 + k2)V/2 dr [/ do

De maneira a resolver o problema da regularizacéo,
isto é a diferenga entre duas grandezas infinitas, é
introduzida uma funcéo de corte no integrando:

2 ® 2,201/2 2,201/2
U@ = 25 S ;77 (2 4 255) T (24 2E) |-

Efmr(rz + k)2 drdk, f ((r? + k2)M/? (20)
TJo

. .. d
Introduzindo agora a variavel t = ;kz eu=-—r?,

U@) =2 s 7 ) £ (2 m? + ulrdu) -
Iy dt 3G+ e)V2 £ G lu + €21 2du] (21)

Definindo a fung¢éo f(t) como:
F@© = f; @+ )V2FC [u+ 2] 2du (22)

A diferenca entre a série e a integral na equacgéo (21)
pode ser reescrita da seguinte forma:
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m? hc

V) =755

1 el [ee]
PO+ D fom - | f(t)dt] 23)
Aplicando se a formula de Euller-maclaurin:

z - 24
> s~ [ e = =315@ + Fe)] @)
m=0 0

1
+ 531 () = £/(0)]

1 nr i
+ g (@) = £7(O)]

Aplicando a equacéo (24) em (23):

n?he (25)

V) == 75003

A equacgdo (25) é a energia associada a duas placas
condutoras paralelas no vacuo, isto € a energia de
Casimir. A forga associada a energia descrita em (25) é
encontrada calculando o gradiente da energia
potencial,

— _ mhe (26)
F(d) = z40d4A

O sinal negativo em (26) se deve ao fato de que a forca

nessa configuracdo de placas paralelas no vacuo é

atratival[3,4,5,8,10].

2.3 O efeito Casimir em meios dielétricos

A extensdo do efeito Casimir para meios dielétricos
pode ser feita a partir da teoria de Lifishitz[7].
Especificamente, para a situagéo ilustrada na figura 2,
em que as constantes dielétricas séo
respectivamente[1, 2,7,10,11]:

& z<0 27
e(z) =18 0<z<d 27
& z>d

As componentes diadicas de Green para as condi¢cfes
(27) devem ser expressas em termos dos modos TE
(transversal elétrico ou H) e TM (transversal magnético
ou E), dados pelas fun¢bes escalares de Green:

(—;—; + k2 — wzs) g(z,2)=6(@=z—-2") (28)
(-21 2 +E - w2) gh(r2) = 6(z - 2) (29)

de forma geral €=¢(z) e €= €'(Z'). As componentes ndo
nulas de g séo:

Gux =28z —2) 1= gF (30)

Gyy =w?g" (31)
2

Gz =8~ 2) + 0" (32)
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k9

xz = 15%—2 E (33)
K

Gox — l;g.gE (34)

Tomando o limite z=2,

Ik = (wzg” +EgF+ gt )z =7 (35)
Quando a segunda interface (figura 2) é deslocada de
uma quantidade éd,

Se(z) =6d.(e; —&3) 6(z—d) (36)

Seja A area da secgdo transversa de uma da regido
imersa entre os meios dielétricos,

O _ Lyaw dk 6e(2) gk (2,2, k,w) = —Féd 37)

4 29 2m (2m)?

Onde a forga por unidade de area é:

d dk
E %(m)z( — &3) grr(d, d, ke, w) (38)
Levando em conta que g", gf e i;“,a _enquanto ee'é

descontinua z se aproxima de z’' por lados opostos da

. ~ K? . .
interface entdo o termo ;gE € aproximadamente

k? . .
—gFfdeve se avaliar apenas um lado da interface |,

€182

assim, a funcéo de Green g para z,z'>d é:
gi(z,z') = i (e*2|z — 2'|) + re~ke(z+z'-2d)y  (39)
2

Onde o coeficiente de reflexao é:

ko k 4kyk
r=-=2= 23 d-1 (40)
kosks = kal—k,
Kpiks kaik
— Ka+Ks K3+ 1ezk3d -1 (41)

ks_ky ks_k4

A funcdo de Green gF tem a mesma forma da equacgédo
(39), apenas deve se levar em conta que k é
substituido por = k', avaliando a funcdo de Green
apenas fora da interface (Figura 2) encontra se a forca
por unidade de area(3, 4, 5, 8,10]:

F =2 [ 5580 Llles = ky + 23D 71 + [ks — ky + 2k; D'} (42)
Na equacéo (42), o primeiro colchete vem dos modos
TE da fungéo de Green e o segundo colchete da parte
TM, os primeiros termos em cada colchete que, nédo
fazem referencia a distancia, podem ser vistos como a
mudanca nha energia por unidade de volume do
sistema. Estes termos representam a energia
eletromagnética necessaria para substituir o meio 2
pelo meio 3 o0 termo restante , que depende da
distancia, é a forga de Casimir['1]. Realizando uma
rotacdo complexa na frequéncia:

w - i (43)

k? = K? + &¢? (44)
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A partir da rotagdo proposta em (44),

F = 8712f dg f 2ks (D™ + DY) dk? (45)
Em particular, se o meio intermediario é o vacuo €3-1 e
€2= €1=c0 e ki=k2=0 recupera se a forca de Casimir
para duas placas condutoras paralelas separadas por
uma distancia d conforme expressdo (26). De forma
geral, se 0 meio intermediario ndo é o vacuo,

87‘[2 f dg fglg e2kd_ 1 (46)
_ L
F=- 240vz d* (47

A equacdo (47) é a generalizacdo do resultado
encontrado em (26) imersa entre  meios
dielétricos. [7,10,11]

2.4 Influéncia dos Plasmons no efeito Casimir

Uma onda evanescente que percorre uma superficie
com um comprimento de onda especifico € chamada
plasmon (ver figura 3). A energia de ponto zero a uma
distancia d da superficie é:

E(d) = %, 2200 4 3, e (48)

Onde os indices (a) e (b) sdo os dois modos de
vibragdo na superficie na equacao (48)
Plasmon

Figura 3: Plasmon se propagando em uma superficie
metalica. Na figura o foton incidente e refletido. Fonte:
referencia [8]

E(d) =" [*[Sy wha(k) + Zywap (O] kdk  (49)

De acordo com Bordag. Et.al [9]:, a energia de ponto
zero Eo , Para o dielétrico tem uma contribuicdo da
energia do féton incidente e dos plasmons de
superficie[9]:

Ey = Epiasmon t Erston (50)

3. Resultados e discusséo

Foram discutidas a quantizagdo do campo
eletromagnético no gauge de Coulomb e o efeito da
radiacdo no estado do vacuo sobre uma cavidade em
forma de paralelepipedo cuja uma das dimensbes é
muito pequena comparada a d&rea da seccao
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transversal , isto é o efeito Casimir.com base no
modelo de Llfishitz[7]:, foi feito o calculo da energia de
ponto zero para uma cavidade imersa em um meio
dielétrico e encontrada a forga a uma distancia d como
foi feito para o vacuo e , os resultados sé&o
convergentes com a teoria de Casimir como um caso
limite conforme explicitado na sec¢éo 2.3.finalmente ,
verificamos os efeitos das vibragbes de superficie
(plasmons) sobre uma cavidade imersa entre meios
dielétricos .através dessas analises, foram verificados
os efeitos dos plasmons no efeito Casimir em
dielétricos.
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