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Resumo

Através da quantizacdo do campo eletromagnético, nota-se que a energia no campo eletromagnético,
guando existem zero foétons presentes, apresenta flutuagfes quanticas, fazendo com que a energia do
vacuo, também chamada de energia de ponto zero, seja ndo nula. Em 1948, Casimir previu a existéncia
de uma forca atrativa entre duas placas condutoras, paralelas e eletricamente neutras e que esta forca
pode ser interpretada como flutuacdes da energia de ponto zero das ondas eletromagnéticas. Esse efeito
ficou conhecido como Efeito Casimir. Este trabalho busca descrever o passo a passo para o célculo da
forca de Casimir, discutindo as consideragdes feitas e as ferramentas matematicas utilizadas.

Abstract

By quantization of the electromagnetic field, note that the energy in the electromagnetic field, when there
are zero photons present, has quantum fluctuations, causing the vacuum energy, also called zero point
energy, is not zero. In 1948, Casimir predicted the existence of an attractive force between two conductive
parallel and electrically neutral plates and that this force can be interpreted as energy fluctuations of zero
point of electromagnetic waves. This effect became known as the Casimir effect. This paper seeks to
describe the step by step to calculate the Casimir force, discussing the considerations and the
mathematical tools used.
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A Equacéo (2) é a energia das flutuagdes de vacuo em
cada um dos modos. Entdo, pode-se dizer que o
hamiltoniano para o campo eletromagnético quantizado
consiste no somatério de infinitos termos de
hamiltoniano de osciladores harménicos descrevendo o
comportamento de uma oscilagdo em cada ponto do
espago.

1. Introducéo

Através da quantizagdo do campo eletromagnético,
nota -se que o hamiltoniano do campo eletromagnético
quantizado representa uma soma de hamiltonianos
formalmente analogos ao do oscilador harménico.

A Equacao (2) é a energia no campo eletromagnético,
quando existem zero fotons presentes, também
chamada de energia do vacuo. Uma manifestagcdo
macroscoépica da energia do vacuo € conhecida como
efeito Casimir.
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Esta equacao representa a soma do nimero de fétons
em cada modo multiplicado pela energia de um féton
em cada um dos modos. Além disso,

Em 1948, Casimir e Polder [1] mostraram que, em
consequéncia da velocidade finita de propagacdo do
campo eletromagnético, a energia de interagdo
Interatbmica diminuia com o inverso da sexta poténcia
da distancia entre os atomos quando estes estavam
bem proximos e com o inverso da sétima poténcia
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onde A=1,2 representa as duas polarizacdes

possivels. Vale ressaltar que o calibre de Coulomb
(V-& =0) imprime uma condigéo de transversalidade
para o campo, onde o0s vetores de polarizacdo séo
perpendiculares ao vetor de onda, descartando a
possibilidade da presenca de fotons longitudinais.

guando estes estavam a grandes distancias. Em 1992,
numa carta a Milonni [2], Casimir relata o encontro que
teve com Niels Bohr a cerca de sua recente
descoberta. Nesse encontro, lhe foi sugerido por Bohr
considerar a energia de ponto zero do vacuo:
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"No verdo ou outono de 1947 (mas n&o estou
absolutamente certo de que nao tenha sido um
pouco antes ou depois), mencionei meus resultados
a Niels Bohr durante uma caminhada. 'Isto & 6timo’
disse ele. 'Isto é algo novo'. Disse-lhe que estava
intrigado com a forma extremamente simples das
expressoes para a interacéo a grandes distancias e
ele resmungou algo sobre a energia do ponto zero.
Isto foi tudo, mas colocou-me em uma nova pista.
Descobri que calcular as variagcbes da energia do
ponto zero leva realmente aos mesmos resultados
dos calculos que fiz com Polder...

Em 29 de maio de 1948 apresentei meu trabalho
sobre a atracdo entre duas placas perfeitamente
condutoras a Academia Real Holandesa de Artes e
Ciéncias. O trabalho foi publicado no decorrer
daquele ano."

Entdo, também em 1948, Casimir [3] previu a
existéncia de uma forca atrativa entre duas placas
condutoras, paralelas e eletricamente neutras e que
esta forca pode ser interpretada como flutuacdes da
energia de ponto zero das ondas eletromagnéticas.
Esse efeito ficou conhecido como Efeito Casimir.

2. CALCULO DA FORCA DE CASIMIR

O potencial vetor A associado a uma onda
eletromagnética no vacuo pode ser descrito pela
equacao de onda

—— V24 = 3)
Usando o método de separacgédo de variaveis, se faz

A# ) = 3(Dq (D) €]
onde q(t) é uma funcdo que depende somente do
tempo e ¥(¥) é uma fungdo que depende somente de 7.

Substituindo a Equacéo (4) na Equagéo (3),

1 1 9%@) 1 L
O O ®

Observe que o lado direito depende apenas de 7,
enquanto o lado esquerdo depende apenas do tempo.
Portanto os dois lados devem ser igualados a uma
constante —k?. Dessa forma, o lado direito da Equag&o
(5) se torna

1 207 —
ﬁvzv(r) = —kz (6)

Reescreve-se #(#) como

Blucher

O sinal de menos deve-se ao fato dos autovalores do
Laplaciano serem negativos. J& o lado direito da
Equacéo (3.3) se torna

1 1 92%q(t
__ﬂz_kZ (7
c?q(t) 0t?

Fazendo w =ck (conhecida como relagdo de
disperséo), segue que

9%q(t)
oat?

+ w?q(t) =0 )

Agora, considera-se uma cavidade retangular de lados
Ly, Ly e L, (Figura 1),

zZ

/ L

X
Figura 1 — Cavidade retangular.

onde ¥ pode ser escrito em fungdo das suas
coordenadas, ou seja,

V() = X@YNZ(2) €)

Substituindo a Equacéao (9) na Equagéo (6),

192X 19%°X 109%X _

T 2 10
X6x2+Y6x2+ZBx2 k 10

Como cada termo depende de uma variavel diferente,
podem ser igualados a constantes de forma que

0% _ Lo _ . 19,
Xax2  x Yox2 Y Zox?2 F

gue tem como solu¢des, respectivamente

X = Asin(kyx) + B cos(k,x) an
Y=c¢C sin(kyy) +D cos(kyy) 12)
Z = E sin(k,z) + F cos(k,z) 13)

Note que

k= [KZ+K+ k2 (14)

v; = (4; sin(k,x) + B; cos(k,x))(C; sin(kyy) +D; cos(kyy))(Ei sin(k,z) + F; cos(k,z)) (15)
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Como o potencial deve se anular no interior da cavidade, as condi¢des de contorno serdo dadas por

v, =0 v, =0 vy, =
me=0ex=L,({v_0 me=Oex=Lx{v_0 me=Oex=Lx{v_
z z z

Portanto, em y = 0 a Equacéo (15), com i = x, se torna
0 = (A, sin(kyx) + B, cos(k,x)) Dy, (E, sin(k,z) + F, cos(k,z))
Isto implica em D = 0. Agora, em z = 0,
0 = (A, sin(kyx) + By cos(k,x))Cy sin(kyy) E,
Isto implica em Fx = 0. Dessa forma, agora a Equacao (15) fica
vy = (A sin(kyx) + By cos(k,x))C, sin(kyy) Ey sin(k,z)
Analogamente, é possivel obter

vy, = A, sin(k,x) (Cy sin(kyy) + D, cos(kyy))Ey sin(k,z)
v, = A, sin(kyx) Cy sin(kyy) (E, sin(k,z) + F, cos(k,z))

Usando o calibre de Coulomb, V-4 = 0. 0 que implica em

ovy 0dv, O0v,
ox Tyt 70

Dal,

k(A cos(kyx) — By sin(k,x))Cy sin(kyy) E, sin(k,z) + A, sin(k,x) ky(Cy cos(kyy) -D, sin(kyy))Ey sin(k,z)
+ A, sin(k,x) C, sin(kyy) k,(E, cos(k,z) — F, sin(k,z)) =0

0

(16)

(17)

(18)

(19)
(20)

(21

(22)

Esta equacdo deve ser satisfeita em qualquer ponto da cavidade, inclusive em (x =0,y,2), (x,y =0,z) e (x,y,z = 0).

Para (x = 0,y,z),

ky A, Cy sin(kyy) sin(k,z) =0 (23)
Para (x,y = 0,2) e (x,y,z = 0), respectivamente,
Ay sin(k,x) k,, C, E,, sin(k,z) = 0 (24)
Ay sin(kyx) C, sin(kyy) k,E, =0 (25)
Portanto é necessario ter A4;C;E; = 0. Logo, a Equagéo (22) é escrita como
kB, sin(k,x) Cy sin(kyy) E, sin(k,z) + A, sin(k,x) k,,D,, sin(kyy) E, sin(k,z) (26)
+ A, sin(k,x) C, sin(kyy) k,F,sin(k,z) =0
e as Equacdes (18-20) se tornam
vy = Ny cos(kyx) sin(k,y) sin(k,z) (30)
vy = By cos(kyx) Cy sin(kyy) Ey sin(k,z) (27) vy = Ny sin(k,x) cos(kyy) sin(k,2) 31
v, = A sin(k,x) D, cos(kyy) E, sin(k,z) (28) v, = N, sin(kyx) sin(k,y) cos(k,z) (32)
v, = A, sin(k,x) C, sin(k,y) F, cos(k,z) (29)
Com x = Ly,
Renomeando as constantes,
0 = N, cos(kyL,) sin(k,y) sin(k,z) (33)
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Portanto, € necessario ter kyLy = nm. Ou seja,

I

ky=— onde ! =0,1,23,.. (34)
Ly

Analogamente,

mm

ky=7— ondem =0,1,23,.. (35)
nit

k=1 onden=01.23,.. (36)

z

Sendo assim, da Equacao (14) se obtém

122 m2gp?
k= +—t
12 12

n?m?
2
Lg

37)
Portanto,

12 m\® n\?2
Wimn = CRymn = TC (L_) + (L_> + (L_) (38)
x y z

A energia de ponto zero entre as placas, segundo a
Equacéo (2), é dada por

1 12 m\° n\>2
@1 o=t [ (2 4

Lmn Lmn

O fator 2 vem do fato de existirem duas polarizagdes
possiveis para 0 campo eletromagnético quando
[,m,n+ 0. Quando um dos coeficientes for nulo, a
contribuicdo do respectivo coeficiente nulo deve ser
dividida por dois [3]. Percebe-se isto derivando a
Equacéo (26) obtendo

kxvx + kyvy, + kv, =0 (40)

A Equacao acima mostra que um dos k’s é combinagéo
dos outros dois. Sendo assim, existem apenas duas
polarizagBes para todos os k’s diferentes de zero e
apenas uma polarizacéo se algum deles for zero.

A situacao fisica de interesse corresponde a Figura 2 e
pode ser obtida a partir da Figura 1 no limite em que se
faz Ly=L,=L e L,=d com L>»d. Portanto, a
energia de ponto zero entre as placas sera dada por

U(d)=7Lr—22(hc) Z T
n 0

d o
att =4[] |[ 75+
0

Blucher
(2)% Z ey p = The Z J(é)z + (%)2 + (g)2 (41)

Lmn L, mn

NN

/|
=

x/ L

Figura 2 — Placas condutoras paralelas de area L? separadas por uma
distancia d. Assume-se que a placa inferior esta no plano xy na origem
do sistema.

Para L muito grande pode-se considerar k, e k, como
variaveis continuas [2]. Sendo assim, o somatério
sobre [ e m pode ser substituido por uma integral:

> —>(§)2 f dleydk, (42)

Lm

Portanto,

1
E@)=@)3 ) homn

Lmn

12 o

— = (hc) Z J’f
n o

Da mesma forma, para L, = d muito grande, a soma
em n pode se substituida por uma integral [2]:

Z —éf dk, (44)

(43)

Sendo assim,

E(c0) =i—22(hc)%fﬁ [[ k;+k§+k§]
0

A energia potencial do sistema quando as placas sédo
separadas por uma distancia d é U(d) = E(d) — E().

EstA é a energia de interacdo entre duas placas
paralelas separadas por uma distancia d. Logo,

dkdkydk, — (45)

dkdk,dk, (46)
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Utilizando coordenadas polares no plano k,k,, onde r € o raio polar e 6 € o angulo polar, com dk,dk, = rdrdf, a
Equacéo (46) pode ser reescrita como

U(d) =

0
fm [[M” rdrdk, (47)
0

Para limitar o comportamento da integral, se introduz uma funcéo f(k) = f(w/r2 + k;). Fisicamente, as placas exercem

pouca influéncia por ndo oferecerem obstaculo para ondas com comprimento de onda pequeno (grandes valores de k),
da ordem de 1/a,, onde a, € o raio de Bohr. Este efeito € conhecido como divergéncia ultravioleta [5]. Com o intuito de
contornar essa divergéncia se faz

1 vpara k<k,

fk) = {O para k> k,, (48)

Portanto,

U(d)—L;ZC Zf \jrz nzﬂz‘f \/rz +n;7;2)rdr gff[[mu 7212 rdrdk,
™ 0 00

d?
Lzhc Zf s dzrz s d2r2+ 2\ g ff s d2T2+d2k§ /s d2r2+d2k§ drdk (49)
d f d n< |rdr d 2 2 f d 2 2 rarak,
00

n o
d?r? 2d? dk,
> — dx = —5rdr € K=
T T

R

Fazendo as substituicbes

d
x = — dx =—dk,
T

a Equacéo (49) se torna
Uu(d) —Lzﬁ Zf[E\/x+n2]f(5\/x+n2)ﬂ—2dx—gff[g[\1x+KZ]]f(E[\/x+K2])n—2dedk (50)
T 2n ) ld d 2d2 ) ) |d d 2d? " d

Simplificando,

o -5 Wﬁnz]f( JEF)d x_ff[[m]]f(g[m])m} 61

Fazendo |
Lembrando que o fator meio multiplicando F(0) na

Equacdo (53) refere-se a uma Unica liberdade de

F(k) = f [[\/x + ;cz]] f (g [\/x + KZ]) dx (52) polarizagdo quando n = 0. De acordo com a férmula do
0

somatorio de Euler-Maclaurin®,

a Equacéo (51) fica © ©
D) —f F(x) dic
fopr] (54)

0

m2he
v@ =" { F(0)+ZF(n) JF(K)dK} (53) - L@ o)

Derivando a Equagdo (52), porém fazendo a
substituicdo u = x + x?, se obtém

1Ver féormula 3.6.28 do Handbook of Mathematical Functions [4].
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Fe) = fw Vs (5 Vi) du (55)
Integrando,
reo - )|
_ _§K3f (g}c) (56)
Portanto,
F/() = —2i%f (gx) S F'(0) =0

T /[
F'' (k) = —4kf (EK) — 2K2f (Ex) S F"(0)=0
[ /[
F'(k) = —4f (EK) — 4k’ (Ex) — F"(0) = —4

As demais derivadas de ordens superiores serdo nulas
assumindo que todas as derivadas da fun¢&o de corte
desaparecem quando k =0 [2]. Portanto, a Equacdo
(54) fica

o r 1 4
Z F(n) — f F dic = 3F(0) === (57)
n=1 0

Substituindo a Equacéo (57) na Equacéo (53), segue
que

m2he (1 1 4
— 2)_ — —_
U(d) = 443 L {2 F(0)2+2F(0) 720}
nehc
- _ 2 58
U(d) = =505 L (58)

Como F(d) = —VU(d), entdo

n2hc

— 2 59
240d* L (59)

F(d) =

Portanto, a forga atrativa por unidade de area entre as
placas é

Blucher

(60)

nlhc

F(d) = =570

Sendo assim, existe uma forca atrativa entre duas
placas metélicas que independe do material das placas
gue pode ser interpretada como uma pressdo de ponto
zero das ondas eletromagnéticas [3] que pode ser
interpretada como flutuagBes da energia de ponto zero
das ondas eletromagnéticas.
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