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Resumo

O método dos elementos de contorno apresenta bom desempenho em aplicacdes de campo escalar
estacionario. Para a avaliacdo dos resultados numéricos, a forma mais eficaz é a comparagdo com 0s
resultados analiticos da equacéo diferencial correspondente, nos casos onde a solugdo analitica é
possivel. Este trabalho compara os resultados numeéricos e analiticos na resolucdo de um problema de
transferéncia de calor com condi¢do de contorno de Neumann. O programa computacional foi realizado
em Fortran, utilizando o método dos elementos de contorno. Os resultados sdo avaliados em pontos no
interior do dominio considerado, onde os erros apresentados foram bastante satisfatorios.

Palavras chaves: Método dos Elementos de Contorno, Solugdo Analitica, Transferéncia de Calor.

Abstract

The boundary element method performs well in aplications with steady state scalar field. The most
effective way to evaluate the numerical results is compare it with the analytical results of the corresponding
differential equation, if the analytic solution is possible. This paper compares the numerical and analytical
results of a heat transfer problem with Neumann boundary condition. The program was developed in
Fortran, using the boundary element method. The results are evaluated at interior points within the region
of interest, where the calculated errors were satisfactory.

Keywords: Boundary Element Method, Analytical Solution, Heat Transfer.

1. Introducéo modelos em escala reduzida), as técnicas numeéricas
séo efetivamente rapidas e flexiveis.

Diversos fendmenos da fisica e engenharias sao
modelados matematicamente através de Equagles
Diferenciais Parciais (EDP). Tais equag¢fes, mesmo
respeitando simplificagBes consideraveis quanto a
linearidade do comportamento de suas variaveis de
estado e a uniformidade de suas propriedades
constitutivas, entre outras hipoteses, frequentemente

apresentam uma significativa complexidade.

Na abordagem analitica dos problemas, alteragBes na
conformacdo geométrica ou no tipo das condigBes de
contorno aplicadas podem tornar sua solugéo inviavel,
mesmo se tratando de problemas escalares.

N&o obstante as dificuldades da abordagem analitica e
0 éxito obtido pela simulagdo numérica, ndo se pode
relegar a um plano secundario o procedimento de
comparagdo das solugbes numéricas com as
correspondentes solugBes matematicas analiticas,
particularmente quando problemas mais sofisticados
sdo abordados ou entdo quando novas técnicas
numéricas sdo desenvolvidas. Embora seja pertinente
a comparagdo entre resultados provenientes de
técnicas numéricas distintas, a forma mais precisa de
avaliacdo dos resultados obtidos através de algum
procedimento numérico é a comparagdo desses com
resultados analiticos originarios da solugdo da equacao

Na atualidade, o rigor exigido na solugcéo de fenébmenos
fisicos de interesse a engenharia  implica
necessariamente na agilidade de obtencdo de uma
solugdo com precisdo satisfatéria. Em contraposicéo
aos procedimentos analiticos de solugdo, que
apresentam enormes restricbes matematicas para
solugBes simples e gerais, quanto as técnicas
experimentais, que envolvem elevado custo e
dispéndio de tempo (como no caso de prototipos e
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diferencial correspondente, nos casos onde a solugéo
seja possivel.

2. Objetivo

O objetivo deste trabalho é apresentar a comparagao
entre os valores numéricos e analiticos para um
problema de transferéncia de calor bidimensional com
condicéo de fluxo.

O valores analiticos s&@o encontrados através da
resolucdo da EDP caracteristica do problema através
do método da separacdo de variaveis. E os resultados
numéricos sdo obtidos através de programa em
linguagem Fortran que utiliza o método dos elementos
de contorno com interpolagdo direta (MECID), [1].

Uma vez que a solugcdo analitica do problema de
Laplace em duas dimensbes é mais complicada e nédo
€ comum de ser encontrada na literatura especializada,
um detalhamento da obtencdo da mesma através do
Método de Separacgdo de Variaveis é apresentado.

J& para o Método dos Elementos de Contorno (MEC),
sendo uma das mais importantes e conhecidas
técnicas numéricas da atualidade, sua formulagdo é
apresentada do modo mais simples possivel.

3. A Equacéao de Laplace

Por vezes, muitos fenémenos apresentam similaridade
quanto ao formato das equagdes caracteristicas que os
descrevem, sendo a equacgao de Laplace uma das mais
conhecidas no campo dos fenbmenos fisicos que
podem ser representados através de grandezas
escalares. A Equacdo de Laplace é utlizada para
modelar fendmenos que podem ser representados
como fungdes de campo escalar, como escoamentos
potenciais, processos de difusdo, problemas de
elasticidade [2]. Entre essas aplicacBes encontra-se a
modelagem da transferéncia de calor em regime
permanente [3], aplicac@o apresentada neste trabalho.

Assim, se o campo vetorial em regime permanente
oriundo do gradiente de uma fungdo escalar T(X.y),
neste caso representando a temperatura, apresenta
seu divergente nulo em todos os pontos deste dominio,
que se apresenta sem fontes ou sorvedouros, sua
modelagem matematica é expressa por:

a8’T  'r _

oz 15y =V T =0 @)

Para que o problema linear seja bem posto, é preciso
apenas estabelecer condigbes de contorno. As
condi¢gBes de contorno mais comuns séo de dois tipos:
essenciais (condicdo de Dirichlet), quando os valores
da funcdo basica sdo conhecidos; naturais (condicédo
de Neumann), quando suas derivadas com relagéo a
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normal exterior sdo prescritas em parte do contorno.
Ambas séo respectivamente expostas abaixo:

T(x,y) = T(x,y) prescrito em T, )

AT(xy)
dn

qxy) = = q(x,y) prescrito em I, 3)

4. O Método dos Elementos de
Contorno

O Método dos Elementos de Contorno se mostra como
uma opgdo para a resolu¢do de equacdes diferenciais
em aplicagOes fisicas. Diferente dos outros métodos de
dominio (como Diferengas Finitas, Volumes Finitos e
Elementos Finitos - MEF), o MEC se diferencia pela
discretizagdo do contorno, apds o tratamento
matematico através de formulacdo inversa [2], e
resolucao do sistema linear correspondente. Os valores
internos ao contorno s&o interpolados em funcao dos
resultados encontrados para os valores do contorno.

Assim, o ponto de partida tanto do MEF quanto do
MEC pode ser feito, a partir da denominada forma
integral forte associada a equacéo de Laplace:

J, V*TwdQ =0 @)

A funcé@o w é uma fungdo auxiliar e seu significado no
MEC é a de ser a solugdo fundamental. Esta funcéo é a
solu¢do de um problema correlato, governado por uma
Equacdo de Poisson, onde uma fonte concentrada é
aplicada num ponto especifico de um meio infinito.
Para se chegar a forma integral tipica do MEC, é
preciso usar o recurso matematico da integracdo por
partes, chegando-se inicialmente & forma integral fraca
associada, expressa a seguir:

oT %y
J V- (VTw) dQ = . (B—XJ w) S.dr = fLqwdl  (5)

Nesta Ultima equagdo foi empregado o Teorema da
Divergéncia. Para se chegar ao ponto de partida do
Método dos Elementos de Contorno, é preciso se
proceder a mais uma integracdo por partes e
novamente usar o Teorema da Divergéncia, chegando-
se a denominada forma inversa da equag&o integral:
2 dw o

an wTdQ +frqwdF—fr,Tad[‘— 0 (6)
No caso do MEC, consegue-se eliminar a integral de
dominio que ainda persiste na equagdo anterior pelo
fato da solucdo fundamental w ser a solucdo da
seguinte equacao diferencial:

d’w  ldw

— =—-A(&X) 7

dr? 7 dr

Na equacgdo anterior ¢ € o ponto fonte, A representa a
funcdo Delta de Dirac e X consiste nas coordenadas de
um ponto campo qualquer no dominio fisico. Entdo,
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pode utilizando-se uma importante propriedade da
funcdo Delta de Dirac, tem-se:
dw
CEOTE — J qwdl' + J. TZ-dl' =0 (8)

C é uma constante que depende da localizagdo do
ponto £ em relagdo ao dominio Q. Através de um bem
conhecido processo de discretizacéo [4], gera-se um
sistema matricial na forma:

HT-GQ =0 9

5. Solugcéo Analitica para o Problema
de Transferéncia de Calor

YA
1 T=20=T,
q=0 T=10=T,
q:O e
1 "X

Figura 1: Dominio representado com as condigdes de contorno.

Para resolver analiticamente o problemas de Laplace
usa-se aqui o Método da Separacdo das Variaveis
(MSV). Esta técnica é uma das principais estratégias
utilizadas para a obtencao de resultados analiticos para
certas equacdes diferenciais parciais. Ela pode ser
utilizada em casos especificos onde a forma da EDP
permite a resolucdo da equacado de forma analitica [5].
Diferentemente dos métodos numéricos discretos, sua
implementacdo exige a descricdo precisa da
conformacdo geométrica do problema, bem como das
condi¢bes de contorno envolvidas.

O dominio utilizado neste trabalho com as devidas
condi¢gbes de contorno (c.c.) € apresentado na Figura
1. Havendo condi¢bes de contorno ndo homogéneas,
uma das formas de agilizar a solucdo via MSV consiste
em realizar uma modificag@o na variavel basica T:

— T_Tl
b= T,-T, (10)

Pelo MSV supBe-se uma solucéo do tipo:

0(x,y) = X()Y(y) (11)

Substituindo na equacéao (11) e dividindo por XY:

19%Y  19’°X 5
Yoy: xow A® (uma constante) (12)

Gerando 2 equagdes diferenciais ordinarias:

2
%-I—AZXZO (13)
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— _2Y=0 (14)
Sendo uma solugéo geral para equagéo (13) da forma:
X =Ce"™ (15)
Substituindo em (13) e dividindo por CeY* , surge:
]/2 +12=0 (16)
Cuja solugéo para y é: Y12= Al

Sobrepondo as solugdes para X e aplicando identidade
trigonométrica, a equacéao (15) fica na seguinte forma:

X(x) = €, cos(Ax) + Cysen(Ax) a7

Fazendo o mesmo processo para Y, supondo uma
solucdo geral, a partir da equacéo (14) surge:

y -2 =0 (18)
Cuja solugfo para Y é: y1,2= 1A, de modo que:

Y(y) = Cae ™ + Cpe™ (19)

Utilizando as c.c em termos da nova variavel O,
podemos encontrar as constantes. Verificando que:

a6 3
== Y_ai = Y(—,lClsen(Jx) + J,C'Zcos(lx)) (20)
a6 ay -

=X = X(=Cade™ + C2e™) (21)

Aplicando as condi¢gBes naturais:
Z(0.y) =0 = (Cze™ + Coe™)aC, (22)
Sendo Y=Cse™ + C4e¥ diferente de zero, C2=0.
g(x, 0) = 0 = (€, cos(A))A(C, — Cs) (23)

Sendo X=Cicos(Ax) diferente de zero, C3=Ca.

8(x,y) = XY () = €, cos(Ax) C3(e™ + &™) =
D cos(Ax) cosh(1y) 24)

Aplicando as condi¢8es essenciais, para 6(1,y)=0:
8(1,v) = 0 = D cos(A) cosh(dy) (25)

Como cosh(Ay)>0, cos(A\)=0. Dessa forma, A=(2n-1)r/2,
n=1,2,3...

Superpondo as n solu¢des e chamando D de Cn:

0(x,y) = 2y . C, cos ((2n -1 gx) cosh((2n —
DZy) (26)
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Para c.c. 6(x,1)=1:

B, 1) =1=
P 1 Chcos((Zn—1) gx) cosh((2n — 1) g) @7)

Qualquer fungdo f(x) pode ser expressa em termos de
séries infinitas de fungdes ortogonais [4]:

fO) = Enl14ngn(X) (28)

Assim, multiplicando ambos os lados da equacg&o por
gn(X) e integrando-se entre os limites a e b, podemos
encontrar os coeficientes An:

_ o 70 gn(x)da
An = y ghto)ax (29)
Voltando a (27) e chamando:
_ An (30)

Cn - cosh((2n— 1)5)

0(x,1) =1 =37 ; 4, cos((2n — 1) 7x) (31)

Escolhendo f(x)=1 e a fung¢éo ortogonal gn(x)=cos((2n-
1)nx/2), para o intervalo de (0,1) e substituindo-as na
equacdao (29) obtém-se:

_ falcos((anl)rrx/Z)dx _a(-pntt

An = J'ﬂlcr;-.s:2 (2n-L)mx/2)dx  m(2n—1) (32)
. 4(_1)T’[+1 1
n T p(2n-1) cosh[(Zn—l)g} (33)
Assim, a solucéo fica:
Y e & i cosh[(anl)Ey)
H(X, y) - &n=1 m(2n—1) cush[@nfl)z;l) COS((ZTI -
T
1D3x) (34)
Retornando em termos da variavel original:
B . a(—1)n+t cosh([anl)Ey)
T(X,y) - (En:1 m(2n-1) cosh([Zn—l)zg) COS((ZTL -
DI -T)+Ty (35)
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6. Comparacéo de Resultados

Aplicando a geometria e as condi¢cdes de contorno ao
programa de MEC, s&o gerados resultados para uma
discretizagdo com 16 elementos lineares. Esses
resultados sdo comparados com os valores analiticos
da equacdo (35), para n=15, em diferentes pontos
internos no dominio. A tabela 1 apresenta a
comparacao dos resultados.

Tabela 1: Resultados analiticos e numéricos comparados em 6 pontos
do dominio.
T- T-

X y Programa  Analitico
0.12 0.50 16.3119 16.2874  0.1504%
0.30 0.22 14.7662 14.7713  0.0343%
0.64 0.84 17.3672 17.3264  0.2356%
0.90 0.50 11.2647 11.2793  0.1291%
0.70 0.70 15.0000 15.0000  0.0000%
0.50 0.20 13.8258 13.8426  0.1211%

Erro (%)

Os resultados apresentados foram considerados
satisfatérios. O erro para o modelo numérico ficou
menor que 0,24% para 0s pontos analisados.

7. Concluséao

Os resultados apresentados neste trabalho
demonstraram a comparacdo entre os resultados do
método dos elementos de contorno com a solucdo
analitica de um problema proposto.

A principal dificuldade em experimentos numéricos é a
disponibilidade de solugdes analiticas, ou solugdes
reconhecidamente robustas para a verificacdo dos
resultados, algo que pode ser realizado neste trabalho.
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