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Resumo

Este artigo é fruto de dois trabalhos apresentados oralmente no ano de 2013, sendo o mesmo
aperfeicoado em cada ano com novos dados, em especial na presente proposta se encontra a solugdo
tridimensional. Entdo, o objetivo deste trabalho é gerar uma solugdo analitica de um problema néo
homogéneo de Conducédo de Calor numa Barra, que possa servir de referéncia para outras aplicacdes
cientificas. Em geral, Equac¢fes Diferenciais Parciais com condi¢Bes de contorno ndo homogéneas, se
resolve, reduzindo a mesma a um problema com condi¢des de contorno homogéneas. Sabe-se que uma
posterior avaliagdo com recursos computacionais, ou até mesmo estimativa de convergéncia, sdo
extremamente uteis em alguns modelos. Entdo, o método da separagdo de variaveis quando aplicado na
conducdo de calor, equacdo da onda ou equacgédo do potencial, e posteriormente analisados de forma
numeérica ou gréfica, obtém-se um solucdo com melhor qualidade na interpretacéo de dados nos diversos
segmentos da ciéncia.

Palavras-Chave: Método de Separacio de Variaveis, Problemas N&o Homogéneos, Resposta da
temperatura.

Abstract

The objective of this work is to generate an analytical solution of an inhomogeneous problem of heat
conduction in a bar that can serve as reference for other scientific applications. In general, Partial
Differential Equations with inhomogeneous boundary conditions, is solved by reducing it to a problem with
homogeneous boundary conditions. Further evaluation with computer resources, or even estimate
convergence, are extremely useful models. Then, the method of separation of variables when applied to
the heat conduction, the potential wave equation or equation, and then analyzed in numerical or graphical
form, gives a solution with better quality in data interpretation in the various segments of science.

Keywo rds: variable Separation Method, No Problems Homogeneous, temperature response.




1. Introducgéo

O problema consiste na condug¢éo de calor em uma
barra, feita com material homogéneo [1]. Suponha que
a barra tenha 30 cm de comprimento para a qual
== 1.onde a2 é a constante de difusividade térmica. A
distribuicdo de temperatura é dada pela condic&o inicial
uix.0) = 60— 2x e que as condi¢cdes de contorno séo
u(0.t) =20e u(30,t) = 50. E provavel que depois de
algum tempo, quando, sera alcancada uma
temperatura estacionaria v(x}, que é independente do
tempo t e das condi¢des iniciais. Entdo, vamos tentar
expressar u(x,t) como a soma da distribuicdo de
temperatura estada estacionario com outra distribuicéo
transiente w{x.t). A demonstracdo da equacéo
diferencial (1) foge ao escopo deste trabalho, mas,
podemos afirmar que tal demonstracéo é feita a partir
de uma situacdo ou processo fisico do fenbmeno em
questao.
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Figura 1: Uma Barra sélida condutora de calor

Da equacéo de calor temos:
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2. Aplicacdo do Método de Separacéao
de Variaveis

De acordo com a estratégia do Método de Separagéo
de Variaveis para problemas nos quais as condi¢des de
contorno ndo sdo homogéneas, € necessario supor
uma solugao do tipo:

ux,t) = vix) + wix.t) 2

Como »{x tem que satisfazer a equagéo do calor (1),
temos que v"'{x) = 0. Assim, com as devidas
condicdes de contorno ¢(07) = 20 e v{30] = 50, logo
vix) =20+ x.

A solugéo transiente é dada por

W = W 3)

Logo, temos as seguintes condi¢des de contorno
homogéneas e condicéo inicial modificada:

wil,t) =0

wi3il.t) =10

wix, 0l =60—2x— (20+ x) =40 —3x

Observa-se que agora temos um problema de
condi¢des de contorno homogéneas para ser resolvido,
com =1 e fix) =40— 3x. Entdo, sera preciso
resolver o problema pelo método de separacdo de

variaveis, sendo:

wxt) = X(DTE @

Substituindo w dado pela equacao (4) na equagdo (1),
obtemos

alx"T = XT (5)
A equacao (5) é equivalente a:

o i
= ET ®)

Entdo, a equacdo (6) deve ser igual a uma constante,
pois, é o unico modo de estabelecer uma igualdade

entre derivadas espaciais e temporais [2]. Assim,

obtemos:
%:%%z—}r,ondewﬂzl. ©)

Obtemos, entdo, as duas equacdes ordinarias a seguir
para X(x) e T(t):

X" +yX =0 ®)
T'+3T =0, ©)

Agora, vamos considerar a solucdo da Eq. (8) que
satisfazem as condicbes de contorno da funcgdo
espacial-temporal, onde w(0,t) = w (30,t) = 0. As Unicas
solugdes ndo triviais séo as autofungdes:

Xolx) = ssn(%],n =123... (10)

Associadas aos autovalores:

nimt

Yo =ge =123, (11)

Voltando para a Eq. (9)para T{t) e substituindo ¥, por

n temos:
S00 ’ '

T+ (%} T =0, (12)

logo T(t) é proporcional a:

o) (13)

EXp



Portanto, multiplicando as solugdes das equagbes (8) e
(9), obtemos:

R -l nTE
wix.t) = cpe e ssn[?j, n=1,2,3,.. (14)
Onde ¢, = % _I-Lf D{-iD — Jx)zen (%‘] dx (15)

- ¥

. . = X
Assim, u(x.t) =20+ x+ EmoiCpe o0 sen—-, onde

£, S80 os termos da Eq. (13).

Calculando os dois primeiros termos da fungdo da
Equacéo (13) [3], temos:

ulx, t) =20 +x—?e%smff}+?e (L S‘E‘ﬁl:zj::l (16)

3. Resultados

Encontrada a solugdo analitica, pode-se construir
gréficos da equacéo (16), a fim de validar o método,
bem como discutir os resultados. Entdo, faz-se primeiro
o0 estudo para a condig&o inicial .
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Figura 2: Grafico da equacdo (16) parat=0

Verifica-se que a solucdo obedece a condigado inicial
u(x.0) =20 e u(x.30)=50. Entdo, estuda-se a
solucdo para valores de t = 0. Logo, aplica-se t = 30,
na equacao (16) e obtem-se a figura 3:

5 10 5 ® P3
Figura 3: Gréfico da equacao (16) para t = 30s.

Observa-se, que na posicdo x = 10, a barra apresenta
uma temperatura pouco maior que 30 graus, enquanto
gque ocorre uma preservacdo das condigbes de
contornos u{0.t) = 20 e u(30.t) = 50. Espera-se que
a partir de dado instante, o problema figue no modo
estacionario, ou seja, a temperatura serd regida por
uma fungdo linear. Entdo, estuda-se a funcdo e
esboca-se o gréfico para .
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Figura 4: Grafico da equacéo (16) para t = &0

Observa-se que na posicao x = 10, ocorreu uma queda

na temperatura, sendo aproximadamente 28 graus.
Verifica-se também que na posi¢do x = 20, ocorre um

aumento de temperatura em relagdo ao grafico anterior,
sendo agora, proxima dos 35 graus. Entdo, a fim de
verificar o modo estacionario do problema, aplica-se o
valor de t = 300, e tem-se:
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Figura 5: Grafico da equagdo (16) parat = 300

Observa-se que a temperatura estaciona em cada
posicdo, assim, a equacgdo da reta que se ajusta ao
modelo é dada por v(x) = 20 = x. Podemos comparar
o gréfico da figura 5, com uma solugéo tridimensional,
assim, a figura 6, mostra claramente os valores das
temperaturas representadas no eixo & em consonancia

com os que foram encontrados na figura 4. Além disso,
a visualizagdo tridimensional permite verificar o
comportamento da solugdo de forma mais rapida e
objetiva, inferir pontos de méaximo e minimo,
descontinuidades e pontos onde a funcdo pode ou nédo
ser derivivel e etc. Entdo, na solucdo analitica
representada pela equacéo (16), e fazendo 0 = t = 300

el =x = 30, tem-se:

Figura 6: Grafico tridimensional da equagdo (16), com
O=rt=300

4. Conclusoes
Resalta-se a eficiéncia do método de separacao de

variaveis, para problemas com condi¢des de contorno
ndo homogéneas, contudo, os métodos numéricos

podem e devem ser usados para equacdes diferenciais
de alto grau de complexidade, de modo que a
hegemonia dos métodos discretos de solucéo &
completamente indiscutivel e teste de validagédo
realizado pela comparacao de resultados entre
métodos distintos é a tatica mais adequada em um
contingente cada vez maior de casos [4]. Todavia,
solug@es analiticas enriquecem o debate, e forcam os
pesquisadores a cada vez mais aperfeicoarem os
métodos discretos. Em nosso presente trabalho, os
graficos foram gerados com uso do software Wolfram
Mathematica 9.0, possibilitando assim, uma maior
eficiéncia de nossos dados. Didaticamente, o problema
da condugéo de calor € (til para explicar a variagdo de
temperatura de acordo com o tempo e o espago, além
disso, permite na pratica, visualizar o modo
estacionario a partir de certo instante.
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