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Resumo

O presente artigo tem como objetivo utilizando a modelagem matemética e a interdisciplinaridade para
promover a aprendizagem significativa do contetido de Equag6es Diferenciais. A modelagem e solugéo de
um circuito sao de grande interesse para alunos dos cursos de Engenharia de Controle e Automacéo e de
Engenharia Elétrica. A apresentacdo de problemas que envolvam esse assunto, em um curso de
Equacdes Diferenciais, desperta uma grande motivacéo por parte do aluno para o aprendizado da teoria
matematica necessaria para a sua solugdo. A proposta desse artigo é apresentar a modelagem
matematica para um circuito em série RLC, que resulta em uma Equagdo Diferencial Ordinaria (EDO), e
solucion&-lo de diferentes maneiras a luz da teoria de Circuitos. Os métodos utilizados para encontrar a
solugdo desse modelo foram a Teoria de Equagdes Diferenciais de Ordem Superior, e a Teoria de
Transformada de Laplace. Ndo faz parte do objetivo desse trabalho fazer uma analise profunda dos
métodos de Equacgbes Diferenciais Ordinadrias que foram empregados nas solucdes do problema
proposto.

Palavras chaves: modelagem matematica, equacdes diferenciais ordinarias, circuito em séria RLC,
aprendizado significativo, interdisciplinaridade.

Abstract

This article aims at using mathematical modeling and interdiciplinaridade to promote meaningful learning
of Differential Equations content. The modeling and solution of a circuit are of great interest to students of
Control and Automation Engineering, and Electrical Engineering courses as well. The presentation of
problems involving this subject in a course of Differential Equations, arouses a great motivation for the
student to learn the mathematical theory required for its solution. The purpose of this paper is to present
the mathematical modeling for a series RLC circuit, resulting in an ordinary differential equation (ODE) and
solve it in different ways in the light of circuits theory. The methods used to find the solution of this model
were the Equation Theory Higher Order differentials, and the Theory of Laplace Transform. It is not the
aim of this study do a thorough analysis of the methods of ordinary differential equations that were used in
the solutions of the proposed issue.

Keywords: Mathematical modeling, ordinary differential equations, RLC series circuit, meaningful learning,
interdisciplinary.

1. Introducéo

O surgimento da ideia de utlizar a modelagem
matematica como ferramenta educacional para
promover o aprendizado significativo segundo
Biembengut [1] teve seu apogeu internacional na
década de 60 sob o ideal de aplicar os conhecimentos

matematicos para solucionar problemas das ciéncias
em geral. Biembengut [1] destaca que no Brasil, esse
movimento ocorre praticamente ao mesmo tempo que
no cenario internacional, ja nas décadas de 70 e 80 ha
o surgimento de varios trabalhos e grupos de pesquisa
que conquistaram adeptos por todo o pais. Como se
faz um modelo matematico e como emprega-lo no
ensino da matematica € um dos assuntos de interesse
desses grupos. No entanto, a modelagem matematica



s6 se transforma em ferramenta de aprendizado se
direcionada ao assunto de interesse para o aluno,
nesse contexto surge a interdisciplinaridade, um tema
cada vez mais presente nos cursos de Engenharia.
Segundo Japiassu [2], a interdisciplinaridade é uma
organizagdo cooperativa e coordenada do ensino, que
possibilita a cooperagdo mutua entre diferentes
disciplinas. Essa pratica de ensino é motivadora e
desafiadora, para alunos e professores. Do ponto de
vista do professor, a interdisciplinaridade propicia um
ambiente de continua aprendizagem, assim como a
troca de experiéncias sobre metodologias de ensino
entre os professores do curso. Do ponto de vista do
aluno, essa pratica de ensino é uma oportunidade de
um primeiro contato com a linguagem e os problemas
das disciplinas técnicas do curso.

Nesse contexto cria-se um ambiente favoravel a
aprendizagem significativa. Segundo Borssoi [3] a
aprendizagem  significativa ocorre quando a
apresentacéo de problemas de interesse do aluno, que
privilegie os conhecimentos pré-existentes em sua
estrutura cognitiva, gera uma pré-disposicdo ao
aprendizado.

Para o curso de Engenharia de Controle e Automacao
a escolha da interdisciplinaridade entre Equacgfes
Diferenciais e Circuitos é uma forma de promover a
aprendizagem significativa. A disciplina de Circuitos
possui elementos pré-existentes na estrutura cognitiva
dos alunos desde o ensino médio. Além disso, ela
possui grande importancia para diversas disciplinas
desse curso, propiciando a pré-disposicdo ao
aprendizado. Sendo assim, trabalhar no curso de
Equacdes Diferenciais, a modelagem matematica para
um problema de Circuitos, proporciona um aprendizado
significativo dos conteddos preteridos dessa disciplina.
Nesse contexto, o presente trabalho elege o circuito em
série RLC para se trabalhar a modelagem matematica.
Essa escolha se deve ndo somente ao citado
anteriormente, como também por se tratar de um
problema que possibilita diferentes abordagens para
sua solucdo. Dessa forma o aluno desenvolve uma
postura critica para solugdo de problemas.

2. Apresentacédo do Problema

Na Figura 1 sdo apresentados os elementos de um
circuito elétrico. Ao analisar essa figura, os alunos do
curso de Engenharia, devido aos conteddos de Fisica
do ensino médio, reconhecem seus elementos: o
resistor, 0 capacitor, o indutor e o gerador. Algumas
das relagBes matematicas presentes na Figura 1 sdo
relacionadas com o curso de Calculo Diferencial do
ensino superior, como acontece com a relacdo para o
indutor entre a queda de tensdo e a corrente. Dessa
forma a analise dessa figura da inicio ao processo
cognitivo desejado.

Diferentes tipos de circuito poderiam ser montados
relacionando os componentes da Figura 1, porém o

escolhido é o circuito de malha fechada em série RLC,
como mostra a Figura 2. Esse circuito foi escolhido por
conter todos os elementos da Figura 1 de uma forma
simplificada.
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Figura 1: Elementos de um circuito

O processo de modelagem do circuito da Figura 2
possui 0s seguintes objetivos: introduzir a linguagem
utilizada na disciplina de circuitos, introduzir novos
conceitos necessarios a solugcao do problema, e ainda,
se necessario, retomar conteddos de matematica para
o completo entendimento da modelagem do problema.
Segundo Dullius et all [4] a falta de contetidos bésicos
de matematica, e a dificuldade de aceitacdo de
fungbes como solucdo de um problema, é um dos
fatores da ndo compreenséao da disciplina de Equacdes
Diferenciais.
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Figura 2: Circuito em série RLC

A modelagem mateméatica para esse circuito pode ser
apresentada de véarias maneiras, dependendo do que
se deseja saber sobre o problema. Nesse momento ha
a necessidade de recorrer a teoria de Circuitos para
descobrir quais sdo as varidveis de interesse para o
circuito ou, na linguagem da teoria de Circuitos, as



saidas do circuito. As variaveis de saida para o circuito
da Figura 2 sdo: a corrente no indutor, e a tensdo no
capacitor. Essas variaveis sdo denominadas Variaveis
de Estado do sistema.

O presente trabalha ird desenvolver a modelagem
matematica do problema utilizando a segunda Lei de
Kirchhoff. Essa lei diz que a voltagem aplicada em uma
malha fechada deve ser igual a soma das quedas de
voltagem na malha. Dessa forma encontra-se uma
Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO) de segunda
ordem que modela o circuito da Figura 2. Segundo Dorf
et all [5] a ordem da equacéo diferencial que representa
um circuito € no maximo a soma do numero de
capacitores com o nimero de indutores.

Para contextualizar o modelo matematico encontrado é
proposto um caso particular desse circuito, conforme
mostra a Figura 3.

1H Condigdes Iniciais:
SNV
v.(0)=5V
i(0)=04
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Figura 3: Circuito em série RLC patrticular.

Na Figura 3 sdo dadas as entradas do circuito: a
tensdo no gerador, a indutancia, a resisténcia e a
capacitancia. O gerador é de tensdo continua, séo
exemplos de geradores de tensdo continua as baterias
e pilhas, a tensd@o nas redes elétricas € modelada por
uma senoide. S&o dadas também as condicdes iniciais
do sistema, o papel dessas condi¢des sera discutido ao
se resolver o problema em questéo.

3. Modelagem e Solucao

Aplicando a segunda lei de Kirchhoff ao circuito da
Figura 2, obtém-se a Equacgdo Diferencial Ordinaria
(EDO):

LI RiC) + 2q08) = v,(0) 1)

Para uma analise numérica do modelo matematico
descrito na Equacdo (1) sera estudado o caso
particular da Figura 3 de trés formas.

Em uma primeira forma de solugéo para o circuito RLC
da Figura 2, serd considerada a relagdo da corrente
com a carga no capacitor conforme Equacéo (2).

i) = 3% @)

O intuito dessa relagdo é transformar a EDO da
Equacéo (1) em uma EDO Linear de segunda ordem.

A substituicdo da Equagdo (2) na Equacdo (1)
apresenta um modelo matematico para o circuito em
série RLC da Figura 2 de uma EDO Linear de segunda
ordem em termos da carga do capacitor.

Lﬂd':"ﬂ qutj+ ql:tl_l,_gl:tl 3)

Para o circuito da Figura 3, a Equagéo (3) resulta em
uma EDO Linear de segunda ordem com coeficientes
constantes que sera resolvido de acordo com Boyce et
all [6].

d*q(t)
dt?

ﬂqltj

2 2028+ 100g) = 15 4

A solugdo da Equacédo (4) é a soma da solucdo da
equacdo homogénea git) associada a Equagéo (4),
que na teoria de Circuito é chamada de resposta
natural (ndo forgcada) de um circuito, com a solucéo
particular para a equagdo gn(t), que na teoria de

Circuitos € chamada de resposta forgada do circuito,
portanto:

g(t) = gplt) + g o (t) (5)

Aplicando o método de solucdo que trata das Equacdes
Lineares Homogéneas com coeficientes constantes, a
resposta natural do sistema representado pela equacao
(6) é da forma gy (t) = e™.

d3gy (1)
dt?

dqmt

+ 20—+ 100g,(t) =0 (6)

(m? + 20m+100)e™ =0 @)

A solucdo para a Equacdo (7) sdo duas raizes reais
iguais a m = —10. Para a teoria de Circuitos hd uma
classificacdo do sistema de acordo com as raizes da
equacdo em m. Segundo Dorf et all [5] quando as
raizes sao iguais, esse sistema ¢é denominado
criticamente amortecido, para raizes reais distintas o
sistema € dito superamortecido e finalmente para
raizes complexas o sistema é dito subamortecido.

Considerando k; e k; constantes a solugéo natural

para o sistema é dada por:
Qu(t) = kye 0 4tk e 10 8)

A solugcdo particular, ou solucdo forcada, para o
sistema é uma constante, portanto g,it) = kz aplicada

a solugéo particular na Equacéo (4) resulta:

100q,(t) = 15=gq,(t) = 0,15 (9)



A solugdo geral para o sistema é dada pela Equacéo
(10).

git) :kis'im+ rk:E'”“+ 0,15 (10)
Uma das condi¢Ges iniciais do sistema é v,_(0)1 = 5.

%: vdﬂ:&%:vr[ﬁjs ky=—0,1 11)

Ao utilizar as Equacgdes (2) e (10) encontra-se:
i) = (—10k; +ky)e 1 — 10k, e~ 10" (12)

A condicdo inicial i(0) =0 juntamente com as
Equacdes (11) e (12) resulta:

ky=—1 13)

Substituindo as Equag8es (11) e (13) na Equagéo (10)
encontra-se a solugéo para o circuito em série RLC da
Figura 2.

qit) = —0,1e 0 — g1 4 0,15 (14)

Do ponto de vista da teoria de Equacdes Diferencias o
problema estd modelado e solucionado, porém para a
teoria de Circuitos uma analise do sistema da Figura 2,
através da carga do capacitor, ndo é interessante. Em
circuitos as variaveis de interesse, chamadas Variaveis
de Estado, séo a tensdo no capacitor 1, e a corrente no

indutor i. Um fato interessante € que a corrente no

indutor € dada pela Equacdo (12), se as condicdes
iniciais do sistema n&o fossem conhecidas, ndo seria
possivel o célculo de k4 e k;, dessa forma a solug&o do
circuito da Figura 3 seria uma familia de fun¢des como
mostra a Figura 4.

corrente no indutor (A)

tempo (s)

Figura 4: Relagéo da corrente no indutor com o tempo, sem o
conhecimento das condiges iniciais do problema.

Para fazer os graficos da Figura 4 considerou-se

ks = —1evariou-se 0 k.
A equacdo da tenséo no capacitor, dadas as condi¢des
iniciais da Figura 3, é encontrada utilizando-se a

~ - 44 . .
relacdo v.(t) = qT da Figura 1, juntamente com as

Equagdes (10), (11) e (13). O grafico da tensdo do
capacitor com o tempo esta representado na Figura 6.

v (t) = —10e7 1 — 100te 10 4+ 15 (15)
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Figura 5: Relacdo da tenséo no capacitor com o tempo, dadas
as condi¢des iniciais do sistema.

Dadas as condig¢@es iniciais do sistema da Figura 3, as
Equacgbes (11), (12) e (13) fornecem a equacgédo da
corrente no indutor, cujo grafico esta representado na
Figura 5.

i(t) = 10te ~20¢ (16)
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Figura 6: Relag&o da corrente no indutor com o tempo, dadas
as condi¢des iniciais do sistema.



Portanto, as condigbes iniciais do sistema séo
importantes para especificar qual, dentre as funcdes
encontradas, informa as condi¢gbes do problema com o
passar do tempo. Uma andlise dos graficos contidos na
Figura 5 e Figura 6 fornece informagBes sobre o
circuito RLC da Figura 3. Nota-se que a corrente no
indutor, que inicialmente era nula, atinge um maximo
préoximo a 0,4 ampere e volta a ser nula. A tensao no
capacitor, que inicialmente era de 5 volts atinge os 15
volts do gerador.

Em uma segunda forma de solugéo para o circuito RLC
da Figura 2 sera considerada a relagdo da corrente no
indutor com a carga no capacitor integrando-se a
Equacéo (2), para obter a Equacéo (17), onde k, é uma
constante.

q(t) = k, + [ i(0)dr 17)

A substituicdo da Equacdo (16) na Equacao (1)
apresenta um modelo matemético para o circuito em
série RLC da Figura 2 de uma EDO integro-diferencial
que sera resolvido de acordo com Boyce et all [6].

LE9 L mic) + 2k, + [fimdr) = v (18)

Para o circuito da Figura 3, a Equacédo (18) tem a
forma.

|:'I|Itfl

— + 20i(t) + 5+ 100 I fi(r)dr = 15 (19)

O valor da constante k&, = 0,05 foi encontrado
utilizando-se t = 0 nas equag0es (14) e (17).

Para a solucdo da Equagdo (19) utiliza-se a teoria de
Convolugéo e Transformada de Laplace.

I(=)

sl(s) — LI[D|+?D[|[5|+5+1DD =15 (20)

Considerando {0} = 0 na Equagéo (19).

10

(25+ 20z 4+1000I(s) =10 = I(=) = prreT

(1)

De uma forma direta e rapida obtém-se a Equacao (16)
para a corrente no indutor. Para encontrar a equagéo
da tenséo no capacitor é necessario utilizar a relagdo:

v(t) = % _I'Dr iftdt (22)

Ao integrar a Equacgédo (22) e utilizar a condi¢&o inicial
w01 = 5 encontra-se a Equacéo (15) para a tensdo no
capacitor.

Nas duas primeiras solugBes apresentadas para
resolver a EDO que modela o circuito em série RLC, foi
necessario lancar mao de mais de um processo

matematico para adquirir as equacgbes das duas
variaveis de interesse.

Em uma terceira e Ultima forma de solugdo para o
circuito RLC da Figura 2, sera considerado o modelo
matematico de um sistema de EDO lineares de
primeira ordem. A vantagem da utilizagdo desse
método é de que ao final do processo tém-se direto as
duas equacdes das Variaveis de Estado do circuito.

LM+ Ri(t) + v (t) = v, ()
di (1) (23)
CT = i(t)

Para a solu¢do do sistema de EDO em (23) utiliza-se a
teoria de Transformada de Laplace juntamente com as
condi¢des iniciais do sistema, v.(0)=5 e i(0) =0,
para obter:

[s (=4 200(s)+sV.(s) = 15 24
—I(t) +0,01sV(s) = 0,05 (24)
Para a solucdo do sistema em (24) utiliza-se a Regra
de Cramer.

D % GJ;1_|_DDL~=‘ s+10)7  (25)
Dr= Dﬁ:E 0, glv 0.1s (26)
Dy, = 3':31’12'”:' D?E?E =0,0552 +5+15 (27)
=322 @
V) = = s (29)

Utilizando-se a técnica de fragdes, obtém-se a Equagéo
(29). Ao aplicar o Laplaciano inverso nas Equagfes
(28) e (29) obtém-se de forma direta a Equacéo (15) da
tensdo no capacitor e a Equacédo (16) para a corrente
no indutor.

4. Concluséao

O trabalho com modelagem matemética, na disciplina
de Equacdes Diferenciais, € uma pratica presente
inclusive em algumas bibliografias béasicas para a
disciplina. Porém, trabalhar a modelagem matematica
sem o cuidado de abordar um problema de interesse
para o aluno, ndo é uma pratica que favorece o
aprendizado significativo. Essa pratica de ensino,
guando bem desempenhada, deixa evidente ao aluno a
necessidade de se entender os conceitos de Equagfes
Diferenciais para o entendimento de teorias
importantes da sua formacéo.



Ao se trabalhar com a interdisciplinaridade, o aluno
sente-se motivado a encontrar a solu¢cdo para o
problema. E importante para esse processo o fomento
superior. Assim, em algum momento, o aluno sentira a
necessidade de adquirir novos conceitos para
solucionar, ou conseguir de forma mais rapida e
adequada a solucéo que deseja.

Ao final desse processo, o aluno sente-se motivado.
Um dos fatores para essa motivagdo €& conseguir
solucionar um problema de interesse para a sua
formacé@o, em uma disciplina do nudcleo basico de sua
formacdo. Nesse cenario o aluno percebe que
aprendeu, pois ocorre um processo de relagdo e
criagdo de estruturas cognitivas possibilitando assim a
aprendizagem significativa. A partir dessa experiéncia,
que ele entende como favoravel, ha a formagéo de uma
postura critica em relac@o ao que lhe sera apresentada
a partir dai.

Enfim, a disciplina de Equag¢bes Diferenciais, em
qualquer curso superior, possui um grande potencial
para o desenvolvimento de trabalho semelhante. No
entanto, para que essa préatica se transforme em uma
ferramenta pedagodgica na promog¢do do aprendizado
significativo, €& necessario estar atento aos
componentes curriculares do respectivo curso e
principalmente aos interesses dos alunos.
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