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Resumo

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) tem excelente desempenho nas aplicagbes em que o campo
de variaveis é escalar e estacionario. No entanto, ha uma gama de problemas nas ciéncias exatas e na
engenharia que sdo sabidamente dificeis de serem resolvidos pelo MEC. Entre estes, estdo os problemas
fisicamente ndo homogéneos, onde as propriedades fisicas podem variar localmente ou setorialmente. Para
esses problemas, as formulagdes de dominio, como os Métodos de Elementos Finitos (MEF), Volumes
Finitos (MVF) ou mesmo Diferengas Finitas (MDF), apresentam vantagens consideraveis. Entretanto,
mesmo para estes casos, existe um procedimento classico e consistente através do MEC, que é a técnica
das sub-regides. Neste trabalho, apresenta-se a comparagdo entre esta técnica e uma nova alternativa que
se baseia na sobreposicdo de dominios, tendo como referéncia resultados analiticos e resultados obtidos
através do Método dos Elementos Finitos.
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Abstract

The Boundary Element Method (BEM) has excellent performance in applications where the variable field is
scalar and stationary. However, there is a wide range of issues in science and engineering that are difficult
to solve by the BEM. Among these issues, there are the non-homogeneous media problems, where the
physical properties vary locally. In these kind of problems, the domain techniques, such as Finite Element
Method (FEM), Finite Volume Method (FVM) or Finite Difference Method (FDM), present considerable
advantages. However, even for these cases, it is possible to obtain consistent formulations for BEM, as the
technique of subregions. This paper presents a comparison between this technique and a new alternative
that is based on domain overlapping. The reference used in this work are analytical results and results
obtained by the Finite Element Method.
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1. Introducéo
Na Equacdo (1), K representa as propriedades do

dominio em estudo. Ao se considerar o dominio com
propriedades isotropicas, diz-se que o problema é
fisicamente homogéneo e esta constante poderia ser
omitida. Porém, caso haja consideragdo de que as
propriedades materiais de um dominio variem, a
modelagem do problema deve ser realizada
considerando-se conhecida a forma de variacdo ao
longo de todo o dominio.

A Equacdo de Laplace é a equagdo mais simples na
Teoria de Campo Escalar. Nos problemas
representados por essa equacdo, as acdes externas
atuam apenas pelo contorno. Assim, essas acdes, que
ndo sdo apresentadas explicitamente na equacao, sao
expressas como condi¢cdes de contorno do problema.
Tal equagéo é dada por:

Ku,ii =0 (1)
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Chamam-se de problemas fisicamente n&o-
homogéneos aqueles em que a propriedade K varia
apenas espacialmente. Nos casos onde a propriedade
K tem valores constantes, porém em diferentes setores
macroscoépicos do dominio, diz-se que o problema
apresenta homogeneidade setorial. Nesta classe de
problemas, os métodos numéricos de dominio se
adaptam facilmente, pois em cada subdivisdo do
dominio pode-se modelar a propriedade K com um
valor constante. Porém, existe relativa dificuldade em
modelar essa classe de problemas através de métodos
gue utilizam a discretizacdo do contorno.

A técnica das sub-regides € uma alternativa ja utilizada
no ambito do Método dos Elementos de Contorno,
onde as regides de propriedades distintas tém suas
matrizes montadas de forma independente e o sistema
de equages para todo o dominio é montado a partir de
um subconjunto de equacBes gerado em cada sub-
regido, utilizando condicbes de compatibilidade e
equilibrio em suas interfaces [1]. Outras possibilidades,
utilizando o Método dos Elementos de Contorno, seria
a utilizacdo da formulagdo Quase-Dupla Reciprocidade
[2], onde a formulagdo do MEC é trabalhada no seu
equacionamento, introduzindo uma aproximag¢do nos
termos integrais de derivada espacial de primeira
ordem. Esta formulagdo j4 foi aplicada a problemas
dindmicos em meios heterogéneos, mas em situagoes
nas quais as propriedades fisicas variam
gradativamente [3].

2. Equacéo Integral do MEC

A formulag&o integral do MEC se baseia na utilizacéo
de ferramentas matematicas béasicas da teoria das
equacdes integrais, com base na equagdo integral
associada a Equacdo (1), utilizando como fungdo
auxiliar a solugdo fundamental [1], e integrando sobre o
dominio fisico Q(X), como mostrado a seguir:

Jo KuiXu (g X)de =0 (2

Com a aplicacdo de integracé@o por partes e o teorema
da divergéncia na Equacdo (2), operagbes bem
documentadas na literatura [1,4], chega-se a seguinte
expressao integral:

K[J. a@u*(&X)dl — [ u(X)q* (5 X)dr +
Jo uXuj(5X)d] =0 3)
Considerando as funcfes auxiliares u*(&;X) e sua
derivada normal derivado g*(¢; X), onde ¢ € um ponto

do dominio denominado ponto fonte, que s&o obtidas a
partir da solugédo do problema fundamental, dado por:

wii (& X) = —AEX) (4)
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Onde A é a fungéo delta de Dirac. A substituicdo da
Equagéo (3) na Equacdo (4), e utlizando as
propriedades da fungdo delta de Dirac, fornece a
seguinte equacéo integral de contorno:

K[ f QO (& X)dl — f w(X)q* & X)dr +
r r
(©uE)] =0 5)

Na Equacéo (5), o valor do coeficiente c(¢) depende
ndo so sobre o posicionamento do ponto fonte ¢ com
respeito ao dominio fisico Q(X), mas também sobre a
suavidade do contorno neste ponto [1,4].

A partir da Equacao (5) pode-se proceder ao processo
de discretizacédo do contorno, escolhendo
adequadamente pontos onde posicionar § de forma a
se obter um sistema de equagbBes que resolva as
incognitas no contorno — os pontos nodais. A0 mesmo
tempo, é preciso também arbitrar uma aproximacéo
para o campo de variaveis (u e q) entre os nés gerados
pela discretizacao.

O sistema linear gerado pela discretizag&o do contorno
€ um sistema que tém incognitas tanto na variavel
basica quanto na sua derivada, tendo a seguinte

representacdo matricial:
K[H]{U} = K[G]{Q} (6)

Sendo [H] e [G] matrizes n X n e {U} e {Q}
vetores de tamanho n, sendo n o ndmero de incégnitas
da discretizacao do contorno.

3. Técnica das Sub-Regibes

O método das sub-regides é utilizado dentro do MEC
como alternativa para resolucéo de problemas onde ha
homogeneidade setorial. A Figura 1 ilustra um dominio
Q com duas sub-regifes com propriedades distintas, K1
em Q; e Kzem Q,.

Figura 1 — Sub-regides.
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O sistema de equacdes resultante é formado pela
adicdo dos sistemas isolados referentes a cada sub-
regido. As equagbes que permitem este acoplamento
em conjunto sdo as condigbes de compatibilidade e
equilibrio na interface entre as sub-regides [1,4]. Por
exemplo, em cada ponto comum na interface de duas
sub-regides, conforme Figura 2, tem-se:

Condicado de compatibilidade: u;, = u,;.
Condicao de equilibrio: Qi = K1q12 = —K3q21 = —Q21.

Figura 2 - CondigGes de acoplamento.

O sistema de equagdes correspondente as sub-regides
pode ser escrito como:

1
iy = 16 an{d )
2
b K {ge) = 62 G%]{g%} ®)

Aplicando as condi¢des de compatibilidade e equilibrio
na interface e combinando os sistemas de equacgdes:

1 1

Ht v ol(V) ot 6 o0]|Q

o w2 w0 —¢ 1Y @
I UZ 1 QZ

Uma caracteristica da matriz resultante deste sistema é
ser uma matriz em banda e que quanto mais interfaces
existem no dominio, mais zeros havera na matriz.

4. Técnica da Particdo

A abordagem via sub-regiées imp8e cada subdominio
sendo examinado de modo estanque. Seu acoplamento
ao dominio como um todo é feito através das condi¢des
de continuidade e equilibrio, conforme apresentado
anteriormente.
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Na presente formulagéo, diferentemente do que se faz
nas sub-regides, o dominio envolvente Q n&o precisa
ser subtraido de qualquer parte, conforme ilustra a
Figura 3, representando matematicamente através da
Equacéo (10).

QI f KI — KI _ Kl
! Qi \\
1
= i
K, ]
Q, )

Figura 3 — Procedimento proposto.
Jo KdQ = [ K;dQ + [ K'd2 =0 (10)

Sendo K* = K' — K;.

Nesta abordagem, cada dominio se mantém com
propriedades homogéneas.

A partir da Equacdo de Laplace, desenvolve-se a
formulagéo proposta:

Jo KiugutdQ + [, K'ulju'dQ = 0 (12)

O subscrito i enfatiza que se trata de valores do
potencial referentes ao contorno interno. Ressalta-se
entdo, que nesta formulagdo, pontos fonte internos
devem figurar explicitamente no sistema matricial do
MEC. Usualmente, tais pontos fonte séo tratados como
dados de entrada para o reuso da equacao integral e
célculo das variaveis de estado no interior do dominio,
isto apos a solugdo do sistema matricial dado pela
Equacéo (6).

A primeira parcela do lado esquerdo da Equacao (11)
pode ser desenvolvida conforme procedimentos
normais do MEC, assim:

Jo Kpugu'dQ = [0 Kyqu'dl — [ Kyugq*dl —
u@®c®K.(®  (12)

Desenvolvendo a segunda parcela da
Equacéo (11) de forma similar:

J K*u_iiiu*dQ = J K*qlu*dr —
Qi i
Sy Krulgrdl — ul(§)c(®)K* (¥) (13)

No desenvolvimento da formulagdo proposta, o valor de
c(¥) na Equacdo (13) é dependente da forma como
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setor interno (Q}) se localiza em relagio ao dominio (Q),
ou seja, se ha ou ndo pontos de intersecdo entre os
contornos. No caso do contorno interno T estar
completamente envolvido pelo primeiro, os pontos
fontes & sdo posicionados exclusivamente no contorno
externo I'' e o valor de ¢(€) é nulo. E o caso mostrado
na Figura 4. A caracterizacdo do contorno I'! é feita
pelas coordenadas destes pontos.

Figura 4 — llustrag@o de um setor restrito Qi totalmente imerso no
dominio Q.

Para o caso de haver intersegdo, o valor de c(§) vai
depender da suavidade do contorno [1,4].

Por conveniéncia, considere o caso dado na Figura 4,
onde o valor de c(¢) na Equacéo (13) é zero, pois &
esta localizado fora do contorno I''. N&o ha perda de
generalidade procedendo desta forma. Assim, a partir
das Equacoes (12) e (13):

Ji qudr = J ug"dl - u@®e® = — 1 (Jy; q'w'dr —

[, uiq*dr) (14)

Pode-se interpretar o lado direito da Equacgéo (14)
através dos principios de energia, pois as suas duas
integrais representam, respectivamente, contribuicdes
de energia vindas dos fluxos atuantes e da energia
difusiva do setor interno. Tais contribuicdes afetam o
balanco de energia total, em que também as parcelas
difusiva e de fluxo relacionadas ao contorno envolvente
I precisam ser contabilizadas. Poder-se-ia expressar a
influéncia do setor heterogéneo no dominio completo
através da energia difusiva ou dos fluxos de calor;
contudo é muito mais simples transportar a influéncia
do setor interno através da energia difusiva, que vem
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expressa em termos dos potenciais uf, do que pelos
fluxos q‘.

Assim, por conveniéncia, neste modelo proposto, a
energia armazenada proveniente do setor heterogéneo
¢ dada apenas pelos potenciais internos u'. Desse
modo, apenas uma parcela do lado direito da Equagao
(14) é computada:

Jr qu'dr = [, ug'dr —u@®c® = i (Jy; v'q'dr) (15)

Em forma matricial, podemos representar da seguinte
forma:

[H{U} = [GH{Q} + [HI[{u} (16)

Os pontos internos que envolvem o contorno interno r
devem ser representados no sistema matricial do MEC,
representando valores incognitos de potencial, tal como
ocorre na MECDR e na MECID para melhorar a
qualidade da interpolacéo das a¢des de dominio [5].

Sendo a energia proveniente do setor heterogéneo
representada pela energia difusiva, o acoplamento do
sistema completo de equacdes é facilitada, pois €&
realizada através dos valores dos potenciais nos
pontos internos, ao invés de seus fluxos. Gera-se uma
matriz setorial H' que pode ser facilmente contabilizada
no sistema final. Nela aparecem explicitamente os
pontos internos incognitas no sistema final de
equacoes, ou seja:

[ il = e o6 ey an

A parcela do lado direito da Equacao (15) é referente
ao dominio Q', e s&o conectadas ao dominio completo

Q através da integracéo realizada no contornol" com os
pontos fonte localizados no contorno externo I'. Assim

leva-se a informag&o do contorno interno I ao externo
I'. Representando matricialmente:

Hcc Hci] Uc _[Gcc Oci] dc
[Hic Hi; {ui}_ Gic 0y {Qi} (18)

A matriz Hci representa os coeficientes gerados pela

integrac&o do contorno interno I'* com os pontos fontes
localizados no contorno externo I'. Assim é realizada a

transmissdo da informag&o do setor Q' para o dominio
completo Q.

5. Simulagdo Numérica
Para possibilitar a comparacéo entre a nova formulagéo

apresentada e o método das sub-regides no MEC,
foram realizadas simulacdes, utilizando exemplos com
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geometria regular e carregamento simples, para
comparacdo dos resultados em termos de erros
relativos.

Os valores de erros foram calculados utilizando
resultados de referéncia a partir da a formula de erro da
Equacéo (19).

N
§ Ju, encia—Usi |
Erro = referéncia —Usimulado (19)

n=1 N*valor max(Ureferéncia)
5.1 Exemplo 1

A primeira simulacdo apresenta um dominio com dois
setores com propriedades distintas. A geometria do
problema, assim como as condi¢bes de contorno e 0s
valores das propriedades de cada setor sdo mostrados
na Figura 5.

u=0 " Kg=1

v

0.5 1 X
Kg=0

Figura 5: Dominio com setores Q1 e Q.

A geometria foi simulada no programa de elementos de
contorno com os seguintes nameros de elementos: 8,
16, 32, 64 e 128. O erro relativo entre os resultados
analiticos e os valores simulados pelas técnicas de
sub-regido e nova formulag&o no célculo do potencial é
apresentado na Figura 6 e na Tabela 1.

2.50%2

g
Z

& SUB-REGIAOR

-#-NOVAFORMULACAOZ

g
g

Erro®Percentuall
8
&

°
g
3

] 208 408 603 0 1008 1208 1400
Numeroie®lementos@iaMalhat

Figura 6: Erro relativo X Numero de Elementos da malha para Sub-
Regido e Nova Formulagéo.
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Tabela 1: Erro Percentual — Simulacéo exemplo 1.

Numero de SUB- NOVA
Elementos REGIAO  FORMULACAO
8 2.219% 0.068%

16 1.000% 0.003%
32 0.395% 0.001%
64 0.143% 0.0004%
128 0.050% 0.0001%

A partir desses resultados é possivel evidenciar que,
para ambas as técnicas, o valor do erro diminui com o
aumento do numero de elementos da malha, porém, o
ponto de maior relevancia é a curva de erros observada
para a nova formulagdo. Mesmo com uma
discretizagdo grosseira, os valores de erro relativos sdo
muito reduzidos. Essa tendéncia se mantém com o
aumento do numero de elementos.

5.2 Exemplo 2

Utilizou-se uma configuragdo geométrica com duas
regibes com propriedades distintas, uma imersa na
outra. A Figura 7 mostra a geometria simulada com as
condi¢des de contorno utilizadas.

Kg=1

BERRREA

/ Kg=0 X
0.25 075 1

Figura 7: Dominio Q2 com setor Qi.

Este exemplo é bem representativo para a comparacao
entre as técnicas do MEC visto o setor heterogéneo
(Q1) estar totalmente imerso no dominio Q». Devido a
geometria bidimensional e as diferentes propriedades
fisicas dos setores, este problema ndo tem solugéo
analitica simples. A solugdo de referéncia utilizada foi
obtida por simulacdes realizadas através do Método
dos Elementos Finitos (MEF) utilizando uma malha
estruturada com 1.681 nds e 3.200 elementos.

Para as simulagbes com a técnica das sub-regides
foram realizadas simulagdes com 12, 32, 64 e 128
elementos de contorno. Os resultados foram
comparados com as simulagfes realizadas através do
Método dos Elementos Finitos (MEF), ao longo de uma
linha do dominio em y=1. O erro relativo entre os
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resultados obtidos através do MEF e os valores
simulados pelas técnicas de sub-regido e nova
formulagéo séo apresentados na Figura 8.

9.00%2

8.00%0

-#-SUB-REGIAOE
7.00%0

-=-NOVAFORMULACAOR

6.00%0

5.00%0

4.00%0

Erro®Percentual®

3.00%0

2.00%0

1.00%21

0.00%2
5] 2081 408 6021 802 1002 1200 1403

)2

Figura 8: Erro relativo X Numero de Elementos da malha para Sub-
Regiédo e Nova Formulagao.

Tabela 2: Erro Percentual — Simulacdo exemplo 2.

NUmero de SUB- NOVA
Elementos REGIAO FORMULACAO
12 7.981% 0.175%

32 1.865% 0.052%
64 0.695% 0.011%
128 0.259% 0.005%

O resultado apresentado é similar ao encontrado no
exemplo anterior. Para ambas as técnicas, o valor do
erro diminui com o aumento do numero de elementos
da malha, como esperado devido ao aumento da
guantidade de pontos nodais. Porém, novamente, o
ponto de maior relevancia é a curva de erros observado
para a nova formulagdo. Mesmo com uma baixa
discretizacdo, os valores de erro relativos sdo muito
baixos. Essa tendéncia se mantém com o aumento do
numero de elementos. Ressalta-se que este exemplo,
por conta da sua bidimensionalidade, € numericamente
mais complexo do que o anterior.

6. Conclusdes

Os resultados revelam-se bastante favoraveis a nova
técnica e indicam que ela pode ser facilmente utilizada
e replicada nos problemas em que as propriedades
fisicas do dominio variam setorialmente. Os resultados
em termos de erros relativos foram superiores para a
nova técnica.

Além da boa precisdo, a nova técnica mostra uma
enorme vantagem em termos de implementacao
computacional e de entrada de dados devido a sua
simplicidade. Para implementar o modelo, é necessario
apenas criar uma nova matriz Hi, referida a energia
contida nos setores internos.
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A presente técnica ndo introduz aproximacao adicional
no modelo numérico, que no caso da técnica classica
de sub-regifes estad relacionada com a interpolagdo
adicional sobre os elementos de interfaces do contorno
interno.

O procedimento também ndo cria qualquer
impedimento para a implementacdo de procedimentos
auxiliares como a Técnica da Dupla Reciprocidade, o
DIBEM ou qualquer outro programa adequado para
abordar estas classes mais avancadas de problemas.

Existe nesta nova técnica um potencial significativo no
que tange a futuras aplicacdes, de grande interesse e
complexidade, particularmente na analise elasto-
plastica e na dinamica estrutural.

Este trabalho teve como escopo o estudo da Equacgéo
de Laplace em duas dimensdes, trabalhos futuros
simples podem ser realizados tratando de equagfes
escalares correlatas, como a Equacgdo de Poisson e a
Equacéo de Helmholtz, que pertencem a Equacgéo de
Campo Generalizada.
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