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Resumo

Cada vez mais a simulagdo numérica tem sido utilizada como ferramenta de trabalho na engenharia e
ciéncias afins. Curiosamente, embora o Método dos Elementos de Contorno (MEC) seja uma técnica
discreta que se adapta facilmente a dominios ndo regulares e apresenta elevada precisdo na simulacédo
de problemas escalares em geral, ndo tem sido aplicado ostensivamente em problemas ortotrépicos,
circunscrevendo-se a um limitado conjunto de aplicacbes em barragens. Usualmente, sdo adotadas
técnicas que se baseiam na discretiza¢do do dominio, como o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o
Método dos Volumes Finitos. AlImejando um maior alcance do MEC neste campo, este trabalho apresenta
sua formulagéo e aplicacdo em problemas bidimensionais ortotrépicos, homogéneos e estacionarios, que
incluem comparagdes com o MEF. O objetivo € permitir uma melhor valoragdo do desempenho do MEC e
ampliar suas perspectivas neste tipo de aplicagdo.

Palavras chave: Método dos Elementos de Contorno, Método dos Elementos Finitos, Problemas
Ortotrépicos.

Abstract

Increasingly, the numerical simulation has been used as a tool in engineering and related sciences.
Curiously, although the Boundary Element Method (BEM) is a discrete technique that adapts easily to non-
regular domains and shows high accuracy in simulation of scalar problems in general, it has not been
applied ostensibly in orthotropic problems, confining itself to a limited set of applications in dams. Domain
discrete techniques such as the Finite Element Method (FEM) and the Finite Volumes are used
preferentially. Craving to reach a greater wide spread to the BEM in this field, this paper presents its
formulation and application in orthotropic two-dimensional, homogeneous and stationary problems,
including comparisons with the FEM. The goal is to allow a better evaluation of the BEM performance and
broaden their perspectives in this type of application.

Keywords: Boundary Elements Method, Finite Elements Method, Orthotropic Problems.

1. Introducéo amplamente usados na engenharia de petroleo,
visando a extracdo de oleos em rochas, o modelo
matematico resultante também se enquadra no
contexto da Equacdo de Campo Escalar Generalizada
[1], tal como ocorre nos problemas térmicos.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) tem
facilidades de adaptacdo em dominios ndo regulares,
contudo, seu modelo ortotrépico ndo tem recebido
destaque. Portanto, este trabalho tem por objetivo
mostrar o funcionamento do MEC em comparag¢do com

Problemas de campo escalar ortotropicos sdo bastante
importantes na engenharia, pois muitas situacdes
praticas requerem a distribuicdo de temperaturas e
fluxos em materiais sintetizados, celulose, espumas e
materiais porosos. Nesse Ultimo caso, uma vez que 0s
modelos de difusividade hidraulica baseados na
Equacéo de Darcy para simulacdo do fluxo tém sido
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Método do Elementos Finitos (MEF) em problemas de
solugdo analitica conhecida.

2. Equacao de Governo

Considere dominios bidimensionais com propriedades
homogéneas, na condicdo de estado estacionéario e
sem fontes ou sorvedouros. Sob essas hipoteses
simplificadoras, a Equagdo de Campo Escalar
Generalizada é dada por:

V- [KVu(X)] = 0 (1)

Na Eqg. (1), V é o operador Nabla, u(X) é a variavel
basica ou potencial, X = X(x;) e K € um diadico, no qual
figuram as propriedades constitutivas do meio.

Em duas dimensdes, K apresenta-se com quatro
coeficientes distintos, representando um material dito
anisotrépico. Contudo, tomando-se o0 sistema
coordenado em coincidéncia com as direcdes
cristalogréficas, pode-se simplificar o tratamento
matematico de casos importantes, pois alguns
materiais apresentam orientagBes cristalinas mais
simples, como o sistema cristalino ortorrdombico, em
que o tensor K é simétrico. Assim, a equacdo de
governo pode ser escrita simplesmente como:

klax kzax =0 )

A figura 1 ilustra algumas caracteristicas importantes
do modelo fisico, particularmente o dominio Q,
delimitado pelo contorno T'. I;, e T, representam as
fronteiras com condi¢cdes de contorno essencial e
natural, respectivamente. A condicdo de contorno
essencial ou de Dirichlet é aquela em que o potencial
u(X) é prescrito, ja a condigdo de contorno natural ou
de Neumann ocorre quando a derivada do potencial
com relacao a direcdo normal externa unitaria n = n(X)
€ imposta. k; e k, sdo as constantes de difusividade
nas dire¢fes de ortotropia x; e x,, respectivamente.

n

Xz

X1

Figura 1: Modelo fisico genérico de um problema ortotrépico.
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3. Método dos Elementos de Contorno

Pode-se formular a equacdo integral do MEC
escrevendo-se a forma integral forte associada a
equacdo diferencial de governo [2], ou seja:

Jo [l 2w + 1 22w |aac0 =0 @)

No caso do MEC, a fungdo auxiliar u* = u*(§;X) é a
solugdo fundamental, que corresponde a solucdo de
um problema correlato com dominio infinito, no qual
uma fonte concentrada é aplicada num ponto ¢
particular.

Aplicando-se a regra do produto de fungfes duas vezes
no nucleo da integral da Eq. (3) chega-se a:

Jo {5 (ka 50] + [5; (ka5 [t +
fo v (o (gl + i (el an + fy w5z +

kza )dQ—O (4)

Usando-se entdo o Teorema da Divergéncia, obtém-se
a denominada forma integral inversa [3]:

ou* ou* « ou
fl" [—u (kla_xlnxl + k2 a—xznxz) +u (kl a—xlnxl +

ou o%u* o%u*
kz Enh)] dar+ f_Q u (klﬁ_l_ kz ﬁ_xg) dQ=20 (5)

Para se eliminar a integral de dominio restante na Eq.
(5), é importante operar a seguinte alteracdo de
coordenadas [4]:

z; = f_,i—l (6)

Entdo, substituindo-se a Eq. (6) no problema
fundamental e expressando a fonte concentrada em
termos de duas variaveis [5], obtém-se:

TL 428 = A& 21 R)A(E 22R7) )
1 2

A Eq. (7) é semelhante ao problema fundamental de
Laplace, mas representa um problema correlato
ortotropico. Resolvendo-a tem-se:

1 1
t= In 172 8)
2m\/k1k; x% x%
()
* _ —1  XqNy+X5Ny,
1 = ok, (B.x ©)
1k (1%
(k1 kz)

Substituindo a Eg. (7) na integral de dominio existente
na Eq. (5) e aplicando-se as propriedades do Delta de
Dirac, obtém-se a seguinte equacdo integral [6]:
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c(Ou®) + [ g (§X) — qXu’(§X)]dl =0 (10)

Por simplicidade, fez-se:
9 9
q=k18—2nx1+kza—lnx2=0 (11)
. au* u*
" =k 5N Hhyoony, =0 (12)

O coeficiente ¢(¢) depende da posi¢cdo do ponto fonte
em relacdo ao dominio fisico Q(X) e se esta localizado
no interior, externamente ou sobre o contorno I'(X).
Neste Ultimo caso, também depende da suavidade
deste [6].

O préximo passo € a discretizagdo, em que o0 contorno
€ dividido numa série de elementos, ao longo dos quais
se define a variagdo do campo e da geometria. Neste
trabalho aproximam-se linearmente o potencial e sua
derivada normal por elementos de contorno retilineos.
Os pontos campo geram 0s pontos nodais, nos quais
u(X) e q(X) sdo prescritos ou calculados. Para cada
ponto fonte &, é feita uma integracdo ao longo dos
elementos de contorno, gerando um sistema matricial
na forma:

Hu = Gq (13)
4. Método dos Elementos Finitos

O ponto de partida do MEF ¢é similar ao do MEC.
Escreve-se a forma integral forte associada a equacgéo
diferencial de governo, dada por:

2%u(X)
ax2

*u(X)
o [l st w ) + ke,

wX)|dae) =0 (14)
A principal diferenca neste momento é que a fungao
auxiliar ndo mais é a solucdo fundamental. No MEF a
funcdo w(X) usualmente € um polindmio, que expressa
uma variagdo admissivel do potencial [7].

Assim, a partir de um desenvolvimento matematico
simples, que envolve a aplicacdo da regra da derivada
do produto de duas fungdes uma vez apenas, obtém-
se:

d (ou ou ow d (ou
Jo {ks o Gorw) = S| + e[ o) -
ou ow _
Teanilj40=0 (15)
Em seguida, aplica-se o Teorema da Divergéncia para

chegar a forma integral fraca, ponto de partida para o
desenvolvimento do MEF classico:

Ju Ju du ow
S (g +haging Jwdr = [, (kg g +
Jdu ow
k, EE) dQ =0 (16)
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Esta sentencga é aplicada em cada particdo do dominio,
os elementos finitos. A Ultima integral gera matrizes de
rigidez locais que, para o0 caso ortotropico, sdo dadas
por:

AN; ON;
HG = foe (a2t ky

dxq 0x4

ON; ON;
Ea_x]) doe(x)  (17)
Os indices i e j se referem a possibilidade de interagdo
entre os diferentes ndés de um mesmo elemento,
guardando a mesma ideia dos coeficientes de
influéncia da mecéanica estrutural e da relagdo entre
pontos fonte ¢ e pontos campos X no caso do MEC.
Contudo, ao contrario deste, a parte operacional do
MEF é bem mais elaborada, porque nado se trata de
resolver integrais de linha, mas sim de realizar
integragbes sobre areas elementares. No caso dos
elementos triangulares aqui usados, € preciso fazer
uma transformagdo de coordenadas para integracédo
dessas areas dos dominios elementares Q¢ de modo
gue a descricdo do potencial no interior dos elementos
€ dada por uma aproximacéo linear na forma:

Ni — al+b12xAle+ch2 (18)
Nesta Ultima equacdo, a;, b; e c; sdo coeficientes da
interpolacdo linear e A® é a area do elemento. E
possivel estabelecer uma aproximacao para o potencial
u(X) em cada elemento como funcdo dos pontos
nodais do elemento [8]. Apés laboriosos algebrismos,
as matrizes de difusividade elementar no caso
ortotropico ficam compostas por duas partes:

K, [Dibr biba bibs
HE =4Ae b2b1 b2b2 b2b3 +
bsby  b3b, bsbs

2
4A°

201 G20 CC3
C3C1 €30 C3C3

C1C1 C1Cp (CqC3
[ ] 19)

A integral de contorno mostrada na Eg. (16) também é
tratada em nivel local, gerando vetores elementares de
fluxo [9]. Ao final, um sistema linear de equacgbes é
gerado pela montagem das matrizes elementares, que
sdo conectadas atravées da condicdo de
admissibilidade, garantindo a continuidade do potencial
u(X) através de valores nodais comuns entre 0s
elementos:

Hu=f (20)
5. Simulagdes Numéricas
5.1 Primeiro Teste
Um dominio quadrado, de lados unitarios, & submetido
a condicBes de contorno de Dirichlet e Neumann,

conforme mostrado na Figura 2. Este problema pode
ser interpretado de varios modos, segundo a
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conveniéncia. Pode ser encarado como uma chapa na
qual se impde um gradiente de temperaturas e fluxos
de calor, mas também poderia ser fisicamente
interpretado de como um dominio ou regido porosa,
submetida a um perfil de potenciais ou alturas
piezométricas distintas.

Os resultados numéricos do MEC e do MEF foram
comparados com o valor da solu¢do analitica, obtida
pelo Método da Separacdo de Variaveis. Os valores
das difusividades escolhidos foram k, =1, k, = 0,25;
estes foram tomados proximos da unidade porque em
problemas governados pela Equacdo de Laplace,
apenas a relagédo entre as difusividades é importante.

qg(Ly) =1

u(x,0) =0 q(x,1) =0

=

e

¥ u(y,0)=0

Figura 2: Chapa quadrada submetida a condi¢cbes de temperaturas e
fluxos prescritos.

No célculo do erro relativo médio percentual,
considerou-se 0 maior valor analitico do caso como
denominador na medida de erro relativo em cada n6. A
figura 3 mostra os resultados do MEC e a figura 4 os
resultados correspondentes para o MEF. Foram
calculados os valores do potencial em diversos pontos
internos. Foram escolhidos pontos com as mesmas
coordenadas para comparagdo entre os métodos.
Neste caso, observa-se uma nitida vantagem do MEC,
alcancando patamares de erro muito menores do que o
MEF, para malhas com muito menos quantidade de
pontos nodais. Destaca-se, particularmente, o reduzido
valor do erro ja alcancado com malhas pouco
refinadas.

MEC

6,00%
o 4,00%
e

2,00%

° 0,65%
0,00%
0 100 200 300 400

Numero de pontos nodais

Figura 3: Curva de erro médio percentual para potencial com o MEC.
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MEF
30,00%
o 20,00% 20,23%
“'10,00% 627%184y
’ o 0,
0,00% ¢ 052%

0 500 1000 1500 2000 2500

Numero de pontos nodais

Figura 4: Curva de erro médio percentual para potencial com o MEF.

5.2 Segundo Teste

No segundo teste, a mesma chapa € submetida
exclusivamente a condi¢cdes de Dirichlet, conforme
apresentado na figura 5.

Ha descontinuidades entre os potenciais nos vértices
superior esquerdo e inferior direito, induzindo a fluxos
elevadissimos nas regides proximas a singularidade.
Tal situacdo € irreal na préatica, mas serve para testar a
robustez do método, particularmente o MEC, que lida
com os valores descontinuos em seu sistema de
equacdes. Ja o MEF, pela sua formulagdo matematica,
elimina as linhas e colunas do sistema matricial que
séo referentes as condi¢des de potencial, amenizando
o efeito das descontinuidades.

u(lLy)=1

u(x,0) =0 u(x,1) =10

=

¥ u(y,0)=0

Figura 5: Chapa quadrada submetida a condi¢cdes de temperaturas
prescritos

Além disso, ressalta-se que sendo k, quatro vezes
menor do que k, e estando os fluxos de calor
direcionados na direcdo vertical, o problema torna-se
numericamente bem mais dificil.Os resultados sé&o
mostrados nas figuras 6 para o MEC e 7 para o MEF.

De fato, os valores do erro cresceram bastante no
MEC, mas sua curva de erro apresentou a
monotonicidade devida e a faixa de erro percentual
para a sua malha mais refinada foi similar a alcancada
pelo MEF para a mesma quantidade de pontos nodais.
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MEC
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0,00%
0 100 200 300 400

Numero de pontos nodais

Figura 6: Curva de erro médio percentual para potencial com o MEC.

FEM

4,00%
3,00%
2,00%
1,00%
0,00%

Erro

0,02%

0 500 1000 1500 2000 2500

Numero de pontos nodais

Figura 7: Curva de erro médio percentual para potencial com o MEF.

Vale ressaltar que em MEC os potenciais no interior do
dominio sdo calculados em fungdo dos potenciais e
fluxos do contorno e, como dito anteriormente, as
descontinuidades geram fluxos elevadissimos o que
contribui para a distorcdo dos resultados. No caso do
MEF, apesar de pequena oscilagdo na curva de erro
para as malhas menos refinadas, o desempenho geral
foi superior ao apresentado no primeiro caso.

6. Conclusdes

O desempenho do MEC foi bem superior ao
apresentado pelo MEF no caso em que figuravam
condigbes de Dirichlet e Neumann em conjunto, que
sdo as condi¢cdes usuais nos problema praticos de
engenharia. Ja no caso em que houve
descontinuidades resultantes da aplicacéo exclusiva de
condigbes de Dirichlet, apresentou um desempenho
discretamente inferior ao MEF, pelo fato dos valores
internos serem calculados a partir de potenciais e
fluxos calculados no contorno. Contudo, mesmo neste
teste, propositadamente abordado para avaliar sua
robustez numérica, o MEC mostrou reducgdo continua
de erros e resultados bastante aceitdveis. Também é
oportuno ressaltar que o modelo numeérico referente ao
MEC ndo empregou qualquer técnica de solugdo de
integrais quase-singulares, que certamente melhoraria
o desempenho do método, uma vez que o argumento
da solucdo fundamental é afetado pelo valor das
propriedades de ortotropia material.
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